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1.1. Przedmiot rozwazan

W niniejszej pracy przedmiotem rozwazan sg konstrukcje kratowe stabo wynioste
podatne na utratg statecznosci poprzez przeskok wezta. Konstrukcje pretowe sa cze-
sto stosowane w wielu wspolczesnych konstrukcjach inzynierskich. Wykorzystuje
si¢ je miedzy innymi jako przekrycia obiektow o duzej powierzchni. Do podstawo-
wych zalet konstrukcji pretowych nalezy ich niewielki ci¢zar wiasny przy stosunko-
wo duzej nosnosci. W projektowaniu tego typu konstrukcji decydujace znaczenie
moga mie¢ zjawiska zwigzane z ich statecznoscia [81, 91, 100]. Zjawiska utraty sta-
tecznos$ci konstrukcji pretowych majg rdzny charakter. Przez pojecie utraty statecz-
nosci globalnej rozumie si¢ utrate statecznosci konstrukceji jako calosci, zwigzang
z bifurkacja potozenia réwnowagi lub zjawiskiem przeskoku. Mozliwa jest rowniez
utrata statecznosci konstrukcji spowodowana wyboczeniem pojedynczych pretow
uktadu lub lokalnym przeskokiem wezta. Przyklady zrealizowanych ciekawych kon-
strukcji pretowych przedstawiono na rysunkach 1.11 1.2.

Analiza konstrukcji kratowych, w ktorych moga pojawic¢ si¢ duze gradienty
przemieszczen nie powinna by¢ przeprowadzona bez uwzglednienia efektow nieli-
niowych. Podstawowym problemem w numerycznej analizie zagadnien nielinio-
wych jest wystgpowanie na Sciezce rownowagi konstrukcji punktéw osobliwych.
W punktach tych zawodza standardowo stosowane algorytmy rozwigzywania ukta-
doéw rownan. W niniejszej pracy do okreslenia $ciezki rownowagi wykorzystano
metode skalarnego parametru sztywno$ci i metode statej dlugosci tuku. Analizg
numeryczng zagadnienia przeprowadzono stosujgc wariacyjne podej$cie metody
elementow skonczonych. Polega ono na skonstruowaniu funkcjonatu wariacyjne-
go, ktorego warunkami stacjonarno$ci beda odpowiednie rownania problemu. Uzy-
cie funkcjonatu wariacyjnego umozliwia skoncentrowanie w jednym wyrazeniu
wszystkich skomplikowanych rownan opisujacych problem. Rozpatrywany funk-
cjonal — w naszym przypadku energia potencjalna — ma okres$lony sens fizyczny,
jego wartos$¢ jest niezalezna od wybranego uktadu wspotrzednych. W pracy, korzy-
stajgc z twierdzenia o minimum energii potencjalnej, otrzymano przyrostowe row-
nania rownowagi konstrukcji.
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Rys. 1.2. Ziote Tarasy w Warszawie
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Oryginalnym elementem pracy jest propozycja polaczenia dwoch obszaréw ana-
lizy konstrukcji, tj. stateczno$ci i niezawodnos$ci. Postawmy sobie teraz pytanie, co
daje nam wlaczenie do analizy statecznosci metod analizy niezawodnosci? Odpo-
wiedz jest nastepujgca. Korzystajac z metod analizy niezawodnos$ci mozemy (poru-
szajac si¢ po sciezce rownowagi konstrukcji) okresli¢, z jakim poziomem prawdopo-
dobienstwa awarii zblizamy si¢ do punktu granicznego. Efektywne numerycznie,
atakze zapewniajace wystarczajacg doktadno$¢ sa tzw. metody FORM i SORM.
Metody te wykorzystujg liniowa badZ kwadratowa aproksymacj¢ obszaru awarii. Ich
zastosowanie jest ograniczone do przypadkow, w ktérych funkcje okreslajace stany
graniczne s3 rozniczkowalne, nie pojawiaja si¢ wielokrotne punkty projektowe,
funkcja stanu granicznego nie jest silnie nieliniowa. Jezeli warunki te nie sg spelnio-
ne, wowczas stosowana jest metoda Monte Carlo, najczesciej wraz z metodami re-
dukcji wariancji, np. Importance Sampling. Nowym, bardzo ciekawym rozwigza-
niem jest wykorzystanie w analizie niezawodno$ci sztucznych sieci neuronowych.

W tradycyjnym projektowaniu konstrukcji wykorzystuje si¢ deterministyczne
wartos$ci parametrow projektowych. Bezpieczenstwo konstrukcji zwigzane ze zmien-
noscig parametréw konstrukcyjnych zapewnia si¢ poprzez konserwatywny dobor ich
wartosci i uwzglednienie w réwnaniach stanow granicznych wspotczynnikéw bez-
pieczenstwa. Wykorzystanie zmiennych losowych do reprezentacji parametrow kon-
strukcyjnych pozwala na jawne uwzglednienie losowosci w procesie projektowania.
W rezultacie mozliwa jest budowa modelu matematycznego, ktory pozwala oszaco-
wac, jakie jest prawdopodobienstwo okreslonego zachowania konstrukcji. Ze wzgle-
du na to, ze dostgpne wyniki badan sg na og6t niewystarczajace do prowadzenia
analiz probabilistycznych (abstrahujac od ztoZzono$ci analiz), wérdd inzynierow wi-
doczny jest opor przed stosowaniem metod probabilistycznych. Dotyczy to réwniez
probabilistycznych metod numerycznych, ktorych ztozono$¢ jest w istocie ukryta
wewnatrz programéw komputerowych. Dodatkowy wysitek uzytkownika programu
jest potrzebny przy charakteryzowaniu danych dwoma parametrami (wartoscig ocze-
kiwang i odchyleniem standardowym) w miejsce jednego parametru wymaganego
w metodach deterministycznych. Konieczne jest wigc dostarczenie inzynierom algo-
rytmow umozliwiajacych oszacowanie parametrow statystycznych zmiennych wy-
stepujacych w analizie, na podstawie podrecznych danych.

W pracy za miar¢ niezawodno$ci przyjeto wskaznik niezawodnosci Hasofera-
Linda, wyznaczany z wykorzystaniem iteracyjnej procedury Rackwitza-Fiesslera.
Doktadnos¢ wynikoéw otrzymywanych przy uzyciu tego wskaznika jest wystarcza-
jaca dla potrzeb praktycznych i dlatego tez zyskat on duzg popularno$¢ jako miara
niezawodnosci, szczegodlnie w potgczeniu z metodami transformacji wykorzystuja-
cymi pelng informacje o rozktadach zmiennych losowych.

Jako zmienne losowe przyjeto nastgpujace parametry modelowanych uktadow
konstrukcyjnych: sztywno$¢ osiowa, mnozniki schematow obcigzenia, wspotrzed-
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ne weztow. Rozktady prawdopodobienstwa zmiennych losowych przyjmowane sa
sposrod kilku, najczesciej stosowanych w praktyce. Rozklad normalny mozemy
przyjmowac do opisu losowosci potozenia weztow konstrukeji, jak rowniez loso-
wosci mnoznika obcigzen statych. Rozktad logarytmiczno-normalny stosowany
jest do opisu losowych parametrow materiatowych, pdl przekrojow pretow, mnoz-
nikow niektorych obcigzen. Rozktad Gumbela uzywany jest do opisu zmiennosci
maksymalnych wartosci obcigzen wystepujacych w rozpatrywanym okresie czasu,
na przyktad rocznych maksimoéw parcia wiatru. Rozktad Frecheta jest rozktadem
maksiméw drugiego typu. Podobnie jak rozktad Gumbela stosowany jest czesto
w opisie maksimoéw obcigzen zmiennych dziatajacych na konstrukcje. Rozktad
Weibulla jest rozkladem minimow trzeciego typu. Czgsto stosowany jest do opisu
losowych parametréw materiatowych.

Rozpatrywane sg dwa typy warunkéw granicznych: warunek nieprzekroczenia
dopuszczalnych przemieszczen wezlow konstrukcji, warunek nieprzekroczenia
dopuszczalnego mnoznika obcigzenia. W niniejszej pracy prety tworzace konstruk-
cj¢ nie sg pretami krepymi, w zwigzku z czym mozna si¢ bylo ograniczy¢ do
dwoch funkeji granicznych bez badania warunku wytrzymato$ciowego. Powyzsze
warunki muszg by¢ spetione z prawdopodobienstwem nie mniejszym od pewnej
minimalnej wartosci, ustalonej przez projektanta.

Funkcja graniczna jest zazwyczaj niejawng funkcjg zmiennych losowych, stad
tez w pracy koniecznos$cig stato si¢ zbudowanie pomostu pomiedzy modutem au-
torskim MES KRATA a programem do analizy niezawodnosciowej STAND, opra-
cowanego przez zespot pracownikow Instytutu Podstawowych Probleméw Techni-
ki PAN. Oprogramowanie STAND umozliwia takze ocen¢ niezawodno$ci meto-
dami drugiego rzgdu (SORM), co dato mozliwo$¢ zweryfikowania poprawnosci
rozwigzan uzyskanych metoda FORM.

Nalezy w tym miejscu podkresli¢, ze zagadnienia niezawodno$ci konstrukcji
nie sg problemami oderwanymi od rzeczywistosci. Wprowadzone w 2010 r. Euro-
kody Konstrukcyjne [111, 40] wspolne dla catej Unii Europejskiej w duzej mierze
w swoich sformutowaniach opieraja si¢ na tzw. podej$ciu probabilistycznym.
Zgodnie z nim normy projektowania i normy obcigzen powinny by¢ tak opracowa-
ne, aby zwymiarowane na ich podstawie elementy konstrukcyjne miaty zapewnio-
ny odpowiednio wysoki poziom niezawodnosci. Najbardziej obiektywna miarg
ryzyka awarii jest jej prawdopodobienstwo P, W rezultacie, jako miar¢ niezawod-
nosci, przyjmuje si¢ tzw. wskaznik niezawodnosci Hasofera-Linda f, ktory jest
tym wigkszy, im to prawdopodobienstwo jest mniejsze Py= ®(-f) (P jest dystrybu-
antg rozktadu normalnego standaryzowanego). Ustalenie docelowego poziomu
niezawodnosci dla nowo opracowywanych norm ciagle jest przedmiotem badan.
Nalezy pami¢taé, ze na inny wskaznik projektujemy ptyte stropowa, na inny zebra,
na ktorych wsparta jest ta ptyta, na jeszcze inny — podcigg wspierajacy zebra.
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Przedstawiona praca jest wigc znaczacg ,.kropla w morzu” badan, jakie powinny
by¢ zrealizowane, aby prawidlowo oceni¢ docelowy wskaznik niezawodnosci dla
roznych przypadkow projektowania konstrukcji budowlanych. Krytyczne uwagi
i nowe propozycje dotyczace wprowadzania Eurokodoéw na rynek polski przedsta-
wiono w pracach [105, 106, 151, 152].

1.2. Cele, zalozenia i zakres pracy

Przyjeto, ze w pracy realizowane bgda nastepujace cele:

sprawdzenie mozliwosci zastosowania metody FORM w analizie niezawod-
nosci konstrukcji kratowych stabo wyniostych podatnych na utrat¢ statecz-
nos$ci poprzez przeskok wezta,

badanie wrazliwosci wskaznika niezawodno$ci na zmiany charakterystyk
probabilistycznych rozwazanych zmiennych losowych,

sprawdzenie numerycznej efektywnosci metody FORM w poréwnaniu do
innych metod niezawodnosci, tj. metody SORM, Monte Carlo, Importance
Sampling,

proba zbudowania modelu obliczeniowego, ktory dobrze opisywaltby rze-
czywisty wplyw losowosci poszczegdlnych parametrow zadania,
przeprowadzenie dyskusji problemoéw zwigzanych z realizacja metody
FORM w analizie niezawodnosci przeskoku wezta konstrukeji kratowych
stabo wyniostych.

W pracy przyjeto nastgpujace zatozenia:

materiat, z ktérego wykonano konstrukcje jest liniowo-sprezysty, izotropowy,
rozwaza si¢ obcigzenia quasi-statyczne, konserwatywne, jednoparametrowe,
losowe,

wiezi podporowe sg ustalone (skleronomiczne), nie zaleza od czasu,
odksztalcenia pozostaja w zakresie umozliwiajagcym stosowanie liniowych
zwigzkow konstytutywnych,

mozliwe sg duze gradienty przemieszczen weztow konstrukeji,

wezly struktur kratowych sg idealnymi przegubami kulistymi,

w rozwazanych zagadnieniach nie uwzglednia si¢ jawnie czasu,

nie uwzglednia si¢ wzajemne;j korelacji przyjetych zmiennych losowych,
rozpatruje si¢ jedng funkcj¢ stanu graniczng (kryterium awarii).

Rozprawa sktada si¢ z siedmiu rozdziatow. Poza zawierajacym wstgp pierw-
szym rozdziatem opisuja one nast¢pujace zagadnienia. W rozdziale drugim opisano
wybrane problemy nieliniowej analizy konstrukcji. W rozdziale trzecim przedsta-
wiono podstawowe informacje dotyczace analizy statecznosci uktadéw dyskret-
nych. W punkcie 3.2 pracy opisano kryterium statecznosci, w punkcie 3.3 — kon-
strukcje $ciezki rownowagi, a w punkcie 3.4 — stosowane techniki numeryczne.



10 1. Wstep

Rozdziat czwarty poswigcony jest omowieniu metod analizy niezawodnosci.
W punkcie 4.2 zdefiniowano podstawowe miary niezawodnosci, w tym wskaznik
niezawodnos$ci Cornella (obecnie majacy juz znaczenie historyczne) oraz wskaz-
nik niezawodno$ci Hasofera-Linda. Punkt 4.3 pracy zawiera przedstawienie me-
tod wykorzystujacych informacje o rozktadach prawdopodobienstwa zmiennych
losowych. Wsrod nich mozemy znalez¢ metode FORM, SORM, Monte Carlo
i Importance Sampling. Rozdzial pigty zawiera propozycj¢ wykorzystania meto-
dy analizy niezawodnosci pierwszego rzegdu FORM w analizie przeskoku wezla
stabo wyniostych konstrukcji kratowych. Rozdziat szosty zawiera wnioski,
a siodmy podsumowanie. Cato$¢ pracy konczy wykaz literatury niezbgdnej do
powstania niniejszej publikacji.

1.3. Przeglad literatury

Niniejsza praca obejmuje swoim zakresem takie dziedziny nauki, jak: teoria
niezawodnosci, analiza stateczno$ci konstrukcji oraz metoda elementéw skonczo-
nych w nieliniowej mechanice. Wspotczesna teoria niezawodnosci konstrukeji jest
juz dobrze ugruntowang dyscypling naukowa. Mozna wymieni¢ szereg podrgczni-
kow oraz monografii, z ktorych najbardziej znane to: Madsena, Krenka i Linda
[92], Melchersa [98], Ditlevsena i Madsena [37], Thoft-Christensena i Bakera
[160], Augusti, Baratta i Casciati [5]. Na szczegdlng uwage zashugujg ksigzki Harra
[53] oraz Nowaka i Collinsa [104], prezentujace podstawowe pojecia teorii nieza-
wodnosci ze szczegdlnym uwzglednieniem ich zastosowan w inzynierii ladowe;.
W Polsce, probabilistycznej analizie konstrukcji po$wigcone sa prace Sniadego,
Biernata, Bryji, Mironowicza, Sniadej, Sieniawskiej, Zukowskiego [14, 19, 97, 99,
138, 139, 153, 155, 156], Kaminskiego [65], Chmielewskiego [22], Kotulskiego,
Sobczyka [78], Murzewskiego [101, 102], Biegusa [12, 13], Kowala, Paczkow-
skiego, Dziubdzieli, Kopocinskiego [79, 80], Stockiego, Tauzowskiego, Knabela,
Kolanka, Kleibera, Jendo, Szolca, Dolinskiego, Rojka, Siemaszko [70, 72, 75, 146,
148, 149, 150, 157], Wolinskiego, Wrobel [176], Gorskiego [51], Silickiej [140]
oraz wielu innych.

Za pierwszy, wazny krok w kierunku wspolczesnych metod pozwalajacych na
efektywna i doktadng ocene bezpieczenstwa konstrukeji nalezy uzna¢ prace Haso-
fera i Linda [54] opublikowang w 1974 roku. Zawarto w niej ide¢ lokalizacji tzw.
,punktu projektowego”, to jest takiej realizacji zmiennych losowych z obszaru
awarii, ktorej odpowiada najwicksza warto§¢ funkcji gestosci prawdopodobien-
stwa. Linearyzacja funkcji granicznej w punkcie projektowym pozwala otrzymac
miar¢ niezawodnosci, ktora jest niezmiennicza ze wzgledu na rownowazne sformu-
lowania warunku granicznego, tzw. wskaznik niezawodnos$ci Hasofera-Linda.
Wtasnie ten brak niezmienniczo$ci byt podstawowsg staboscig stosowanego po-
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przednio wskaznika Cornella [27]. Utrudnial on stosowanie tej miary niezawodno-
$ci do porownania stopnia bezpieczenstwa réznych konstrukcji.

Ide¢ wskaznika Hasofera-Linda wykorzystali w 1978 roku Rackwitz i Fiessler
w pracy [113]. Zastosowali oni ponadto transformacje niezaleznych zmiennych
losowych o dowolnych rozktadach prawdopodobienstwa do standardowych zmien-
nych normalnych oraz zaproponowali algorytm poszukiwania punktu projektowe-
go. W pracy [59] Hohenbichler i Rackwitz zaproponowali wykorzystanie transfor-
macji Rosenblatta [128] do transformacji zaleznych zmiennych losowych do prze-
strzeni standardowej. Transformacja Rosenblatta oraz wykorzystana po raz pierw-
szy przez Der Kiureghiana i Liu w pracy [36] transformacja Natafa sa obecnie
najczgsciej uzywane i umozliwiajg analize problemow niezawodnosci, zaréwno
w przypadku gdy znany jest tgczny rozktad prawdopodobienstwa zmiennych loso-
wych, jak tez gdy znane sg tylko rozklady brzegowe zmiennych i macierz korelacji.
Aproksymacja funkcji granicznej w punkcie projektowym funkcja pierwszego lub
drugiego stopnia prowadzi, odpowiednio, do metod analizy niezawodnoS$ci pierw-
szego rzedu (FORM) lub drugiego rzedu (SORM).

We wczesnych zastosowaniach metod FORM i SORM przyjmowano najczg-
sciej, ze funkcja graniczna jest jawnag funkcja zmiennych losowych. Niestety, za
wyjatkiem niewielu prostych przyktadow, taka zaleznos¢ funkcyjna nie moze by¢
wyspecyfikowana, a w wigkszosci przypadkow dana jest za posrednictwem okre-
slonej procedury numerycznej, np. metody elementdow skonczonych. Poczynajac
jednak od pierwszych prac Der Kiureghiana oraz wspotpracownikow, problematy-
ka wykorzystania metody elementéw skonczonych w ramach metod analizy nie-
zawodnosci zaczela si¢ bardzo intensywnie rozwijaé. Testy roznych metod dyskre-
tyzacji mozna znalez¢ w pracy Li i Der Kiureghiana [23] i Matthiesa [96]. Przeglad
popularnych programéw komputerowych, takich jak: ANSYS PDS DesignXplorer,
CalREL/FERUM/OpenSees, COSSAN, NESSUS, PERMAS-RA/STRUREL,
PHIMECA-SOFT, PROBAN, PROFES, UNIPASS zawarty jest w pracach [34, 49,
84, 85,110, 124, 135, 159, 163, 177].

Sposrod ciekawych przykladow analizy niezawodnosci z wykorzystaniem me-
tody FORM oraz metody elementow skonczonych wymieni¢ mozna prace Lee
i Anga [82], w ktdrej rozpatrywano problem niezawodnosci rozcigganej tarczy
z peknigciem, prace Engelstada i Reddy’ego [41], poswigcong analizie niezawod-
nosci geometrycznie nieliniowych warstwowych powtok kompozytowych, prace
Mahadevana i Mehty [93], gdzie analizowano przyktad niezawodnosci konstrukcji
ramowej poddanej ruchom podloza wywolanym trzgsieniem ziemi.

Odrebng grupe metod analizy niezawodno$ci stanowig metody symulacyjne.
Najlepiej znana to klasyczna metoda Monte Carlo (Zielinski [184], Rubinstein
[129]). W metodzie symulacyjnej Monte Carlo oszacowanie prawdopodobienstwa
awarii polega na n-krotnym generowaniu podstawowych zmiennych losowych,
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zgodnie z ich tgczng funkcja gestosci prawdopodobienstwa i okresleniu liczby tra-
fien w obszar awarii. Im mniejsze jest prawdopodobienstwo awarii, ktore chcemy
oszacowac, tym wigcej symulacji nalezy przeprowadzi¢, aby btad tego oszacowa-
nia miescil si¢ w dostatecznie matym przedziale ufnosci z dostatecznie duzym
prawdopodobienstwem. Przy przewidywanym prawdopodobienstwie awarii kon-
strukcji budowlanych rzgdu od 10* do 107 liczba potrzebnych symulacji wynosi
od 10° do 10°, co nawet przy wykorzystaniu wspétczesnych komputerow jest zada-
niem ogromnym, jesli w ogole wykonalnym w mozliwym do zaakceptowania cza-
sie. Olbrzymi naktad obliczeniowy dyskwalifikuje wigc, zdaniem autorki, przydat-
no$¢ klasycznej metody Monte Carlo do analizy praktycznych probleméw nieza-
wodnosci konstrukeji budowlanych.

W celu uzyskania szybszej zbieznosci w metodach symulacyjnych, nalezy tak
zmodyfikowa¢ metod¢ Monte Carlo, aby otrzyma¢ redukcje wariancji estymatora
prawdopodobienstwa awarii. Jednym ze sposobow redukcji wariancji jest symula-
cja wazona (the importance sampling technique). Technika ta zostata zapropono-
wana przez Kahna i Marshalla [63].

Poprzez odpowiedni dobor funkcji gestosci prawdopodobienstwa, wedlug ktorej
generuje si¢ zmienne losowe, mozna znacznie zmniejszy¢ obszar probkowania oraz
liczbeg symulacji. Sposrod prac jej poswieconych warto wymieni¢ artykuty Schuéllera
i Stixa [136], Hohenbichlera i Rackwitza [58] oraz Dolinskiego [38], Melchersa
[98]. Inng odmiang metod symulacyjnych jest metoda symulacji kierunkowej
(directional sampling). Nadaje si¢ ona najlepiej do analizy problemdéw, w ktorych
powierzchnia graniczna ma ksztatt zblizony do hipersfery.

Catkiem odmienng proba rozwigzania problemu nieefektywnosci metody Monte
Carlo w analizie niezawodnos$ci konstrukcji jest wykorzystanie sztucznych sieci
neuronowych, w skrocie SSN. Idea tego podejscia polega na zastgpieniu progra-
moéw MES, generujacych zwykle probki podczas symulacji, sztucznymi sieciami
neuronowymi. W pracach poswigconych zastosowaniu SSN w analizie niezawod-
nos$ci spotka¢ mozna trzy rézne podejscia:

1. SSN stanowig system ekspercki, tzn. zadaniem tych sieci jest rozpoznanie
bezposrednio zawodnosci analizowanej konstrukcji na podstawie wprowa-
dzonych do sieci danych o charakterze rozmytym. W takim podejsciu, przy-
gotowanie zbiorow wzorcoOw uczacych i testujacych SSN polega na prze-
prowadzeniu analiz niezawodnos$ci konstrukcji, w wyniku ktorych otrzymuje
si¢ wartosci prawdopodobienstwa zawodnosci odpowiadajace ustalonym
wartosciom danych wejsciowych. Przyktad takiego sposobu wykorzystania
SSN przedstawiony jest w pracy [21].

2. SSN wykorzystywane sg do aproksymowania powierzchni stanu graniczne-
go. Aproksymowana przez sie¢ powierzchnia zastgpuje wiclomianowe funk-
cje stanu granicznego wykorzystywane w metodach FORM i SORM. Takie
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podejscie prezentowane jest w pracach [20, 131]. W artykule [60] sieci okre-
slaja powierzchnie stanu granicznego dziatajac jako klasyfikatory, a wtasci-
wa analiza niezawodnosci konstrukcji przeprowadzana jest metoda symula-
cji Monte Carlo.

3 SSN wykorzystywane sa do aproksymowania granicznej nosnosci konstruk-
cji. Wzorce uczace i testujace takie sieci przygotowywane sg za pomoca pro-
gramow opartych na MES. Nauczona sie¢ oblicza pdzniej probki w probabi-
listycznej analizie niezawodnosci konstrukcji przeprowadzanej metoda sy-
mulacji Monte Carlo. Podejscie takie po raz pierwszy zaproponowat Papa-
drakakis w pracy [109], w ktorej analizowano ta metoda konstrukcje ramo-
we. Bardzo ciekawe prace, ktore opublikowano w Polsce to prace Kaliszuk,
Waszczyszyna, Pabisek, Marcinowskiego, Ziemianskiego [64, 108, 168,
169, 170, 171].

Przeglad réznych metod symulacyjnych mozna znalez¢ w pracach Rubinsteina
[129], Melchersa [98]. W prezentowanej pracy metody symulacyjne byty stosowa-
ne jedynie do weryfikacji poprawnosci obliczen. Podstawowa metoda badawcza
byla jedna z metod aproksymacyjnych FORM. Obliczenia probabilistyczne prze-
prowadzono na przyktadzie konstrukcji kratowych, ktorych geometria (maly kat
nachylenia pretow) sprawia, ze decydujagcym warunkiem w procesie projektowania
jest mozliwos¢ utraty stateczno$ci poprzez przeskok wezta.

Zjawisko utraty statecznosci prostej postaci preta osiowo $ciskanego nazywamy
wyboczeniem. Wzory okres$lajace sile krytyczng dla osiowo $ciskanych pretow
pryzmatycznych zostaly wyprowadzone w XVIII wieku przez matematyka szwaj-
carskiego Eulera. Zalozyt on idealng sprezystos¢ i jednorodno$¢ materiatu, idealnie
prosta pierwotng o$ preta oraz osiowo$¢ przytozenia sity. Sile eulerowskiej towa-
rzyszy jednoosiowy stan napre¢zenia w materiale preta, scharakteryzowany jedno-
znacznie naprgzeniem normalnym w kierunku osi preta.

Jesli napre¢zenie to przekroczy granice proporcjonalnosci materiatu, czyli nie jest
spelnione prawo Hooke’a, to wzor na site eulerowska traci sens. Okazuje si¢, ze
w technicznie waznych przypadkach wyboczenia pretéw mamy na ogo6t do czynienia
z wyboczeniem pozaspr¢zystym. Considere i Engesser pierwsi wskazali na mozli-
wos¢ ekstrapolacji wzoru Eulera na zakres pozaspr¢zysty, dzigki wprowadzeniu
zmiennego modutu sprezystosci. Przyjmujac zalezno$¢ naprezen od odksztalcen
o =o(¢) przedstawiong na rysunku 1.3 zauwazymy, ze do granicy proporcjonalno-
$ci Ry modut E jest staty i rowny tangensowi kata migedzy prostoliniowym odcinkiem
wykresu a osia &. Powyzej granicy proporcjonalnosci modut E, = E,(¢) jest
zmienny 1 réwny tangensowi kata zawartego mi¢dzy styczng do wykresu i osig ¢
(modut styczny). Po korekcie Jasinskiego Engesser wprowadzit wielko$¢ E, zalezng
od modutow E i E, oraz ksztaltu przekroju preta. Do takich samych wynikow doszedt
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Karman. Okreslajac site krytyczng wyboczenia pozasprezystego zatozyt, ze sita $ci-
skajaca pret ma warto$¢ stala. Od tej zasady odstapil Shanley. Po sporzadzeniu wy-
kresu zalezno$ci naprezen krytycznych od smuklosci preta krzywa otrzymana na
podstawie teorii Shanley’a zajmuje posrednie potozenie miedzy krzywymi Engessera
(wedhug pierwotnej koncepcji) a Engessera-Karmana. Wartosci napr¢zen krytycz-
nych dla wyboczenia niesprgzystego mozna réwniez okresli¢c na podstawie bezpo-
srednich badan doswiadczalnych. Pierwsze dlugoletnie do§wiadczenia przeprowadzit
na poczatku XX wieku Tetmajer. Wedlug niego naprezenie krytyczne okreslone jest
w zakresie niesprezystym zaleznoscig liniowa. Wkrétce po sformulowaniu przez
Tetmajera wzorow liniowych, Johnson i Ostenfeld wystapili z koncepcja funkcji
kwadratowej (Jastrzgbski, Muttermich, Ortowski [62]).

G Wazrost obeigZenia
wltkien po stronie wkiest

K46
RF———e=_2 2
k ASZ
464
'451
Ryfpr——H Odcigzenie witkien

\po stronie wypuklef

(£ )~ liczbowa wartost £;

/ (E)~liczhowa wartosi £

arcry (k) arc tg (£)
0 &

Rys. 1.3. Zaleznos¢ o = o(g) wedtug Engessera i Karmana

Oddzielng problematyke stanowig konstrukcje wykonywane z pretéw cienko-
sciennych, ktore cechuje wielopostaciowos¢ form utraty statecznos$ci. W elementach
tych odksztatlcona o$ preta nie jest krzywa ptaska, a przekroje poprzeczne doznaja
réwnoczesnych obrotow dookota jego osi. Poniewaz otrzymane z obliczen i potwier-
dzone doswiadczalnie sity krytyczne pretéw tego typu wykazywaly wartosci mniej-
sze od sily eulerowskiej, problem wyboczenia skretnego i gietno-skretnego ma
ogromne znaczenie praktyczne. Wyboczenie pretow cienkosciennych nalezy rowniez
rozpatrywac w obszarze sprezystym i pozasprezystym (Weiss, Gizejowski [172]).

Najczgsciej utrata statecznosci preta miedzy weztami nie jest przyczyna ogolnej
utraty statecznosci w stabo wyniostych konstrukcjach pretowych, natomiast prze-
skok wezta (zwlaszcza rozwijajacy si¢ na wigksza liczbe weztow) moze prowadzié
do niestatecznosci konstrukcji.
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Zagadnienie przeskoku wezla zostato po raz pierwszy rozwigzane przez Misesa
w 1925 1. Problem ten pojawia si¢ w stabo wyniostych kratownicach. Geometria
stalowych koput pretowych odpowiada tym warunkom bardzo czgsto. Dlatego tez
zagadnienie to stato si¢ przedmiotem badan projektantow konstrukcji stalowych.
Interesujacg propozycje szacowania no$nosci granicznej koput pretowych metoda
kolejnych przyblizen oraz badania doswiadczalne sprezysto-plastycznych pretow
przedstawili Brodka, Karczewski, Gizejewski, Czmoch, Barszcz [18, 48, 66, 67].
Rzadkowski 1 Grycak w pracy [52] zaproponowali estymacj¢ parametréw liczbo-
wych losowej nosnosci granicznej jednowarstwowych koput kratowych. Obecnie
stosujac nieliniowg analize stateczno$ci mozemy okresli¢ nie tylko warto$¢ obcia-
zenia krytycznego, ale rowniez $ciezke rownowagi konstrukcji, ktora pozwala nam
ocenia¢ stany pokrytyczne konstrukcji. Nieocenionym narzedziem pracy jest meto-
da elementow skonczonych wraz z przyrostowo-iteracyjnymi technikami porusza-
nia si¢ po $ciezkach réwnowagi. Podstawowym problemem w numerycznej anali-
zie zagadnien nieliniowych jest wystepowanie na $ciezce rownowagi punktow
osobliwych. W punktach tych zawodzg standardowo stosowane algorytmy rozwia-
zywania uktadéw réwnan. W pracy do okreslenia $ciezki rdwnowagi konstrukcji
wykorzystano metode skalarnego parametru sztywnos$ci i metode statej dhugosci
luku. Po wprowadzeniu metody stalej dlugosci tuku przez Riksa [125, 126]
i Wempnera [173] uzyskata ona szeroka akceptacje w analizie konstrukcji MES.
Crisfield [28, 29] podal modyfikacje metody i zaproponowat tzw. cylindryczng
dlugos¢ tuku. Forde i Stiemer [44] wyprowadzili ogolng procedur¢ dtugosci tuku
opartg na zasadach ortogonalnos$ci. Kolejne modyfikacje pojawity si¢ w opracowa-
niach Al-Rasby [3], Fafard and Massicotte [42], Teng, Luo [158], Zhou, Murray
[182] i innych. Interesujace omoOwienie problemow stateczno$ci mozna znalezé
w publikacjach Bathe’a [7], Belytschko, Liu, Moran [8], Crisfielda [30], Bathe’a,
Cimento [6], Besselinga [11], Ramma [123].
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Wybrane problemy nieliniowej
analizy konstrukciji

2.1. Wprowadzenie

W problemach nieliniowych zmiany potozenia i ksztattu deformowanego ciata
w kolejnych, dyskretnych punktach czasowych wymuszaja przyjecie odpowied-
nich uktadow, w ktorych opis ten jest dokonywany. Poszczegdlne stany moga
by¢ opisywane:

a) w ukladzie nieruchomym, ustalonym (wszystkie niewiadome funkcje odnosi-
my do statego uktadu wspoétrzednych, przyjetego na poczatku procesu i w kto-
rym opisana jest konfiguracja poczatkowa) — opis Lagrange’a;

b) w uktadzie ruchomym, konwekcyjnym, zawigzanym z deformowanym ele-
mentem — opis Eulera.

W mechanice konstrukcji dominuje opis Lagrange’a. Opis Eulera stosuje si¢
w mechanice ptynéw. Opis Lagrange’a ma dwie reprezentacje:

a) opis stacjonarny (Total Lagrangian — TL), w ktorym wszystkie niewiadome
funkcje odnosimy do stalego uktadu wspotrzednych, przyjetego na poczatku
rozpatrywanego procesu i w ktorym opisana jest konfiguracja poczatkowa,

b) uaktualniony opis Lagrange’a (Updated Lagrangian — UL), w ktorym
wprowadza si¢ konwekcyjny uktad wspotrzednych, zwigzany z okreslonym
stanem i elementem. Uktad ten ,,zamraza si¢” na poczatku okreslonej chwili
czasowej 1 dokonuje si¢ opisu wzgledem tego zamrozonego uktadu.

Zagadnienia nieliniowe mozna podzieli¢ na trzy grupy:

grupa pierwsza — nieliniowo$¢ wystepuje tylko w rownaniach konstytutyw-
nych. Gradienty przemieszczen i odksztalcen przyjmuje si¢ jako mate;

grupa druga — wystepuja duze gradienty przemieszczen, ale mate odksztatce-
nia. Rdwnania konstytutywne mogg by¢ liniowe lub nieliniowe. Jezeli zastosujemy
w tym przypadku opis TL, to nalezy uzy¢ dla naprezen drugiego tensora Pioli-
Kirchhoffa, a dla odksztalcen — tensora Greena-Lagrange’a. Przy opisie UL napre-
zenia wyrazamy tensorem Cauchy’ego, a odksztalcenia tensorem Almansiego;
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grupa trzecia — wystepuja tutaj duze gradienty przemieszczen i duze od-
ksztatcenia. Zwiazki konstytutywne moga by¢ liniowe lub nieliniowe. Przy opisie
TL nalezy uzy¢ dla naprezen drugiego tensora Pioli-Kirchhoffa, a dla odksztatcen
tensora Greena-Lagrange’a. Przy opisie UL dla napr¢zen nalezy stosowac tensoro-
wy wspotczynnik Jaumanna oraz tensor predkosci odksztatcen.

W praktyce inzynierskiej w zakresie inzynierii 1lgdowej dominujg problemy nie-
liniowe grupy pierwszej (wystepujg w praktyce jako problemy samoistne lub jako
faza przejsciowa «plastycznos$é»> do duzych gradientow przemieszczen, czyli do
nieliniowo$ci geometrycznej) oraz drugiej (wystepuja w analizie smuktych i wyso-
kich konstrukeji pretowych, cienkich powtok i ogélnie w statecznos$ci sprezystej).

Zagadnienia z grupy trzeciej pojawiajg si¢ w konstrukcjach z migkkich materia-
16w gumopodobnych lub w mechanice gruntéw organicznych.

Problemy analizowane w pracy naleza do grupy drugiej. Ze wzgledow prak-
tycznych i z uwagi na ograniczony tematycznie zakres naszych rozwazan, bedzie-
my operowaé wylacznie ortogonalnymi uktadami kartezjanskimi. W pracy zasto-
sowano stacjonarny (catkowity) opis Lagrange’a. W kolejnych rozdziatach zdefi-
niowano wielkos$ci charakteryzujace stan odksztalcenia i naprezenia. Te ogolne
rozwazania przystosowano do analizowanego zagadnienia tj. konstrukcji krato-
wych. Ciekawe prace poswiecone mechanice osrodkdéw ciagtych to prace Ostrow-
skiej-Maciejewskiej [107], Rymarza [130], Funga [46], Podhoreckiego [112].

2.2. Réwnania geometryczne

Rozpatrujemy cialo stale zajmujace w poczatkowej konfiguracji obszar B,
ktory jest podzbiorem przestrzeni euklidesowej tréjwymiarowej R3. Przez B,
oznaczamy wngtrze tego obszaru, przez 0B jego brzeg, ktdrego elementami sa
zbiory 0By, , 0By, , Przez pyf, sily masowe, przez f, sity powierzchniowe (rys.

2.1). Odpowiednie wielkosci bez indeksu dolnego 0 opisuja konfiguracje aktualna.

Do okreslenia deformacji uzyjemy stacjonarnego opisu Lagrange’a X. Jezeli ko-
rzystamy z tego samego kartezjanskiego uktadu wspotrzednych do opisu konfigu-
racji pierwotnej i aktualnej (rys. 2.2), to przemieszczenia opisuje si¢ w nastepujace;j
postaci wektorowej:

i(X)=7(X)-R(X) 2.1
lub skalarnie
w(X)=x,-X; =123 (2.2)

gdzie u; oznaczaja wspolrzgdne wektora u .
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Rys. 2.1. Analizowane ciato stale
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Rys. 2.2. Przemieszczenie punktu P analizowanego ciata

W teorii skonczonych deformacji odksztalcenia opisuje si¢ tensorem Greena
W postaci [46]:

. Ou;
El.j(X)zl Cuy | Sy G O (2.3)
2(ax;  ax, X, ax,

XeBy, ijk=123

Jest to tensor symetryczny, gdyz E; =Ej; dla i# j. Miarami odksztatcenia

moga by¢ tez wydluzenia wzgledne &1 odksztalcenia postaciowe y, ktore w odrdz-
nieniu od sktadowych tensora Greena majg interpretacj¢ geometryczng [46]:
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5kk :1,1+2Ekk -1 (24)

2Ey,

CoSy = (2.5)
U 2E) 1+ 2Ey,)
izk ,k=123
Wyrazenia (2.5) i (2.4) mozna rozwingé w szeregi potegowe:

1 1
ek = Epg l_EEkk +5EkkEkk . 6
REy|<1 k=123

2Ey 2Ey Ei

ik = 1+ +...
& U+ 2E;)(1+2E) { 3(1+2E;)(1+2E) }
2.7)

| 2Eik |<1 ik k=123
JU+2E,)(1+2E)|

Nastepnie odksztatcenia &;; (zawierajace &y, oraz yy ) zapisuje si¢ W postaci roz-

winietej [112]:

&jj = O jpép + = (5kk5 i1 = 0o o k)7k1 (2.8)
) 1 dla i=j .
gdzie Jy = 7 jest deltg Kroneckera.
0 dla i#j

Po wprowadzeniu do tej postaci szeregow (2.7) 1 (2.6) uzyskuje sig:

&jj = A Epe + by Eg (2.9)

gdzie:

1 1
al-jkk = 5ik5jk(1_5Ekk +5EkkEkk —j

OO0 j1 — S0k Ok 2EyEy
it = :

+ +
JU2E,)(1+2E,) 3(1+2E, ) (1+2E,)
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2.3. Opis pola naprezen

W liniowej teorii sprezystosci obowigzuje zatozenie bardzo matych przemiesz-
czen, co pozwala na utozsamianie konfiguracji poczatkowej Oc i aktualne;j I'c.
W przypadku duzych gradientdw przemieszczen konfiguracje °c ilc stajg si¢
zasadniczo rozne. Elementarna powierzchnia d4 w konfiguracji 0C zmienia si¢ przy

przejsciu do konfiguracji Ic. Poszukiwany stan naprezenia okreslony jest wiec na
nieznanej konfiguracji ciata zdeformowanego. W rozwigzywaniu praktycznych za-

dan korzystne jest odniesienie stanu naprezenia w konfiguracji Ic do konfiguracji
OC, ktora jest znana. W teorii skonczonych deformacji rozr6zniamy trzy podstawo-
we tensory naprezenia [46]:

a) Cauchy’ego-— oy,

b) I tensor napre¢zenia Pioli-Kirchhoffa — 7j;,

¢) II tensor napre¢zenia Pioli-Kirchhoffa — S;; .

Tensor naprezenia Cauchy’ego o; opisuje naprezenia w konfiguracji aktualnej

i jest do niej odniesiony. Jest to tensor symetryczny. I tensor naprezenia Pioli-
Kirchhoffa Tj; opisuje napr¢zenia w konfiguracji aktualnej 1 jest odniesiony do

konfiguracji poczatkowej. Migdzy tym tensorem a tensorem Cauchy’ego istnieje
nastepujaca zalezno$¢:

X
TUZ&'L' w (2.10)
P Oxy

gdzie na podstawie prawa zachowania masy otrzymuje si¢:

axl‘

oX

&zdet
P

@2.11)

J
Tensor ten nie jest na 0got symetryczny.

II tensor naprezenia Pioli-Kirchhoffa S;; to I tensor Pioli-Kirchhoffa sprowa-
dzony do postaci symetrycznej. Migdzy nimi zachodzi nastgpujaca zalezno$¢ [46]:

ox
Ty =Sip87 (2.12)
p
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lub we wspotrzednych Lagrange’a:
Ou
Ty =Sip| Ojp +@ (2.13)
gdzie 6, jest delta Kroneckera.

2.4. Zwiazki konstytutywne

Zwiazki opisujace zaleznosci miedzy odksztalceniami a naprezeniami to zwigz-
ki konstytutywne. Rzeczywiste materialty zachowuja si¢ na ogét w dos¢ ztozony
sposob. Zadne wiec zwigzki matematyczne nie s3 w stanie uwzgledni¢ wszystkich
obserwowanych zjawisk zachodzacych w roznych procesach. W tej sytuacji opisu-
je si¢ jedynie pewne materialy wyidealizowane, tzw. modele osrodka, np. model
ciata sprezystego, ciala plastycznego. W pracy analizowany jest osrodek sprezysty.
Materiatl sprezysty moze by¢ opisany w zmiennych Lagrange’a w postaci [46]:

gdzie o lub o' jest funkcja jednowartoSciowa, natomiast E; jest tensorem od-
ksztalcenia Greena (2.3), a g, inng miarg odksztalcenia (2.9).
Mozliwa jest do przyjecia nastepujaca zalezno$¢ naprezenia 7;; od odksztalcen &;:

1

Ty = Cyjrén (2.15)

Z uwagi na brak symetrii tensora 7T}, prawo (2.15) nie jest zbyt wygodne w sto-
sowaniu. Dlatego tez do definiowania prawa konstytutywnego uzywa si¢ syme-
trycznego II tensora Pioli-Kirchhoffa S;:

Sii = Cijki€nl (2.16)

Tensor Cjy zawiera parametry materialowe o 81. skltadowych. W przypadku
osrodka izotropowego, jednorodnego, liczba ta maleje do dwoch (stale Lamego).

2.5. Réwnania rownowagi

Zgodnie z wczesniejszymi zatozeniami stosujemy stacjonarny opis Lagrange’a X.
Przyjmujemy, ze wypadkowe sily masowe sg takie same w konfiguracji poczatkowe;j
1 aktualnej [112]:

[ foipodBo = [ 1ipdB (2.17)
B

By
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W takim przypadku rézniczkowe rownanie rownowagi przyjmuje postac:

or;
—L o pofoi=0  XeBy j,i=123 (2.18)
0X ;

Réwnanie (2.18) lepiej zapisa¢ wykorzystujac tensor Sy, ktory jest symetryczny:

0 Ou;
— S.k(aw—lﬂwofo:o (2.19)
an[ U axy ’
XeBy ij.k=123

2.6. Warunki brzegowe

Na jednej czgsci powierzchni granicznej znane s obciazenia 0By, , a na drugiej
przemieszczenia 0B, (rys. 2.1). Przyjmujemy, Zze obciazenia powierzchniowe

majg charakter obcigzen niezmienniczych, tzn. wypadkowe tych sit sa jednakowe
w obu konfiguracjach:

[ ind(0By)= [id(eB) (2.20)
0By, 0B,

Jezeli stosujemy opis Lagrange’a, to warunki brzegowe typu statycznego wyraza-
my II tensorem Pioli-Kirchhoffa nastgpujaco:

n Ou;
tOi _Sjp[é‘ip +_6Xl JVOJ =0 (221)
p

gdzie: fy; — sktadowa obcigzenia zewnetrznego, v, ; — wektor normalny elementu
powierzchni 0By, .

Na innej (lub tej samej) czgéci powierzchni granicznej znane sg przemieszczenia:

w,=1h;  XedBy,, i=123 (2.22)

2.7. Réwnanie zasady pracy wirtualnej

Wyprowadzone wczesniej rownania geometryczne, rownania fizyczne, rownania
rownowagi, warunki brzegowe stanowia lokalne sformutowanie zagadnienia brze-
gowego. Zastosowanie metody elementow skonczonych wymaga globalnego (cat-
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kowego) sformutowania tego zagadnienia. W tym celu mozemy zastosowac¢ zasade
pracy wirtualnej [112]. Rozwazmy klas¢ dowolnych przemieszczen u; +du; , zgod-

nych z wigzami ciata, co prowadzi do zanikania wariacji przemieszczen ou; na po-
wierzchni brzegowej 0B, . Nadajmy rozpatrywanemu cialu wirtualne przemiesz-
czenia ou; . Teraz wykorzystamy wyprowadzone uprzednio rézniczkowe rownania

rownowagi (2.19) i warunki brzegowe (2.21). Pierwsze i drugie rownanie mnozymy
przez du;, catkujemy odpowiednio po By, 0B, i dodajemy:

0 Ou;
ou; S k| O; + dBy +
J- {6)( { Jl{ ik anH Pofoz} 0

(2.23)
A Ou;
+ J. 5“5[%5 _Sjp(é‘ip +87’J Voj}d(aBo)zo
gdzie du; to wariacja przemieszczen zgodnych z wigzami ciata.
Przeksztalcamy czg$¢ pierwsza pierwszej catki [112]:
ou:
J-&/li S'k 6'k +L dBO =
tox | LT ax
B, J k
(2.24)

d u, a(ou;) u,
= | =] ;S | Sy + = | |dBy — | =2 S 4| 6; L \dB
Iaxj{ ’f’{ ik axkﬂ 0 B;[ax f’{ axJ 0
0

B, J k

Po wykorzystaniu twierdzenia Gaussa-Ostrogradskiego, piewsza catka (2.24) przyj-
muje postac:

P ou ou
9 ;S | 8y + Bo= [ 6wl S, |5, + d(0B,)=
ga)(j{ f"[ ik anﬂd 0 al{ [ ’k( ik anﬂVO" (@5)
X

i ou; )| Bu
= '[ &’li S]k{é‘lk +ﬁ] Vojd 6B0 J. &/I{ jk[5lk+anj:|V0jd(aBO)=
aBOt = - aBOu
[ al/ll‘ |
= _[ ou;| S j| O A Vo‘;'d(@Bo)
oBy,, L k]

(2.25)
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Przeksztatcamy drugg catke (2.24):

jwsjk(a,.k -2 ]dgo - Sjk[a@u,.)[

5+ HdBo (2.26)
ox, ox,

By

Zajmijmy si¢ wyrazeniem podcatkowym ostatniej catki [112]:

8(&4,-)[5_ L Ou; J: 8(5uk)+ o(ou;) ou; = OEy + 0y, 2.27)

ax;, " ax, ) ax, ax; ax,
gdzie:
[ a(o,) | olon;) a(oi) ou o, aloi,)
OE; =— + + L. + .
2| aX;  aX, A X, aX; aX,

(2.28)

o0, -] {M@M}

72| ox; oxy

Zwiazek (2.27) wprowadzamy do (2.26) i otrzymujemy:
olou;

I Sﬂ{ ( ,){
oX ;

We wzorze (2.29) wykorzystujemy witasnos$¢ zerowania si¢ iloczynu tensora syme-
trycznego Sij 1 antysymetrycznego éQij.

Ou;
S+ dBy = [ 8E;SdBy + [ &;S;dBy = [ SE;S;dB,
X B B B
0 0 0

(2.29)

Ostatecznie catka (2.24) przyjmie postaé

0 ou;
Sy = S| 8+ | |dB, =
j ’aXJ{J"[ " ox H 0

k

Bo (2.30)
ou;
j &;{Sﬂ{@k +?H vo;d(0By ) j SE;;S;dBy
0By, k By

Roéwnanie (2.23) zapiszemy nastepujaco po uwzglednieniu (2.30):

[ ;- pofosdBo + [igiouid(0By)= [ 5;0E;dBy (2.31)
By 0By, By
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Roéwnanie (2.31) stanowi zasade pracy wirtualnej. Tre$¢ tej zasady brzmi: sity
rozlozone na powierzchni ciala statlego oraz sity masowe dzialajace w obszarze B,
wykonuja na wirtualnych przemieszczeniach prace réwng wewnetrznej energii
zgromadzonej w rozpatrywanym ciele.

Odpowiednikiem zasady prac wirtualnych przy wirtualnym stanie wielkos$ci
geometrycznych i rzeczywistych wielkosciach statycznych jest zasada minimum
catkowitej energii potencjalnej V.

Jezeli przez W = j Pofoitt;dBy + I fOiuid(éBO) oznaczymy prac¢ obcigzen,
B, By;

1 . . .
aprzez U :5 ISUEUdBO energie potencjalng odksztatcen, to mozemy zapisaé
By
zasade minimum catkowitej energii potencjalnej w nastepujacej postaci:

SU-W)=6V=0 (2.32)

Uktad zachowawczy jest wigc w stanie roOwnowagi, jezeli pierwsza wariacja cal-
kowitej energii potencjalnej ¥ jest rowna zero. Przy spetnieniu rownowagi, waru-

nek stacjonarno$ci (wraz z warunkiem o 2 (V)>0) odpowiada minimum, co impli-

kuje nastepujaca zasadeg: ze wszystkich kinematycznie dopuszczalnych konfigura-
cji, konfiguracja odpowiadajaca réwnowadze wywotuje minimalng warto$¢ catko-
witej energii potencjalnej. W trzecim rozdziale zasada ta bedzie wykorzystywana
do okreslenia kryterium statecznosci.

2.8. Opis ptaskiego elementu kratowego

Opisang w poprzednim rozdziale zasad¢ prac wirtualnych wykorzystamy obecnie
do sformutowania przyrostowych rownan rownowagi ptaskiego elementu kratowego.
Rozwazmy ptlaski, kratowy element skoficzony w konfiguracji poczatkowej °C i kon-
figuracji 'C w chwili ¢ + Af. Przyjmijmy nastepujace oznaczenia: /, — dtugos¢ preta
w konfiguracji °C, 4, — pole powierzchni preta w konfiguracji °C, I — dhugos¢ preta
w konfiguracji ' C, 4 — pole powierzchni preta w konfiguracji 'C (rys. 2.3).

Sformutujmy zasade prac wirtualnych dla tego elementu kratowego stosujac opis
Lagrange’a. Przyjmujemy, Ze obcigzenie jest przykladane w weztach kratownicy tak,
ze w elemencie jest stata sila podtuzna S. Tensor odksztalcen ogranicza si¢ do jednej
niezerowej wielko$ci tensora Greena-Lagrange’a charakteryzujacej wydhuzenie preta
E = & Pozostate sktadniki tensora odksztalcen sg rowne zero. Pominglismy tu od-
ksztatcenia prostopadte do osi preta, okreslone przez wspotczynnik Poissona, co nie
ma jednak znaczenia w rozpatrywanym jednowymiarowym zagadnieniu. Wielko$cia
sprzgzong w stosunku do tensora Greena-Lagrange’a w opisie naprezen jest drugi
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symetryczny tensor Pioli-Kirchhoffa. W zwiagzku z tym, ze korzystamy z pierwot-
nej (nieodksztatconej) konfiguracji odniesienia, sita osiowa S zdefiniowana jako
S = EA & nie jest rzeczywista sila panujaca w precie. Odzwierciedla ona sktadowa
S11=o drugiego symetrycznego tensora naprezen Pioli-Kirchhoffa. Rzeczywista
sila zdefiniowana w oparciu o tensor naprezen Cauchy’ego jest rowna S’= Si/l.

[
‘C 01 1A, 2 X
Rys. 2.3. Przyrost przemieszczen od chwili t do chwili t + At

Odksztatcenie & bedace funkcjg przemieszczen weztowych skrajnych przekro-
jow elementu ¢ = 5(u2,u1 V9,V ) , mozemy zapisa¢ w postaci:

2 2
g =221 +1[”2 _”IJ +1[—V2 _Vlj (2.33)

lo 20 20
Zapiszmy teraz przyrost odksztatcen od chwili ¢ do chwili 7 + Az:

Ag =t+At & — tg =6‘(u2 +AM2,M1 +Au1,v2 +AV2,V1 +AV1)—$(M2,MI,V2,V1)
(2.34)

gdzie: uy,v;,u,,v, — przemieszczenia na poczatku przyrostu (wielkosci znane —
chwila #) zgrupowane w wektor ¢, Au;,Av;,Au,,Av, — przyrosty przemieszczen
odpowiadajace chwili £ + At zgrupowane w wektor Ag.

Odpowiadajacy przemieszczeniom weztowym wektor sit weztowych okreslamy
dalej w pracy jako Q, natomiast ich przyrost jako AQ.
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Po przeksztatceniach otrzymujemy:

Ag:Auz_Aul 1+u2—u1 + AV2_AV1 Vo) =V +
ly lo ly ly

5 5 (2.35)
n l AMZ — Aul n l AVz — AV]
2 lO 2 lO
As=Ae+An (2.36)
gdzie:
Ae = Auy — Ay R N Avp —Aw | vp=w | czton liniowy ze wzgledu
ly ly ly ly

na przyrosty przemieszczen,

2 2
An = %[Mj +%[@j — czlon nieliniowy ze wzgledu na przyro-
0 0

sty przemieszczen.

Obliczmy teraz wariancj¢ przyrostu odksztatcen od chwili # do chwili ¢ + At:
ST e = 5(&9 + Ae)z S'c+0Ae=0Ae=5(Ae+An)=he+An  (2.37)
Zauwazmy, 7€
Sle=0 (2.38)

poniewaz ‘& — state w chwili ¢

SAe OAuy — Ay [1+ Uy — 1y J+ (§Av2 —§Avl)(v2 _Vl) (2.39)

0 ly ly ly

5A77 _ (Auz - Aul )nguz - 5Au1 ) " (AVZ - AVI )ngV2 - 5AV1) (240)
0 0

Zapiszmy wariancje przyrostu wektora ¢ od chwili ¢ do chwili 7 + At:

ST g =5(q + Aq) = 9'q + 6Aq = SAq (2.41)
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Podobnie jak we wzorze (2.38)
d'q=0 (2.42)
poniewaz ‘q — state w chwili £.

Sformutujmy zasad¢ prac wirtualnych przy wirtualnym stanie wielkosci geome-
trycznych i rzeczywistych wielko$ciach statycznych:

j ST TN Gy = (5(g' + Ag))"-(AQ + Q) chwila ¢+ At (2.43)
o
t+At O'ZtO"i‘AO' (244)
Yo

Zapiszmy zwiazek fizyczny pomig¢dzy przyrostem odksztalcen i przyrostem na-
prezen w postaci klasycznego prawa Hooke’a:

Ao =EA¢ (2.46)
gdzie E to modut Younga.
Wykorzystajmy zwigzek fizyczny (2.46) w rownaniu (2.45):
AOI ‘oSAedxy + AyE I Aedhedxy = A q"(AQ +'Q) (2.47)

Iy Iy

A j ! cohedxy + AOEI Aedhedxy = A j L o(She + oA dxy +
ZO ZO lO
+ AE [ (Ae+ An)-(Se+ aAn)dvy = Ag” (AQ+ Q)

ly

(2.48)

4 J-ZG5Aedx0 + J. LooAndx, ¢+ AyE J-Ae(5Ae)a’xO + J. Ae(SA7 )dxy +
lo lo lo lo
(2.49)
+ [An(one)dx + [ An(san)dx p = nq” (AQ+'Q)
I lo
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Réwnanie (2.49) spelnione dla dowolnego 0Ag, réznego od zera, po dalszych
zmudnych przeksztalceniach opisanych doktadnie w pracach [165, 167] mozemy

zapisa¢ w formie macierzowej nastepujaco:

K7-Aq=('Q-F°)+AQ
K7 =Ky+K, +K, +K,

gdzie K7 to styczna macierz sztywnosci elementu,

1 0 -10
KOZ% 0 0 0 0’ a=£ 0
I |-1 0 1 0 lo| -1
00 0 0 0
20, A, -2A, -A,
CEdy| A, 0 -A, 0
“g =28, —A, 28, A
~A, 0 A, 0
A AN, A A,
Edy| AN, A —ALA, —A
K, ==—2

18 - A%{ - AuAv Ai AuAv
~AA, AL AN, A

Auzl/lz—l/ll, Av=V2—V1,

F° — wektor sit wewnetrznych elementu,

Fe

I
U

0 -1
1 0
0 1
-1 0

(2.50)

2.51)
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Analiza statecznosci uktadéw dyskretnych

3.1. Wprowadzenie

Prawidlowo zaprojektowana konstrukcja powinna spetnia¢ warunki wytrzyma-
tosci, sztywnosci oraz stateczno$ci. Do niedawna w projektowaniu postugiwano si¢
gtownie sformutlowaniem statecznosci lokalnej. Byto to spowodowane dostgpng
teorig utraty statecznosci poszczegolnych fragmentéw konstrukcji. Matematyczny
opis zjawiska wyboczenia preta $ciskanego po raz pierwszy sformutowat Euler.
Traktowaly o tym prace Timoshenko i Gere [161], Bogusza [15] i wielu innych.
Brak byto natomiast skutecznych metod pozwalajacych uja¢ problem statecznosci
catej konstrukcji.

Poczatek nowoczesnej teorii stateczno$ci wigze si¢ z pracg doktorska Koitera
[77], ktora zapoczatkowala badania teoretyczne nad zachowaniem si¢ konstrukcji
W otoczeniu standow krytycznych i wskazywala niezbg¢dno$¢ wyjscia poza analize
liniowa. Pojawienie si¢ maszyn cyfrowych, a nastepnie rozwoj metod komputero-
wych, gltéwnie metody elementow skonczonych MES, przyczynit si¢ do zweryfi-
kowania wiedzy o statecznos$ci konstrukcji.

Stateczno$¢ ma wiele znaczen i definiuje si¢ ja réznie w réznych dziedzinach.
W mechanice przyjmuje si¢ za powszechnie obowigzujaca definicj¢ Lapunowa
(Huseyin [61], Ziegler [183]). Przytoczymy ja za Massenetem [95] w brzmieniu
bliskim intuicyjnemu rozumieniu stateczno$ci rownowagi:

Konfiguracja stanu rownowagi uktadu mechanicznego jest stateczna
wtedy i tylko wtedy, gdy uklad wraca do niej po dowolnie malych,
chwilowych zakloceniach.

Te zaktdcenia moga by¢ wywotane malymi sitami przytozonymi na krétko do uktadu.

Zalézmy, ze badany ustrdj statyczny jest zachowawczy. Oznacza to, ze dziata-
jace nan obcigzenia sa zachowawcze i potencjalne. Sam ustr6j moze by¢ ztozony
z elementdw doskonale sztywnych lub odksztatcalnych. Okreslone potozenie jest
polozeniem rownowagi wtedy i tylko wtedy, gdy jest ono punktem stacjonarnosci
energii potencjalnej, tzn. gdy 6V =0. Fakt ten nosi nazwe¢ zasady stacjonarnosci
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energii potencjalnej. Tak wigc badanie rodzaju potozenia rownowagi jest rowno-
znaczne z badaniem typu punktu stacjonarnosci energii potencjalne;j.

Potozenie rownowagi uktadu zachowawczego nazywamy:

— statecznym,

— niestatecznym,

— obojetnym,

— krytycznym,

jezeli nagromadzona w tym potozeniu energia osigga odpowiednio:

— minimum wlasciwe,

— maksimum wiasciwe,

— jest stata w pewnym otoczeniu,

— ma punkt stacjonarnosci, nie bedacy zadnym z wymienionych wyze;j.

Istniejg przypadki, w ktérych zachodzi potrzeba $ledzenia potozen réwnowagi
po przekroczeniu krytycznych parametrow obcigzenia lub krytycznych wartosci
przemieszczen. Takie stany rownowagi noszg nazwe stanow pokrytycznych.

Jezeli krytycznym parametrom obciazenia odpowiadaja rézne jako$ciowo poto-
zenia rownowagi lub mozliwe sg jako$ciowo roézne stany pokrytyczne, to potozenie
rownowagi krytycznej nosi nazwe bifurkacyjnego. Zjawisko bifurkacji mozliwe
jest tylko w uktadach wyidealizowanych lub w uktadach rzeczywistych, w ktorych
nieprawidlowo$ci geometryczne sg ortogonalne w stosunku do pierwszej postaci
utraty stateczno$ci. Bifurkacja jest charakterystyczna dla pretow $ciskanych osio-
wo, ram o ortogonalnej siatce pretow, w ktorej mamy zazwyczaj silnie obcigzone
shupy, konstrukcji powierzchniowych, zwtaszcza powlok. W uktadach rzeczywi-
stych istniejace poczatkowe imperfekcje prawie zawsze zawieraja sktadowe majace
wplyw na posta¢ utraty statecznosci ukladu idealnego i punkty bifurkacji ,,prze-
chodza” w punkty graniczne. Prowadzi to do zmniejszenia obciagzenia krytycznego,
ktore w tym przypadku nazywamy obcigzeniem granicznym. Punkty bifurkacyjne
moga rowniez ,,przechodzi¢” w punkty przegigcia. W tym przypadku dla konstruk-
cji rzeczywistej ,,znika” punkt krytyczny. Obcigzenia odpowiadajacego punktowi
przegiecia nie nalezy utozsamia¢ z obcigzeniem krytycznym, poniewaz taka kon-
strukcja nie ulega zniszczeniu na skutek bifurkacji czy przeskoku, lecz wskutek
osiagnigcia przez nig nadmiernych deformacji.

Jezeli po przekroczeniu stanu réwnowagi krytycznej wystepuja jedynie niesta-
teczne potozenia rownowagi, odpowiadajgce wartosciom parametréw obcigzenia
mniejszym od krytycznych, woéwczas krytyczne potozenie réwnowagi nosi nazwe
granicznego. Odpowiadajace mu obcigzenie krytyczne nazywa si¢ obcigzeniem
granicznym, czyli maksymalnym, jakie jest w stanie przenies¢ ustrdj pozostajacy
w konfiguracji zblizonej do wyjsciowej. Czasem dalszy wzrost przemieszczen
moze spowodowac przejscie ustroju w inne odlegle polozenie rownowagi, ktore



32 3. Analiza stateczno$ci uktadow dyskretnych

moze okaza¢ si¢ statecznym. Takie zachowanie ukltadu nazywa si¢ przeskokiem.
Opisany typ rownowagi krytycznej jest charakterystyczny dla tukéw, stabo wynio-
stych kratownic oraz powtok.

Jako ciekawostke mozna dodac, ze dla niektorych klas konstrukcji obciazenie bi-
furkacyjne konstrukcji idealnej moze rdzni¢ si¢ znacznie od obcigzenia granicznego
konstrukcji rzeczywistej. Przyktadowo, dla powloki walcowej obcigzonej wzdtuz
pobocznicy walca obcigzenie bifurkacyjne jest okoto 300% wigksze od obcigzenia
granicznego tej samej powloki z niedoktadnos$ciami. Ciekawe pozycje traktujace
o problemach stateczno$ci przedstawiono w pracach Kleibera [68, 71, 73, 74],
Marcinowskiego [94], Waszczyszyna, Cichonia, Radwanskiej [24, 25, 26, 164,
165, 166, 167], Wieczorka [31, 174], Witkowskiego, Gomulinskiego [50, 175].

3.2. Kryterium statecznosci

Bezposrednie wykorzystanie definicji i twierdzen zawartych w cytowanych juz
pracach (Huseyin [61], Ziegler [183]) w konkretnych problemach jest ktopotliwe.
Pomocne sg tu kryteria statecznosci, ktorych spetnienie jest rownoznaczne ze spet-
nieniem warunkow definicji Lapunowa. Wsrod nich wyroézniamy kryteria: dyna-
miczne 1 statyczne. Kryterium energetyczne jest bodaj najsilniejszym kryterium
statycznym. Stosuje si¢ je w przypadku statycznych uktadow konserwatywnych, to
znaczy uktadow, w ktorych obcigzenia maja potencjat.

Zatézmy, ze dowolng konfiguracje aktualng rozwazanego preta mozna jedno-
znacznie opisa¢ za pomocg wektora wspotrzednych uogoélnionych ¢. Energia po-
tencjalna V' tego ustroju jest funkcja tego wektora oraz parametrow obcigzenia
zewnetrznego, ktorych nie bedziemy wprowadza¢ w sposob jawny.

Zbadamy dwie sgsiednie konfiguracje uktadu okre$lone za pomocg wektora ¢

i ¢ + &g . Na podstawie wzoru Taylora mozemy zapisac:

TW(q)
a 2

rov? (lI)

Vi =V@+op=V@)+x 5¢1

&g +0(|og]”) €]y

gdzie: O(|&1|2) — reszta, ktora jest malg co najmniej drugiego rzedu wzglgdem

modutu wektora |5q|

Zalozmy, ze pierwsza z konfiguracji jest konfiguracja rownowagi. Wowczas
zgodnie z zasadg stacjonarnos$ci energii potencjalnej jest:

T V(q)

5V (q) =% a

=0. (3.2)
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Zalezno$¢ (3.1) przyjmie teraz postac:

rv? (¢I)

Vi=r(g)+ 5!1 8 s+ 0( sl 3.3)

Moga teraz wystapi¢ nastepujace przypadki:

Przypadek 1
2~
Macierz %: 0 oraz reszta O(|é'q|2) =0.

Uwzgledniajgc to w wyrazeniu (3.3) mamy V(g +6q) =V (q) . Dla dowolnej war-
tosci og energia potencjalna ma wartos¢ stata w potozeniu rownowagi okreslonym

wektorem ¢ . Taki rodzaj rbwnowagi nazywamy réwnowagq obojetng.

Przypadek 2
(q)

Macierz ——— jest dodatnio okreslona:

o

2~
r¥ gq)§q>0:>V(17+é‘q)—V(:7)>O (3.4)
Dla dowolnej wartosci o energia potencjalna osigga minimum witasciwe dla ta-
kiego potozenia rownowagi. W stosunku do konfiguracji okres$lonej wektorem ¢

kazda inna sgsiednia konfiguracja charakteryzuje si¢ wigksza wartoscig energii
potencjalnej. Konstrukcja znajdujaca si¢ w potozeniu rownowagi okreslonym wek-
torem ¢ i wyprowadzona z tego potozenia o wektor &g bedzie do niego powracac.

Taki rodzaj rownowagi nazywamy rownowagq stateczng.

Przypadek 3
(q)

Macierz —

jest dodatnio okreslona:

rov? (q)

o ——q<0=>V(g+og)-V(g)<0 (3.5)

Dla dowolnej wartosci dg energia potencjalna osigga dla tego polozenia maksimum
wiasciwe. W stosunku do konfiguracji okreslonej wektorem ¢ kazda inna sgsiednia
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konfiguracja opisana wektorem ¢ + 8¢ charakteryzuje si¢ mniejsza warto$cig energii
potencjalnej. Konstrukcja znajdujaca si¢ w potozeniu rownowagi okreslonym wekto-
rem ¢ i wyprowadzona z tego potozenia o wektor d¢ nie bedzie juz do niego po-

wracac. Taki rodzaj rOwnowagi nazywamy rownowagq niestateczng.

Przypadek 4

V(@)

2 jest zerowa, ale reszta 0(|5q| ) nie jest tozsamosciowo rowna

Macierz

zeru, nalezy rozwazy¢ kolejne, nie rowne tozsamosciowo zeru, wyrazy rozwinigcia
funkcji V =V(q).

Przypadek §

. VG VG . . , L
Macierze —gq) oraz __(211) nie s3 dodatnio okreslone, ani tez nie sg zerowe.

W tym przypadku mamy nieekstremalny punkt stacjonarnosci energii potencjalne;.
Dla takiego polozenia rownowagi istnieje niebezpieczny kierunek, po objeciu kto-
rego uktad zostanie wyprowadzony z potozenia rownowagi. Wektor wspotrzed-
nych ¢ oznacza krytyczne polozenie rownowagi uktadu.

3.3. Sciezka réwnowagi

Przedstawmy energi¢ potencjalng jako funkcje wektora wspotrzednych uogol-
nionych ¢ oraz wektora obcigzenia Q:

V=V(q.Q (3.6)

Wektor obcigzenia Q potraktujemy jako obcigzenie proporcjonalne, zachowaw-
cze, jednoparametrowe:

Q=u-P (3.7)

gdzie: 4 — mnoznik obcigzenia; P — wektor obcigzenia porownawczego.

Przy zmieniajgcym si¢ parametrze u zmienia si¢ stan przemieszczen uktadu opi-
sany wektorem ¢. Kolejne rozwigzania tworza pewna krzywa w (N + 1)-wymiarowej
przestrzeni (qy,4q5,....qy, 1) - Kizywa ta nazywana jest Sciezkq rownowagi.

Zatbzmy, ze znamy pewien punkt A(g,z) na $ciezce rOwnowagi, ktory nie jest

punktem osobliwym i nie znajduje si¢ w jego poblizu. Zmiang stanu uktadu moze-
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my opisa¢ zmiang parametru g od wartosci ¢ =z do wartosci ,u* =i+ Au. Po-

szukujemy nowego punktu B(q + Ag, zi + A1) na $ciezce rOwnowagi:

VG, V@I,

V=V (q+Aq, i+ A=V (q, 1)+

au
1| 0% (G, o (G, i oW (§. i
1 (q; ,U)(Aq)2+2 (g ﬂ)AqAﬂ+ (gﬂ)(Aﬂ)z L
2!_ a au au
1 | n\o"v(q,u _
w2 S LA gy
n! k)ag" " au

(3.8)

Rozwinmy teraz w szereg Taylora pierwszg pochodng energii potencjalnej E

w otoczeniu punktu 4 okre$lonego przez q i u:

Vs _V G+ b V@D | V@R, V@D, |,
q q q a’ qou

3v(5 3105~ 31, ~
s MOV (\ 2 2 CV@E p )y TV @D 12
2! 0}10'7#2 d]zé’,u 3
(3.9)

Uwzgledniajagc warunek stacjonarnosci energii potencjalnej w punkcie A4
Vg, H) _
a

wzgledem przyrostow Aq 1Ay, oraz zaktadajac, ze konfiguracja zdefiniowana

0, a nastepnie odrzucajac w powyzszym wyrazeniu wyrazy nieliniowe
przez (g +Aq) i (u+Au) jest takze konfiguracja rownowagi, dochodzimy do
klasycznego zlinearyzowanego uktadu przyrostowych rownan rownowagi:

20~ 205
o Z«flqz,mAq’L& Zq(gaﬂ)w:o (3.10)
T,

Jezeli obcigzenie zewngtrzne Q jest zachowawcze, czyli ma potencjal, to obo-
wigzuje zalezno$¢ (zgodnie z zasadg Castigliano):
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@G 1)
qyau

OV (g, Ji)
@2

P= (3.11)

:KT

Wykorzystujac powyzsze zaleznoS$ci, przyrostowy uklad réwnan réwnowagi
konstrukcji zapiszemy w postaci macierzowej:

Ky (q.1)-Aq—AuP =0 (3.12)

gdzie: Ky — styczna macierz sztywnosci konstrukcji.

3.4. Techniki numeryczne

Podstawowym problemem w numerycznej analizie zagadnien nieliniowych jest
wystepowanie na $ciezce rownowagi punktow osobliwych. W punktach tych za-
wodza standardowo stosowane algorytmy rozwigzywania uktadéw rownan linio-
wych. W pracy wykorzystano powszechnie znang metode skalarnego parametru
sztywnosci (SPS) oraz metode statej diugosci tuku. Podstawowa idea metody ska-
larnego parametru sztywnosci polega na scharakteryzowaniu zachowania si¢ wie-
lowymiarowego uktadu nieliniowego przez jedna skalarng wielko$¢. Autorami
metody sa Bergan i Soreide [9, 10]. Ta skalarng wielkos$cia jest stosunek dwoch
form kwadratowych utworzonych dla macierzy sztywnosci w chwilach poczatko-
wej 1 aktualne;j:

AqOTKOAqO

SPS = T
Aq" K'Aq'

(3.13)

Jest to miara zmian macierzy stycznej uktadu przy poruszaniu si¢ w N-wymiarowe;j,
przemieszczeniowej przestrzeni rozwigzan. Skalarny parametr sztywno$ci moze
mie¢ wiele roznych zastosowan, takich jak:

— ocena stanu sztywnosci uktadu poprzez zmieniajgca si¢ wartosc,

— ocena stabilno$ci badanego odcinka $ciezki rownowagi poprzez zmieniajacy

si¢ znak,

— dobor efektywnej dtugosci kroku,

— sterowanie w poblizu punktow granicznych,

— jakosciowa ocena punktow bifurkacji.

W celu przeanalizowania zachowania si¢ skalarnego parametru sztywnosci SPS
rozpatrzmy typowy problem nieliniowej mechaniki konstrukcji w postaci zagad-
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nienia przeskoku. Na rysunku 3.1 przedstawiono zalezno$¢ parametru obcigzenia p
od pewnej normy ||q|| charakteryzujacej stan przemieszczenia. Na rysunku 3.2 po-

kazano krzywg zmiennosci SPS wraz ze zmiang ||q|| W punktach ekstremalnych

krzywej obciazenie-przemieszczenie parametr SPS przyjmuje wartosci zerowe
(macierz sztywnos$ci jest osobliwa). Parametr SPS jest dodatni dla statecznych
stanow rownowagi, ujemny za$ dla stanow niestatecznych.

wl

Mo | — —— ——

M f— — — — — — | —

l -

HQQH zoachowanie quH wzmochienie HQH

oslabienie )
niestateczne

konstrukc ji konstrukc ji

Rys. 3.1. Zaleznos¢ parametru obcigzenia p od normy ”q" wg [9], [10]

SPS A

iq | iq, | gl

Rys. 3.2. Zaleznos¢ parametru SPS od normy ||q|| wg [9], [10]

Skalarny parametr sztywno$ci mozna wykorzysta¢ do automatycznego doboru
wielko$ci przyrostow obcigzenia. Przez pojecie automatyczny rozumiemy dobor
dokonywany przez program bez potrzeby ingerencji uzytkownika. Idea tego podej-
$cia polega na postulowaniu zblizonych do siebie zmian SPS na kolejnych krokach.
Tym samym chwilowa, styczna sztywno$¢ uktadu powinna doznawa¢ w ramach
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rozpatrywanego kroku zmian odpowiadajacych zadanej zmianie SPS (rys. 3.3).
Zadang zmiane SPS na poszczegdlnym kroku oznaczamy ASPS i wprowadzamy
do programu wraz z innymi danymi wej$ciowymi.

Ve

!

Rys. 3.3. Automatyczna generacja przyrostow obcigzenia, wg [9], [10]

SPS znajduje zastosowanie w analizie otoczenia punktow bifurkacji standow
rownowagi. W tym celu definiuje sie tzw. wskaznik bifurkacji W, jako:

- o+t
ZM

— T (3.14)
Sp _Sp

W,

gdzie: §,, — warto$¢ skalarnego parametru sztywnosci przed napotkaniem punktu

bifurkacji; S; — warto$¢ skalarnego parametru sztywnosci po napotkaniu punktu
bifurkacji.

W tabeli 3.1 przedstawiono charakterystyke typdéw bifurkacji przy uzyciu
wskaznika bifurkacji W},

Skalarny parametr sztywnos$ci moze by¢ wykorzystany do sterowania procesem
iteracyjnym w otoczeniu punktéw typu maksimum obcigzenia (rys. 3.4).

Zmodyfikowany algorytm Newtona-Raphsona jest rozbiezny w otoczeniu punktu
granicznego przy sterowaniu obcigzeniem. Po ustaleniu pewnej granicznej wartosci
SPS,,, dostatecznie oddalonej od sytuacji osobliwej danej rownaniem SPS = 0, pro-
ces $ledzenia $ciezki rownowagi moze przebiega¢ nastepujaco. Dla | SPS|> SPS,,
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sterowanie obcigzeniem (na rysunku 3.4 fragment $ciezki do punktu 4 i od punktu
B). Dla pozostatych fragmentéw S$ciezki przejs¢ na sterowanie wybranym prze-
mieszczeniem uogdlnionym, warto$¢ SPS, nalezy przyjmowaé rownag 0,05-0,1
(zgodnie z zaleceniami autorow metody).

Tabela 3.1. Charakterystyka typow bifurkacji przy uzyciu wskaznika bifurkacji Wy, [9, 10]

W, Typ bifurkacji

) brak bifurkacji
0>W,>0 stateczna gataz §ciezki
0 roéwnowaga krytyczna
0>Ww,>-0,5 umiarkowana wrazliwo$¢ systemu na bifurkacj¢ (gataz niestateczna)
-0,5=>W,>-1,0 wysoka wrazliwos$¢ systemu na bifurkacje (gataz niestateczna)
-1,0=> W, > -0 bardzo wysoka wrazliwos$¢ systemu na bifurkacje (gataz niestateczna)

H B sterowanie L sterowanie | _sterowanie ¢

obcigzeniem T przemieszczeniem rz)bciquniem\
A B

9

Rys. 3.4. Sterowanie procesem iteracyjnym w otoczeniu punktow typu maksimum obcigze-
nia (q, — dowolnie wybrane przemieszczenie)

Druga metoda przedstawiona w pracy jest to metoda statej diugosci tuku, ktorej
zaleta jest umiejetne sterowanie procesem przyrostowym. Sterowanie przy pomocy
pewnego parametru # oznacza, ze zmian¢ stanu uktadu na kolejnym i-tym kroku
wymuszamy niejako przez nadanie temu parametrowi przyrostu Arn; = 1; — #;i.
Przemieszczenia 1 parametr obcigzenia sg przy tym uzaleznione od parametru #.

Dwa najprostsze sposoby sterowania procesem przyrostowym to: u = #; i gy = #;
(rys. 3.5). W pierwszym przypadku parametrem sterujacym jest parametr obcigzenia
4. Kolejne punkty Sciezki rownowagi otrzymujemy jako punkty przeciecia tej krzy-
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wej w (N + 1)-wymiarowej przestrzeni z hiperplaszczyznami u = #;. Analogicznie
w drugim przypadku parametrem sterowania jest wybrane przemieszczenie (q,= #;).

/’

a) b)

\ i
N - A

-~

9k 9k
Rys. 3.5. Sterowanie procesem przyrostowym za pomocq: a) obcigzenia, b) przemieszczenia

Obie metody zawodza w poblizu punktow lokalnych ekstremow parametru ste-
rujacego (na przyktad na rysunku 3.6 sg to punkty B, C).

a) b)
m m

9 4

Rys. 3.6. Idealna procedura sterowania (nierealna), kgt 0 = 0 (6 — kqt miedzy styczng do
Sciezki rownowagi a normalng do hiperplaszczyzny)

Na rysunku 3.7 $ciezka narysowana linig ciggla nie bedzie miata charakteru
funkcyjnego. W poblizu punktéw G;, G, (punkty zwrotne) musi doj$¢ do rozbiez-
no$ci algorytmu opartego na sterowaniu przemieszczeniem. Mozna temu zapobiec
zmieniajac parametr sterujacy. Nigdy si¢ nie zdarza, aby wszystkie parametry we-
ztowe wykazywaty takg tendencje. Zawsze mozna znalez¢ parametry, ktore w tym
samym procesie daja charakterystyke, jak ta pokazana linig przerywang na rysunku
3.7. Aby usprawni¢ proces obliczen, sposrdd wszystkich parametréw przemiesz-
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czeniowych wybiera si¢ do kontynuacji $ledzenia $ciezki ten, ktoéry wykazuje naj-
mniejszy stosunek Ag/Ag, w ostatnim kroku procedury odtwarzania $ciezki réw-
nowagi. Procedur¢ mozna zautomatyzowac, a sygnatem do jej zainicjowania jest
spadek zbieznosci, ktory objawia si¢ wzrostem liczby iteracji newtonowskich.
Praktycznie wzrost liczby iteracji do trzech jest sygnatem do wywotania procedury
Zmiany parametru sterujacego.

Rys. 3.7. Sciezka z punktami zwrotnymi

A
p

i+ 1

-

9

Rys. 3.8. Sterowanie procesem przyrostowym w metodzie Riksa

Zauwazmy, ze w punktach granicznych $ciezka réwnowagi jest styczna do od-
powiedniej hiperptaszczyzny i kat @ miedzy styczng do $ciezki rownowagi a nor-
malng do hiperptaszczyzny jest rowny @/2. Mozemy na podstawie tej obserwacji
stwierdzi¢, ze przecigcie $ciezki rownowagi z tg hiperptaszczyzng jest dobrze okre-
$lone, gdy kat 8 jest rowny lub bliski zeru, a zle okre$lone, gdy kat 6 jest rowny lub
bliski #/2. W tym sensie idealna bedzie rodzina powierzchni, ktore przecinaja
sciezke rownowagi prostopadle, tzn. tak, aby dla kazdego # kat 8 byl réwny zero
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(rys. 3.6). Oczywiscie, nie jest mozliwe skonstruowanie réwnania opisujacego
,idealng” rodzing powierzchni, poniewaz wymagatoby to znajomosci $ciezki row-
nowagi, ktorg dopiero mamy wyznaczy¢. Mozemy jednak zadowoli¢ si¢ pewnym
przyblizeniem, tak aby kat 8 byt bliski zero. Zat6zmy, ze znamy pewien punkt na
$ciezce rownowagi oraz potrafimy okres§li¢ w tym punkcie wektor styczny. Riks
[125, 126] zaproponowal rownanie sterujace w postaci:

Qo (4~ 40+ o (1= 1) = (7 =15) (3.15)
gdzie kropki (-) oznaczajg pochodne wzgledem dtugosci tuku.
Réwnanie (3.15) definiuje hiperptaszczyzne prostopadta do wektora (g, i, )

i odlegta od punktu (¢, 1, ) o (7—n,) . Bedzie ona przecina¢ $ciezk¢ rownowagi
prawie prostopadle, gdy odleglos¢ n—n€, bedzie dostatecznie mata. Réwnania

rOwnowagi wraz z rownaniem sterujacym tworza uktad (N + 1) rownan wyznacza-
jacych kolejne punkty $ciezki rownowagi. Macierz wspotczynnikéw przy niewia-
domych nie jest juz symetryczna. Wade asymetrii w petni rekompensuje fakt, ze
powyzsza macierz jest osobliwa jedynie w punktach bifurkacji. W punktach gra-
nicznych osobliwo$¢ nie wystepuje. Stosujac powyzsza metode do automatycznego
wyznaczania podstawowej $ciezki rownowagi postulujemy staty przyrost na kaz-
dym kroku przyrostowym, stad wzigta si¢ nazwa metody. PrzejScie przez punkty
graniczne nie napotyka tu na zadne komplikacje numeryczne, natomiast przejscie
przez punkty bifurkacji w wigkszosci przypadkow rowniez konczy si¢ sukcesem,
jezeli tylko kolejne rozwigzania sg dostatecznie od nich odlegte.

Numerycznym problemom sterowania procesem przyrostowym w zagadnie-
niach geometrycznie nieliniowych po$wigcone sg prace mi¢dzy innymi Sokota
1 Witkowskiego [141-145]. Na podstawie procedur numerycznych Tomasza Sokota
z Politechniki Warszawskiej autorka po odpowiednich modyfikacjach zaimplemen-
towata program MES KRATA.
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Metody analizy niezawodnosci konstrukcji

4.1. Wprowadzenie

Do lat trzydziestych XIX wieku bezpieczenstwo konstrukcji wynikato ze sto-
sowania w projektowaniu tzw. metody obcigzen niszczacych, wywodzacej si¢ od
koncepcji Ch. Coulomba (1736-1806). Pod wptywem prac L. Naviera (1785-1836)
uksztaltowata si¢ metoda naprgzen dopuszczalnych. Powyzsze metody stosowane
byty w roznych wersjach w normach projektowania konstrukcji budowlanych do
konca lat siedemdziesigtych XX wieku. Radykalng zmiang podejscia do projekto-
wania i oceny bezpieczenstwa konstrukcji zapoczatkowaly niezalezne prace
W. Wierzbickiego i N. Streleckiego. W pracach tych zaproponowano, aby bezpie-
czenstwo konstrukcji budowlanych traktowac jako zdarzenie losowe i analizowac
metodami rachunku prawdopodobienstwa. Na podstawie tych koncepcji opracowa-
no, stosowang obecnie, pélprobabilistyczng metode stanéw granicznych.

W metodzie tej nie operuje si¢ bezposrednio zmiennymi losowymi X, lecz ich
wartosciami charakterystycznymi i obliczeniowymi. Warto§¢ charakterystyczna X
zmiennej losowej X to wartos$¢, ktdora moze zosta¢ przekroczona z pewnym z gory
zatozonym, odpowiednio matym prawdopodobienstwem. Warto$¢ obliczeniowa X,
zmiennej losowej X powstaje przez pomnozenie jej wartosci charakterystycznej
przez odpowiedni cze$ciowy wspdtczynnik bezpieczenstwa y. Obliczenia projek-
towe polegaja na sprawdzeniu, czy warto$ci obliczeniowe spelniajg rownanie pro-
jektowe, wilasciwe dla danego stanu granicznego. Czesciowe wspotczynniki bez-
pieczenstwa powinny by¢ tak dobrane, aby spetnienie przez wartosci obliczeniowe
roOwnania projektowego zapewniato elementowi konstrukcyjnemu odpowiedni
stopien niezawodnosci.

Metody probabilistyczne pozwalajg na ilosSciowg ocen¢ niezawodnos$ci kon-
strukcji. Wykorzystywane sa w nich informacje o typach rozktadu zmiennych pro-
jektowych i ich parametrach. Takie sformutowanie pozwala na jawne uwzglednie-
nie losowosci w procesie projektowania. W rezultacie, mozliwa jest budowa mode-
lu matematycznego, ktory pozwala oszacowaé, jakie jest prawdopodobienstwo
okreslonego zachowania konstrukcji.
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Ze wzgledu na sposob obliczenia prawdopodobienstwa awarii metody te dzie-
limy na:
— aproksymacyjne: FORM, SORM, metoda powierzchni odpowiedzi,
— symulacyjne: klasyczna metoda Monte Carlo, Importance Sampling, Sztucz-
ne Sieci Neuronowe.

W prezentowanej pracy metody symulacyjne byly stosowane jedynie do wery-
fikacji poprawnosci obliczen. Podstawowa metoda badawczg byla jedna z metod
aproksymacyjnych FORM.

Rozpatrywane w niniejszej pracy zagadnienia analizy niezawodnosci konstruk-
cji opierajg si¢ na nast¢pujacych zatozeniach. Zaklada si¢, ze konstrukcja moze
znajdowa¢ si¢ w jednym z dwoch dopuszczalnych stanow: w stanie bezpiecznym
lub w stanie awarii (rys. 4.1).

L R S)

Je(B)

JS)

T
powierzchnia graniczna

g>0
g<0 obszar bezpieczny €,
obszar awarii €2,

Rys. 4.1. Powierzchnia graniczna, obszar awarii, obszar bezpieczny dla dwoch zmiennych
losowych i liniowej funkcji granicznej

Przez awarig nalezy tu rozumie¢ niespetnienie pewnego ograniczenia natozone-
go przez projektanta na prace konstrukcji. Przyjmuje si¢, ze parametry opisujgce
stan konstrukcji traktowane sg jako zmienne losowe (w odroznieniu od procesow
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losowych). Rozpatrywane problemy analizy niezawodnosci dotyczy¢ bedg tzw.
,hiezawodnos$ci elementu”. Przez element rozumie si¢ tu cala konstrukcje lub jej
cze$e, ktorej stan okreslony jest przez jedng funkcje graniczng (kryterium awarii).
Nalezy w tym miejscu podkresli¢, ze praca nie dotyczy niezawodno$ci systemowej,
w ktorej uwzglednia si¢ wiele funkcji granicznych oraz mozliwo$é sekwencji awa-
rii poszczegolnych elementéw prowadzacych do zniszczenia catej konstrukeji.

Stany graniczne w analizie niezawodno$ci wyraza si¢ poprzez (okreslong na pa-
rametrach losowych X), funkcje graniczng g(X). Przyjmuje si¢, ze konstrukcja spet-
nia zatlozone wymagania, jesli g(X) > 0. Jezeli g(X) = 0, wowczas zachodzi stan gra-
niczny. Dla g(X) < 0 konstrukcja jest w stanie awarii. W przestrzeni zmiennych lo-
sowych mozna zdefiniowa¢ dwa obszary: obszar bezpieczny € i obszar awarii Q.
Granicg obszaru awarii g(X) = 0 nazywa si¢ powierzchnig graniczng.

W celu przedstawienia zagadnien analizy niezawodnosci rozwazmy przykiad
pryzmatycznego pre¢ta o no$nosci granicznej na rozcigganie R rozcigganego sila S.
Przyjmujemy, ze R i S sg nieujemnymi, niezaleznymi zmiennymi losowymi o funk-
cjach gestosci prawdopodobienstwa odpowiednio fx(R) oraz fs(S), prawdopodo-
bienstwo zniszczenia preta obliczy¢é mozna ze wzoru:

@z[ﬁj&&ﬂ% 4.1)
of

gdzie: fp ¢(R,S)— faczna funkcja gestosci prawdopodobienstwa zmiennych loso-
wych R1iS.

Zaktadajac, ze zmienne losowe R i S sg niezalezne, rownanie (4.1) mozna zapi-
sa¢ w postaci:

o S
Pr= | ( [ fR(R)dRst(S)dS (4.2)

—00 \ —00

lub alternatywnie znajgc zalezno$¢ pomiedzy funkcjami gestosci prawdopodobien-
stwa f{) 1 dystrybuanty F():

y
F(0)= [ fo(x)dx (43)
czyli:

@zjhmﬁﬂﬁﬂ (4.4)

—00
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W réwnaniach (4.2) i (4.4) dolna granica calkowania jest minus nieskonczo-
no$¢, co stanowi pewna trudnos¢ w interpretacji fizycznej, gdyz no$nos¢ przyjmuje
zwykle wartosci dodatnie. Wymagane jest wiec tutaj zatozenie, ze prawdopodo-
bienstwo wystapienia ujemnych wartosci nosnosci jest pomijalnie mate. Btad wy-
nikajacy z tak przyjetego sposobu zapisu prawdopodobienstwa awarii mozna
znacznie zmniejszy¢ lub catkowicie wyeliminowaé poprzez odpowiednie modelo-
wanie rozktadow prawdopodobienstwa no$nosci R i obcigzen S. Interpretacje¢ gra-
ficzng réwnania (4.2) przedstawiono na rysunku 4.2.

A
Jo®)
J«S)

P(R<S)

S s RS

Rys. 4.2. Interpretacja graficzna prawdopodobienstwa awarii

Iloczyn fr(R) i fg(S), bedacy funkcja podcatkowa w réwnaniu (4.2), mozna
interpretowa¢ jako zdarzenie jednoczesnego wystapienia okreslonej wartosci ob-
cigzenia S z przedziatu (S, S + dS) i no$nosci R o wartosciach mniejszych od S.
Wartos$ci S zmieniajg si¢ w granicach od minus do plus nieskonczonosci, nosnosc¢
R natomiast od minus nieskonczonosci do S. Taka definicja opisuje zatem prawdo-
podobienstwo wystapienia warto$ci obcigzenia przewyzszajacego nos$nosc, czyli
prawdopodobienstwo awarii.

Analityczne rozwigzanie catki (4.2) jest mozliwe jedynie w kilku szczegolnych
przypadkach. Najprostszym i czgsto przytaczanym przyktadem jest sytuacja, gdy
rozwazane zmienne losowe R i S sg dane rozkltadem normalnym. Wartos$ci oczeki-
wane zmiennych wynosza odpowiednio up oraz g, za$ odchylenie standardowe

op 1 0g. Przyjmujac miar¢ niezawodnosci, zwana marginesem bezpieczenstwa Z,
W postaci:

Z=R-S (4.5)

mozna tatwo obliczy¢ warto$¢ oczekiwang oraz wariancje Z, ktéra jako funkcja
zmiennych losowych jest rowniez zmienna losow3a:
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Hz =HR —Hs (4.6)

0% = 0'123 + o*§ 4.7)

Py =P(Z<0)= @(MJ (4.8)
Oz

gdzie @ jest dystrybuantg standardowego rozktadu normalnego.

Definiujac stosunek wartosci oczekiwanej zmiennej Z do jej odchylenia stan-
dardowego jako £ mozna okresli¢ zalezno$¢ pomiedzy prawdopodobienstwem
awarii a warto$cig parametru 5

B _Hz _ _HRZHs (4.9)
0z 0'12; + o*§
Py =®(-p) (4.10)

Graficzng interpretacje tak opisanej sytuacji przedstawiono na rysunku 4.3. Za-
cieniony fragment pola znajdujgcego si¢ pod wykresem jest rowny wartosci dys-
trybuanty w punkcie oddalonym o fo, od wartosci oczekiwanej 1.

A

S&) /\
P, =®(-p)
: e >
Mz VA
Gy Gy
B o, p o, N

Rys. 4.3. Zaleznos¢ pomigdzy prawdopodobienstwem awarii a wskaznikiem niezawodnosci

Taka definicja miary niezawodnos$ci jest poprawna jedynie w przypadku, gdy
zmienne losowe sg normalne i niezalezne, a funkcja graniczna ma charakter linio-
wy. W praktyce zalozenia te na ogdt nie sg spelnione, co wigze si¢ z koniecznoscia
obliczania prawdopodobienstwa awarii w oparciu o wzor (4.1). Przy wigkszej licz-
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bie zmiennych losowych wymaga to dlugotrwatych obliczen, co nawet przy uzyciu
wspotczesnych komputerow jest trudne do wykonania w mozliwym do zaakcepto-
wania czasie. Kolejnym problemem jest okreSlenie obszaru catkowania, gdyz
funkcja graniczna, bgdaca granicg calki, czesto podana jest w postaci niejawne;j.
Analiza niezawodnosci rzeczywistych konstrukcji jest przeprowadzana za pomoca
metod przyblizonych (aproksymacyjnych Iub symulacyjnych). W praktyce zamiast
niewygodnej miary, jaka jest prawdopodobiefnstwo awarii P, podaje si¢ warto$¢
wskaznika niezawodnosci £, ktdry jest zdefiniowany jako P, =®(=/).

4.2. Wybrane miary niezawodnosci
4.2.1. Wskaznik niezawodnosci Cornella

Czgsto w praktycznych problemach analizy niezawodnosci konstrukeji nieznane
sa rozktady podstawowych zmiennych losowych X. Zaktada si¢ jedynie znajomos¢
wektora wartoéci $rednich X° oraz macierzy kowariancji C,. Rozwijajac funkcje
graniczng g(X) w szereg Taylora wokot wartosci $rednich oraz zachowujac dwa

pierwsze wyrazy rozwinigcia, funkcja graniczna przybiera postac:
n

g(X)~g(x)= g(X°)+ Z%‘x—xo (X,- —Xl-") 4.11)

Obliczajac wartos¢ oczekiwang oraz wariancje zlinearyzowanej funkcji losowej
g(X ) otrzymujemy:

(4.12)

gdzie: Vg(X Xx: X0 jest gradientem funkcji g(X ) obliczonym dla wartosci $red-
nich wektora X, natomiast Cy jest macierza kowariancji.

Majac zatem do dyspozycji jedynie informacje o momentach statystycznych
mozna przyjac, ze zmienne X sg typu gaussowskiego, a co za tym idzie — rOwniez
funkcja g(X ) ma rozklad normalny. Tak wigec prawdopodobienstwo awarii dla

warunku opartego na zlinearyzowanej funkcji granicznej ma postac:

Plg(x)<0]~ P[g(x)g 0]: P g(X );go (x) < _%:(X )| (- fc) (4.13)
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gdzie: @ — dystrybuanta standardowego rozktadu normalnego, S~ — wskaznik
niezawodnosci Cornella [27], dany jako:

—0
pe -5 X) (4.14)

Zdefiniowany wskaznik niezawodno$ci nazywa si¢ wskaznikiem pierwszego
rzedu, drugiego momentu, wartosci Srednie;j:

— pierwszego rzedu, poniewaz wystepuja w nim wyrazy pierwszego rzedu

rozwini¢cia w szereg Taylora funkcji stanu granicznego,

— drugiego momentu, poniewaz wystepuja w nim jedynie warto$¢ oczekiwana

i wariancja (nie zalezy od typu rozktadu zmiennych losowych),

— wartosci $redniej, poniewaz rozwinigcie w szereg Taylora nastepuje wokot

wartos$ci Srednie;j.

Przedstawiona metoda jest tatwa w uzyciu i nie wymaga znajomosci rozktadow
zmiennych losowych. Daje jednak niedoktadne wyniki, szczegolnie w przypadku,
gdy ,.konce” dystrybuant odbiegaja od rozktadu normalnego.

Duzym problemem jest zalezno$¢ wartosci S~ od przyjetej postaci funkcji sta-

nu granicznego. Jest to oczywista konsekwencjg linearyzacji funkcji granicznej
wokot wartoscei $rednich. Niejednoznaczno$ci tej unika si¢ przyjmujac definicje
wskaznika niezawodnosci zaproponowang przez Hasofera i Linda [54].

4.2.2. Wskaznik niezawodnosci Hasofera-Linda

Wskaznik niezawodno$ci zaproponowany przez Hasofera i Linda jest kolejnym
krokiem w formutowaniu miar niezawodnos$ci konstrukcji. Przede wszystkim roz-
wigzuje problem podstawowej wady wskaznika Cornella, czyli braku niezmienni-
czosci. Propozycja Hasofera i Linda bazuje na tych samych zalozeniach dotycza-
cych ograniczonej znajomosci danych charakteryzujacych zmienne losowe, co
wskaznik Cornella. Po transformacji zmiennych losowych X do gaussowskiej prze-
strzeni standardowej Z linearyzacja funkcji granicznej jest przeprowadzona po-
przez rozwinigcie funkcji granicznej w szereg Taylora w lezacym na powierzchni
granicznej punkcie, zwanym punktem projektowym Z (funkcja graniczna g(X)
transformuje si¢ w funkcje G(Z)). Punkt ten jest punktem najblizszym poczatkowi
uktadu wspotrzednych. Ze wzgledu na wlasnosci gaussowskiej przestrzeni standar-
dowej, wartos¢ tacznej funkcji gestosci prawdopodobienstwa, odpowiadajaca awa-
rii w tym punkcie, jest najwigksza. Jest to najbardziej prawdopodobny punkt awarii
sposrod wszystkich punktow na tej powierzchni. Jezeli nastapi awaria, to najpraw-
dopodobniej wlasnie w tym punkcie. Od prawidlowego okreslenia punktu projek-
towego zalezy w sposdb oczywisty warto$¢ wskaznika niezawodnosci (rys. 4.4).
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Z

G(Z)=0

G (=0

Rys. 4.4. Aproksymacja liniowa G (Z) powierzchni granicznej G(Z) w punkcie projektowym
Z* (c;, ¢; — kosinusy kierunkowe)

W celu obliczenia punktu projektowego opracowano wiele algorytmow. Naj-
wczesniejsze, pochodzace z prac Hasofera, Linda [54] oraz Rackwitza, Fiesslera
[113], opieraja si¢ na procedurach gradientowych. Pozniejsze to korzystajace z me-
tody sekwencyjnego programowania kwadratowego algorytmy Schittkowsky’ego
[132, 134] oraz Arory [4]. Algorytmy te sa ciagle udoskonalane pod katem zasto-
sowan w oprogramowaniu do obliczen niezawodnosciowych. Trudno jest wskazaé
najlepszy algorytm, zwlaszcza ze moga by¢ stosowane rézne kryteria, np. gwaran-
towana zbiezno$¢ czy najmniejsza liczba operacji. Zalezy to w duzej mierze od
wymiaru zadania (liczby zmiennych losowych) oraz postaci funkcji stanu granicz-
nego. W niektorych systemach komputerowych, stuzacych obliczeniom niezawod-
nosci, stosuje sie kilka algorytmow, ktore uruchamiane sg alternatywnie, w zalez-
nosci od rodzaju postawionego zadania. Przeglad stosowanych algorytméw mozna
znalez¢ w pracach [133, 88, 83]. W kolejnym rozdziale przedstawiono algorytm
Rackwitza-Fiesslera.

Z definicji wskaznika Hasofera-Linda jako odleglosci od powierzchni granicznej
wynika podstawowa jego wada, a mianowicie to, ze wigksza warto$s¢ [ nie musi
oznacza¢ wcale mniejszego prawdopodobienstwa awarii. Jak wida¢ na rysunku 4.5,
funkcjom granicznym Gy, G, i G; odpowiada ten sam wskaznik niezawodnosci, po-
mimo wyraznie réznego ksztattu odpowiadajacych im obszaréw awarii. Jednak do-
ktadnos¢ wynikow otrzymywanych przy uzyciu wskaznika Hasofera-Linda jest cze-
sto wystarczajaca dla potrzeb praktycznych i dlatego zyskat on duza popularnosé
jako miara niezawodnosci, szczegdlnie w potaczeniu z metodami transformacji wy-
korzystujacymi petna informacje o rozktadach zmiennych podstawowych X.
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A
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Z*

Z

Gi(2)=0

Gi(2)=0 G(2)=0

Rys. 4.5. Ksztalt obszarow awarii dla roznych postaci funkcji granicznych

4.3. Metody wykorzystujace informacje
o rozkladach prawdopodobienstwa

4.3.1. Metoda analizy niezawodnosci pierwszego rzedu — FORM

Przedstawione dotad metody analizy niezawodnos$ci konstrukcji nie wykorzy-
stywaly wiedzy na temat typow rozkladow prawdopodobienstwa podstawowych
zmiennych losowych. Zaktadano znajomo$¢ jedynie wartosci srednich oraz macie-
rzy kowariancji, co zgodnie z twierdzeniem o maksymalnej entropii implikowato
traktowanie zmiennych jako normalne. Czesto jednak dostepne s3 dodatkowe in-
formacje statystyczne pozwalajace doktadniej opisa¢ rozktady prawdopodobien-
stwa. Poza tym, typy rozktadéw niektérych parametréw losowych odbiegaja
znacznie od rozktadu gaussowskiego i przyjecie zatozenia o ich normalnos$ci pro-
wadzi¢ moze do grubych btedow w ocenie bezpieczenstwa konstrukcji. Bardzo
czgsto wyraznie niegaussowski charakter maja obcigzenia atmosferyczne.

Obcigzenia takie jak wiatr, $nieg, prady i fale morskie oddziatuja na konstrukcje
ze zmienng w czasie intensywnos$cig 1 powinny by¢ traktowane jako procesy loso-
we. Mozna jednak czasem traktowac je jako zmienne losowe o rozktadach praw-
dopodobienstwa odpowiadajacych rozktadom maksimoéw tych obcigzen w danym
(dtugim) przedziale czasu. Przyktadami takich rozktadéw sa rozktady Gumbela
i Frecheta. Z metod wykorzystujacych petny opis probabilistyczny zmiennych lo-
sowych w pracy wykorzystano metode¢ FORM.

Metoda FORM jest jedna z najbardziej skutecznych przyblizonych metod obli-
czania miar niezawodnosci. W przypadku ogdlnym, gdy rozktad wektora X zmien-
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nych bazowych nie jest wektorem o rozkladzie gaussowskim, stosuje si¢ transfor-
macje, sprowadzajaca ten wektor do wektora gaussowskiego, ktorego wspotrzedne
sa niezaleznymi standaryzowanymi zmiennymi normalnymi. Istnienie tego typu
transformacji oraz sposob jej konstruowania pokazat po raz pierwszy Rosenblatt
[128]. Do obliczen niezawodnosci adaptowali t¢ transformacje Hohenbichler i Rac-
kwitz [59]. Transformacja podstawowych zmiennych losowych do gaussowskiej
przestrzeni standardowej musi zapewnia¢ rownowazno$¢ sformutowania problemu
niezawodno$ci.

Prawdopodobienstwo zniszczenia zdefiniowane w przestrzeni x musi by¢ rowne
prawdopodobienstwu zdefiniowanemu w przestrzeni z:

Py = J.Q_/' Sx(x)dx = J.A_/- [llgo(zi)dzldzz .. dz, (4.15)

gdzie: fx(x) jest taczna funkcja gestosci prawdopodobienstwa zmiennych losowych
podstawowych, ¢(z;) taczna funkcja gestosci prawdopodobienistwa zmiennych

losowych standaryzowanych, € jest obszarem awarii w przestrzeni x, a A jest
obszarem awarii w przestrzeni z. Transformacj¢ tych obszar6w mozna zapisaé
symbolicznie jako:

Qp={x:g(x)s0} —> A,={z:G(z)<0} (4.16)
Powierzchnia graniczna transformuje si¢ nastgpujaco:

2(x)=0 — g[T*1 (z)]= G(z)=0, Z=T(X) (4.17)

Jesli zmienne X majg rozktad normalny (lecz niestandardowy), wowczas trans-
formacja liniowa:

Z=L"D'Xx-X% (4.18)

gdzie: D= [axi] jest macierzg diagonalng z odchyleniami standardowymi zmien-
nych losowych na przekatnej, a L jest macierza trdjkatna dolna otrzymang z de-
kompozycji Cholesky’ego macierzy wspotczynnikow korelacji p = p; taka, ze
p=LL" spetia wzor (4.15).

W przypadku niezaleznych zmiennych niegaussowskich transformacja Z = 7(X)
ma charakter nieliniowy:

=0 Fy (x)] =1, m (4.19)
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gdzie: o jest funkcja odwrotng do dystrybuanty standardowego rozktadu nor-
malnego, a F X, jest dystrybuantg rozkladu zmiennej losowej X;.

Dla ogodlnego przypadku niegaussowskich, zaleznych zmiennych losowych,
Hohenbichler i Rackwitz [59] zaproponowali uzycie tzw. transformacji Rosenblatta
[128] w postaci:

O(ay) = Hy(x) = Fi(x) = [ fi(0)de (4.20)
_ A

(D(zz)—Hz(x2|x1)—_oo ) dr (4.21)

q)(z,-)=H,-(x,-|x1,x2,...,x,-,1)= 'r f;.(xl’xz,‘“,x:i_l’t) dt (422)

< S (X, x)

gdzie f;(x,x5,...,X;) oznacza g¢stos¢ prawdopodobienstwa rozkladu brzegowego:

[0 %00 ) = [ [ Fx (61 X000, )01 . (4.23)

Transformacja (4.20)-(4.22) jest wygodna w uzyciu, jezeli znane sa rozklady
warunkowe H; lub jesli znana jest tgczna gestos$é rozktadu X. Latwo sprawdzic, ze
dla zmiennych niezaleznych transformacja Rosenblatta redukuje si¢ do (4.19).
Nalezy jednak zauwazyC, ze przedstawiona transformacja nie jest jednoznaczna
i moze zaleze¢ od uporzadkowania zmiennych w wektorze X. Tak jak to zostato
pokazane w pracy [59], konsekwencja tej niejednoznaczno$ci moga by¢ rézne po-
stacie powierzchni granicznej G(Z) = 0, a co za tym idzie — r6zne lokalizacje punk-
tu projektowego i w konsekwencji rozne warto$ci prawdopodobienstwa awarii.
W takiej sytuacji powinno si¢ przeanalizowa¢ wszystkie n! ustawienia wektora X
i wybra¢ ten punkt projektowy, ktory lezy najblizej poczatku uktadu. Dla duzych »
jest to zadanie bardzo czasochtonne obliczeniowo, jesli w ogole wykonalne.

Oprodcz transformacji Rosenblatta stosowana jest takze transformacja Hermite’a
oraz transformacja wynikajaca z tzw. modelu Natafa. Transformacja przeprowadza
powierzchni¢ stanu granicznego g(X) = 0 na inng powierzchni¢ G(Z) = 0. Warto
zauwazy¢, ze efektywne obliczenie catki funkcji gesto$ci n-wymiarowego standar-
dowego rozktadu normalnego po obszarze awarii jest nadal zadaniem skompliko-
wanym, poza przypadkiem, gdy G(Z) = 0 jest hiperptaszczyzna w przestrzeni. Jed-
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nak dwie istotne wlasno$ci funkcji gestosci standardowego rozktadu normalnego
sprawiaja, ze transformacja jest przydatna w obliczaniu prawdopodobienstwa awa-
rii. Pierwsza z tych wlasnos$ci jest obrotowa symetria wokot poczatku uktadu
wspotrzednych. Druga to ekspotencjalne zanikanie tej funkcji wraz z kwadratem
odlegtosci od poczatku uktadu wspotrzednych. Zatem najwickszy ,,wktad” do
prawdopodobienstwa awarii pochodzi z obszaru stanowigcego sasiedztwo punktu
na powierzchni stanu granicznego, ktorego odlegtos¢ od poczatku uktadu wspot-
rzednych jest najmniejsza. Punkt realizujagcy minimum odleglosci to zdefiniowany
juz wezesniej punkt projektowy.

%%‘
/ G(z)=0
|/ 4

(z)=0

Rys. 4.6. Przyblizenie pierwszego rzedu wartosci prawdopodobienstwa awarii

W metodzie FORM, po transformacji zmiennych losowych do gaussowskiej
przestrzeni standardowej Z, aproksymujemy powierzchni¢ graniczng G(z)= 0
hiperptaszczyzna styczna do niej w punkcie projektowym. Hiperptaszczyzna opi-
sana jest rownaniem:

(Z)=-a"-Z+p (4.24)
VG(z)

=_ 4.25

“ Vel 2

S =sign[l(0)]5" (4.26)
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gdzie: 5 - odlegtos¢ hiperplaszczyzny /(z) = 0 od poczatku uktadu wspotrzed-
nych, a — wektor jednostkowy o kierunku przeciwnym do gradientu funkcji G(z)
w punkcie projektowym.

Gloéwnym problemem oszacowania prawdopodobienstwa awarii metoda FORM
jest znalezienie potozenia punktu projektowego. To zadanie moze by¢ rozwigzane
efektywnie za pomoca algorytmow gradientowych optymalizacji, ktore minimali-
zuja odleglos¢ punktu projektowego na krzywej od srodka uktadu wspdtrzednych.
Prezentowany ponizej, klasyczny algorytm Rackwitza-Fiesslera (ze wzgledu na
swoja efektywno$¢ oraz prostote) stat si¢ punktem wyjscia wielu procedur.

Zadanie lokalizacji punktu projektowego moze by¢ przedstawione nastepujaco:

— znalez¢:

minQ(z)=z"z (4.27)
— przy ograniczeniu:

G(z)=0 (4.28)

Po rozwinieciu kwadratowej funkcji celu O(z) wokét punktu z® w szereg Tay-
lora oraz linearyzujac funkcje G(z) dostajemy zadanie znalezienia optymalnego
przyrostu A7

min0(as® )= 0t )+ voT [t ). azh + % 2z 0T .v20(;0)). az®) =

_ T (0 4 5 (T 7 (6) | A (KT 7 ()
(4.29)

przy ograniczeniu:
Glac®)=6(z® )+ v6T (;®) 420 =0 (4.30)

Warunek istnienia w punkcie z* minimum lokalnego wynika z warunku stacjonar-
nos$ci funkcji Lagrange’a.

Funkcja Lagrange’a ma postac:
L(az) 1) = 20T 50 1o T p () 4 AT p b
sl v ) )

Warunek konieczny jest okreslony przez tzw. kryteria Kuhna-Tuckera.

4.31)
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Warunki Kuhna-Tuckera:
vL=2:0 42820 - avGle® =0 (4.32)
G(z<k))+ VGT(z(")). Az® =0 (4.33)

Po przeksztatceniach otrzymujemy wzor iteracyjny na znajdowanie punktu pro-
jektowego zaproponowany przez Hasofera i Linda w 1974 r.:

D _ (1(k) (V6T (®)- 20 Gz ). v @) (4.34)
frol]

Iteracje kontynuowane sg az do spelienia warunku:

z§k+1) _ z,gk)‘ <¢& dlawszystkich i oraz |G(z *)| <g (4.35)

Zwiazek posiada przejrzysta interpretacje geometryczng:

kal) 1 - 0\, k) _ M
. +1)_va(z(k))u (Va7 () G(z(m))HVG(z(k))H (4.36)

dlugos¢ kierunek
poszukiwan

Diugo$é wektora 7" jest suma dhugosci rzutu wektora z% na kierunek VG(z (k))

oraz dtugosci G(z(k) )/Hv(;(z(k))

, ktora wynika z zastgpienia powierzchni granicz-

nej Sladem hiperptaszczyzny G'(z(k ) )z 0 powstatej wskutek linearyzacji funkcji
granicznej w punkcie 7.
Zasade dzialania procedury przedstawia rysunek 4.7.

W punkcie 7" obliczony gradient VG(z(l)) wyznacza kierunek nastepnego kro-
ku. Dlatego tez wektory VG(z(l)) i 7% sa rownolegte. Dhugo$é drugiego kroku
Hz(z)u jest okreslona przez z'", G(z(l)), el (z(l)). Analogicznie w punkcie z®

obliczany jest gradient VG(z(Z)) oraz warto§¢ funkcji granicznej w celu wyzna-

czenia polozenia nastgpnego punktu z**. Procedura zostaje przerwana, gdy zostang
spetnione warunki zbieznosci.
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A
Z, \
Jec) \
P\
[ P\
v\
\ v
A
VG@ED) - \
~_ ~-G@=0
= G()=025
AN (1)) =
“ G =0
~
>~ o G)=1,00
\ A .
z

Rys. 4.7. Zasada dzialania procedury

Bardzo duzg zaleta metody FORM jest to, ze umozliwia ona obliczenie wrazli-
wosci wskaznika niezawodno$ci na zmiang dowolnych wystepujacych w opisie
zadania parametrow, praktycznie bez potrzeby dodatkowych obliczen jako pierw-
szg pochodng wskaznika f§ po zadanej zmienne;j.

W praktyce wadg procedury okazata si¢ powolna zbieznos¢, a w przypadku sil-
nie nieliniowych powierzchni granicznych nawet jej brak. Ta niedogodnos¢ algo-
rytmu Rackwitza-Fiesslera zostala czg¢sciowo usunigta poprzez zastosowanie do-
datkowo procedury redukcji dtugosci kroku zaproponowanej przez Abdo [1]. Al-
ternatywg w stosunku do procedury Abdo-Rackwitza-Fiesslera sg algorytmy reku-
rencyjnego programowania kwadratowego (Sequential Quadratic Programming —
SQP). Algorytmy te wykorzystuja dodatkowa informacje¢ o drugich pochodnych
w procedurze okreslania kierunku poszukiwan. W praktyce informacja ta jest uzy-
skiwana poprzez aproksymacje macierzy hesjanu funkcji Lagrange’a jedynie za
pomoca gradientow. Najpopularniejsza metoda przyblizania hesjanu jest metoda
BFGS (Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shannon [47]).

Metoda FORM daje najlepsze rezultaty, gdy istnieje tylko jeden punkt projek-
towy, funkcja graniczna nie jest silnie nieliniowa, jest rézniczkowalna. W przy-
padku istnienia wielu lokalnych miniméw znajdujacych si¢ w podobnej odlegtosci
jak z* od poczatku uktadu wspotrzednych, algorytm ARF nie daje gwarancji znale-
zienia globalnego minimum.
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4.3.2. Metoda analizy niezawodnos$ci drugiego rzedu — SORM

W niektorych przypadkach liniowe przyblizenie funkcji granicznej moze okaza¢
si¢ niewystarczajace. Czasami funkcja graniczna w przestrzeni oryginalnej jest
liniowa, a po transformacji jej do standardowej przestrzeni gaussowskiej staje si¢
funkcja nieliniowg. W metodzie SORM [43, 16, 17, 45, 162, 33, 57, 32, 35, 178,
180, 181, 2] powierzchni¢ graniczng przybliza si¢ paraboloidg zawierajacg punkt
projektowy, ktory obliczamy, tak jak w metodzie FORM. Istniejg dwa sposoby
wyznaczania paraboloidy przyblizajacej powierzchni¢ graniczng. Pierwszy, krzy-
wiznowy, polegajacy na wyznaczeniu paraboloidy w oparciu o krzywizny funkcji
granicznej w punkcie projektowym. Drugi, punktowy, polegajacy na napisaniu
réwnania paraboloidy przechodzacej przez trzy punkty. Zaleta drugiej koncepcji
jest to, ze nie trzeba oblicza¢ hesjanu funkcji granicznej w punkcie projektowym.
Nie jest zatem konieczne rozwigzywanie problemu wiasnego dla hesjanu, szcze-
goblnie kosztownego w przypadku duzej liczby zmiennych projektowych. Dodat-
kowa zaleta tego podejScia jest mozliwos$¢ szacowania prawdopodobienstwa awa-
rii dla probleméw, w ktorych funkcja graniczna jest zaszumiona. Dla zaszumio-
nych funkcji wyznaczanie paraboloidy na podstawie warto$ci hesjanu w punkcie
projektowym moze prowadzi¢ do duzych bledow. Metoda SORM otrzymuje sig¢
lepsze przyblizenie prawdopodobienstwa awarii niz metoda FORM. Metoda ta jest
jednak bardziej czasochtonna, co moze stwarza¢ spore problemy w przypadku
analizy duzych probleméw inzynierskich. W celu zbudowania paraboloidy sposo-

bem pierwszym wprowadza si¢ najpierw nowy uktad wspotrzednych [vi ,v'2 yeres v'n]
poprzez taki obrot uktadu [z], aby nowa o8 v;l pokrywata si¢ z wektorem z*.
Transformacja ortogonalna opisujgca to przeksztatcenie ma postaé:

v'=Q'z (4.37)

gdzie Q jest macierzg transformacji nxn, ktérej ostatnig kolumng jest wektor cosi-
nusow kierunkowych e, a pozostate kolumny tworzone sg za pomoca odpowied-
nich metod ortogonalizacji, np. Grama-Schmidta. Powierzchnia graniczna G(z) = 0
transformuje si¢ na powierzchnig:

G,(v)=0 (4.38)

dang w uktadzie wspotrzednych [v'] = F',v;l]z [vi,v'z,...,v',,,l,v',, . Réwnanie (4.38)

rozwiagzane wzgledem v, zapisa¢ mozna jako:

vy = (") (4.39)
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n—1

, * —_—
Punkt projektowy z* transformuje si¢ na punkt v t= QT z =40,0...0,5;, gdzie

p jest wskaznikiem niezawodno$ci. Paraboliczna aproksymacja powierzchni gra-

nicznej wokot punktu y" ma postac:

nlnl
vy = ST R 5, (5) = B+ ZZa o) v}v'j=ﬁ+%‘7TH17' (4.40)
11]1 ava =0

gdzie H jest macierza hesjanu funkcji f,,(v') o wymiarach (n-1)x(n-1), obliczona

w punkcie v'=0. Uklad [v’] obracany jest nast¢pnie wokot osi v;i tak, aby mie-

1

szane drugie pochodne w nowym ukladzie [v]=[v,v,]=|V|,V2ssVyoisV, =V,

znikaty. Transformacja ta ma postac:

V=RV (4.41)
gdzie R jest macierzg ortogonalng speiniajacg rownanie:

H = RAR" (4.42)

gdzie A jest diagonalng macierza o wymiarze (n-1)x(n-1) z wartosciami wlasnymi
macierzy H na przekatnej. Oznaczajac przez G, (v,v,) =0 powierzchni¢ graniczng

w nowym uktadzie wspotrzednych oraz podobnie jak we wzorze (4.39) przedsta-
wiajac jg w postaci:

Vo = o (V) (4.43)

aproksymacja paraboliczna funkcji granicznej w otoczeniu punktu v, ktory od-

powiada punktowi projektowemu z , ma postac:
1 n—1 5
Gy ()= () =vy = 5,(7) =v, =+ D kv =, (4.44)
i=1

gdzie k;, i=1,..., n— 1 sa krzywiznami gléwnymi powierzchni v, = £, (v) w punk-
cie v' postaci:

2 ~
k, =LV2(V) i=12,.51-1 (4.45)
ovi |-,

i V=
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Transformacje (4.37) i1 (4.41) sa liniowe i zachowujg poczatek uktadu wspot-
rzegdnych w z = 0. Wektor losowy Z transformuje si¢ tozsamo$ciowo na wektor
losowy V, ktorego sktadowe sg niezaleznymi standaryzowanymi zmiennymi gaus-
sowskimi. Oszacowanie prawdopodobienstwa awarii dla parabolicznej aproksyma-
¢ji funkcji granicznej ma postac:

P, =P[G(Z)<0]= J'Af 0,(2,0,1)dz =

=PIG,()<0]=[ 0,0 D)dv= (4.46)

=PI, 2 f,N]= [0(v,)0,1(7.0,D)dv
V2 fr (V)

P sPl s P[00, G0 Ddv =

o0 [ee]

n-1
I J. q{—ﬁ—%zkﬂ’? ]%1 (v,0,1)dv
i=1

700 —00

(4.47)

n— 1
Wykorzystujac rozwinigcie w szereg Taylora funkcji:
In®(=f —x) = In®(=f) —xy (=)
gdzie w(-p)=¢(—p)/D(—pF), oszacowanie prawdopodobienstwa zniszczenia

dane jest nastepujaco:

o w n—1
Por®(-p) | . Iexp(—%w( ,B)zkvf}H ! exp( 3jd‘7=

i=l1

@

—00 —00

n—1

- (- /3)1‘[ I exp[—lv 1+ k) v =

1

n—1

=o(-p) [I1+kw(- pl°

i=l
(4.48)
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W przypadku gdy S — o, w(-f) — £, wzor (4.48) uprosci¢ mozna do postaci:
1

n—1 "
P =0A) [ +k:4] (4.49)

i=l
Wskaznik niezawodnosci odpowiadajacy prawdopodobienstwu zniszczenia Py

Wynosi:

pOM = —o™! (sz | (4.50)

Aproksymacja funkcji granicznej paraboloidg pozwala wprowadzi¢ wspotczyn-
nik poprawkowy do oszacowania prawdopodobienstwa awarii. Uwzglednia on
krzywizny powierzchni granicznej w punkcie 7. Wzory (4.48) i (4.49) moga by¢
stosowane przy zalozeniu, ze odpowiednio k; >-1/w(-p), oraz k; >-1/p,
i=1,...,n—1. Krzywizna mniejsza niz —1/ 3 jest nieakceptowalna, gdyz swiadczy

o0 istnieniu na powierzchni granicznej w otoczeniu wyznaczonego punktu z inne-
go punktu blizszego poczatkowi uktadu wspoétrzednych.

Jak to zostalo wczesniej pokazane, doprowadzenie macierzy hesjanu funkcji
f»(¥") do postaci diagonalnej wymaga rozwiazania zagadnienia wlasnego. W przy-
padku probleméw o duzej liczbie zmiennych losowych moze by¢ to zadanie wyma-
gajace duzego naktadu obliczen numerycznych. Der Kiureghian i inni w pracach
[178, 35] zaproponowali tez uproszczong metode aproksymacji drugiego rzedu, ktora
nie wymaga rozwigzywania problemu wilasnego. Zaktada si¢ w niej, ze osie uktadu
[v'] pokrywaja si¢ z kierunkami gtéwnych krzywizn paraboloidy niezaleznie od ich
rzeczywistej orientacji. Krzywizny potrzebne w oszacowaniu uzyskuje si¢ poprzez
odpowiednig konstrukcje paraboloidy, dopasowanej do rzeczywistej powierzchni
granicznej w punktach znajdujacych si¢ w pewnej odlegtosci od punktu projektowe-
go. Kolejng propozycje metody SORM oraz probg usystematyzowania dotychczas
zaproponowanych metod drugiego rzgdu przedstawit Adhikari [2].

4.3.3. Metoda Monte Carlo

Terminem metody Monte Carlo okreslane sa algorytmy, w ktorych do rozwia-
zania problemu wykorzystuje si¢ analizg statystyczng proby losowej otrzymanej
w wyniku symulacji. Metody te sg powszechnie stosowane do numerycznego cat-
kowania funkcji wielowymiarowych zmiennych losowych; do tej klasy problemoéw
nalezy rowniez oszacowanie prawdopodobienstwa awarii. Przyblizenie prawdopo-
dobienstwa awarii otrzymuje si¢ na podstawie oszacowania wartos$ci oczekiwanej
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funkcji charakterystycznej obszaru awarii, otrzymanego za pomoca estymatora
wlasciwego w przypadku przyjetej metody symulacji. Klasyczna metoda symula-
cyjna Monte Carlo [127, 184, 129] polega na generowaniu realizacji x wektora
losowego X zgodnie z taczng gestoscia rozktadu prawdopodobienstwa fx(x), a na-
stepnie sprawdzaniu czy dana realizacja lezy w obszarze bezpiecznym, czy w ob-
szarze awarii. Liczba ,trafien” w obszar awarii w stosunku do catkowitej liczby
symulacji stanowi estymator prawdopodobienstwa awarii. Powyzszg ideg¢ zapisaé
mozna definiujgc funkcje charakterystyczng zbioru (obszaru awarii) jako:

1 jesli xeQy 451
X = .
2 (=90 Segi xg0 ; (4.51)
Xaq, (X) jest zatem zmienng losowg o rozktadzie dwupunktowym:
P[ng (X)=1]=Pf, P[ng (X)=O]:1—Pf (4.52)

gdzie Py = P[X eQ f] . Wartos$¢ $rednia oraz wariancja fo (X) maja postac:

X, (X) =E[fo x)|=1-2, +0-(1-P,)=P, (4.53)

Varlra, (0)]-Eloa, COF - Elxa, CO]F -7y =7 < (1) 459

W metodzie Monte Carlo do obliczenia prawdopodobienstwa awarii wykorzy-
stuje si¢ estymator warto$ci Sredniej funkcji charakterystycznej zbioru, postaci:

K
~0 1 ~
XQ/ ZE;)CQ/‘_ (Xk)ZPf (455)

gdzie X; sa niezaleznymi wektorami losowymi o rozkladzie prawdopodobienstwa
zdefiniowanym funkcja gestosci fy(x), a K jest liczba symulacji. Warto$¢ $rednia
oraz wariancja estymatora dane sg jako:

- -1 1 & 1

K
01%.:Var[ﬁf]:%;\lar[xflf(Xk)]:ém.)f(l_Pf)zépf(l_}?f) (4.57)
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Wspotczynnik zmiennosci estymatora ma postac:

o [i—p
vy === Ff (4.58)
Py i

Z powyzszego wzoru wynika, ze uzyskanie wspotczynnika zmiennos$ci estyma-
tora rzedu 0,1 przy przewidywanym prawdopodobienstwie awarii, ktore dla rze-
czywistych konstrukcji waha sie w granicach od 107 do 10, wymaga przeprowa-
dzenia K = 10°10° symulacji, co nawet przy mozliwo$ciach wspolczesnych kom-
puterow wieloprocesowych jest zadaniem ogromnym, jesli w ogoéle wykonalnym
w mozliwym do zaakceptowania czasie.

Olbrzymi naktad obliczeniowy zwiazany z klasyczna metoda Monte Carlo dys-
kwalifikuje jej przydatnos¢ do analizy praktycznych probleméw niezawodnosci
konstrukcji. Dla niewielkich zadan, gdy czas obliczenia wartosci funkcji granicznej
jest bardzo maly, metoda ta moze by¢ stosowana do weryfikacji wynikéw otrzy-
manych przy uzyciu FORM lub SORM (np. wykrycia grubych bledow wynikaja-
cych z nieuwzglednienia wielokrotnych punktow projektowych).

4.3.4. Metoda Importance Sampling

Klasyczna metoda Monte Carlo w analizie niezawodno$ci wykorzystuje symu-
lacje z rozktadu prawdopodobienstwa losowych parametrow konstrukcji. Prawdo-
podobienstwo awarii mozna rowniez oszacowa¢ na podstawie probek z innych
rozktadow prawdopodobienstwa. Okazuje si¢, ze odpowiedni dobor rozktadu
prawdopodobienstwa do rozwigzywanego problemu pozwala znacznie zmniejszy¢
liczbe symulacji, potrzebnych do otrzymania oszacowania o wymaganej doktadno-
$ci. Metoda wykorzystujaca to podejscie jest nazywana Importance Sampling [58,
39]. Przesunigcie do punktu projektowego wartosci §redniej rozktadu prawdopodo-
bienstwa, z ktérego generuje si¢ probe losows, jest najczesciej stosowana w anali-
zie niezawodnosci strategig metody Importance Sampling. Takie przesunigcie kon-
centracji probkowania w region awarii opiera si¢ na ponizszej zaleznosci definiuja-
cej wartos¢ srednig:

Ex [x(X)]= fwm [ 200 fexde =

[ ———

] (459
-1 j X0 20 (o = EW{X(WV’“( )}

)
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gdzie X(-) jest dowolna, calkowalng funkcja w przestrzeni R", f.(-) i g,(-) sa
funkcjami gestosci rozktadu prawdopodobienstwa, odpowiednio wektora losowego
X i W, a przez Ex[-] i Ep{-] oznaczono operacje warto$ci $redniej, odpowiednio
wzgledem rozkladu f,.(:)1 g,,(-).

Powyzsze zaleznosci pozwalaja obliczy¢ warto$¢ $rednia, a co za tym idzie —
prawdopodobienstwo awarii w innej niz oryginalna przestrzeni i stosujac w niej
inng funkcje gestosci prawdopodobienstwa. Wzor na prawdopodobienstwo awarii
mozna wigc wyrazi¢ w postaci:

lub po transformacji zmiennych X do gaussowskiej przestrzeni standardowe;j:

gdzie przez X, , 0znaczono funkcj¢ charakterystyczng obszaru awarii Ay

Na podstawie powyzszego wzoru, estymator prawdopodobienstwa awarii, 13f ,

przyjmuje postac:

% (Wk ’05 I)

4.62
gW(Wk) ( )

~ 1&
Py ZQ;XA,-(W/C)

przy czym do obliczen realizacji estymatora wykorzystuje si¢ realizacje w; wek-
tora W, generowane zgodnie z rozkladem prawdopodobienstwa danym przez
gw(w). Najwazniejszym zadaniem jest teraz wybranie takiej funkcji g,,(-), ktéra
maksymalizowataby efektywnos$¢ estymatora (4.62). Powinna ona spetniaé na-
stepujace warunki:

j gy (w)dw =1 (4.63)
Ay
gw(w)=¢p,(w,0,1)X A (w)  prawie w calym obszarze A,

gdzie ¢ jest liczba rzeczywista.

Wynika stad, iz gestos¢ rozktadu prawdopodobienstwa wektora W powinna
koncentrowaé si¢ w otoczeniu punktu, wokot ktorego skupia si¢ przewazajaca
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cze$¢ masy prawdopodobiefistwa decydujaca o wartosci Pr. Czesto jako funkcje
gw (1) przyjmuje si¢ n-wymiarowa gaussowska funkcje gestosci prawdopodobien-

stwa, ,,rozpicta” nad punktem projektowym z*, postaci:

g )=, w250 =] [l -2 ) (4.64)
i=1

Estymator prawdopodobienstwa awarii zapisa¢ mozna wtedy jako:

Dn (Wk 309 I)

(4.65)
Pn (Wk ,z*,l)

-~ 1 &
Pf ZE;.XA]. (Wk)

Takie rozwigzanie zwigksza znacznie efektywnos¢ estymacji, ciggle jednak ko-
nieczne jest przeprowadzenie kilku tysiecy symulacji. Dalszg poprawe efektywno-
$ci mozna uzyska¢ uwzgledniajac wilasnosci funkcji granicznej przy okreslaniu
funkcji gestosci gy (). Wprowadzajac, tak jak to bylo zrobione przy wyprowa-
dzaniu wzoréw metody drugiego rzgdu, uktad wspotrzednych [v], prawdopodo-
bienstwo awarii mozna wyrazi¢ w postaci:

P =PlG, ) <0=P, 2 D)= [ 00n)0,1(F0.Dydv =

v2f, ()
o o _ (4.66)
=[" [ o 1,60 G0.0d5 =E (- £,07)]
n—1

Z poréwnania wzoroéw (4.66) i (4.59) wida¢, ze do oszacowania prawdopodo-
biefistwa awarii P; wykorzysta¢ mozna estymator wartosci $redniej, postaci:

X ~
}N)f :%Zq)(_ £,V ))MM (4.67)
k=1

gw(ﬁk)

gdzie g,,(-) jest (n — 1)-wymiarowg funkcja gestosci rozktadu prawdopodobien-
stwa, ktorej postac¢ i parametry nalezy tak dobraé, aby efektywno$¢ estymacji byta
jak najwigksza.

Przyjecie gaussowskiego rozktadu prawdopodobienstwa:

n—1
2 =0, w0.5) =] [ ¢{ﬁ] (4.68)

i=1 Oi Oi
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w ktorym X = [al-] jest macierza diagonalng, pozwala na zmiang skupienia realiza-
cji w; wokoét punktu v*=0 poprzez sterowanie warto$ciami wariancji al-z. Przyj-
mujac nastgpnie paraboliczng aproksymacj¢ funkcji granicznej oraz funkcje g, (-)
dang wzorem, estymator prawdopodobienstwa awarii przyjmuje postac:

K ~
Py~ Py =§kZ®(— Sv(l7;c))MIMZ (4.69)
=1

Pn-1 (Vk ,0,2)

Minimalizujac wariancj¢ powyzszego estymatora wzgledem odchylen standar-
dowych, o; w rozkladzie (4.68) otrzymuje sig¢:

5 |
oo L (4.70)
1+ le(_ﬁ)

1+k;n
gdzie przez k;, i = 1, ...n — 1, oznaczono krzywizny gtoéwne powierzchni v, = £, (V)
w punkcie v¥*, /(- B) = o(—3)/©(- ) , a parametr 7 dany jest nastgpujaco:

y(=p) !
- ﬂ_T(H-ﬂ) dla —zﬁk,'<0 (4.71)

0 da k20

Przyjmujac wariancje wyznaczone dla parabolicznej aproksymacji funkcji gra-
nicznej w definicji funkcji gestosci g, (1) = ¢(-,0,Z) , estymator prawdopodobien-
stwa awarii przyjmuje ostatecznie postac:

Pu-1 (Izkao:l )
(| (Vk ’0’ Z)

1< N p2 |
wdebeiflee ]

i=1 i

K
ﬁf =%ZCD(— fv(ﬁk))
= (4.72)

Otrzymany estymator charakteryzuje si¢ bardzo duza efektywnos$cig. W wigk-
szosci przypadkow w celu uzyskania wspotczynnika zmiennosci estymatora mniej-
szego niz 10% wystarcza K = 20-100 symulacji niezaleznie od wielkosci szacowa-
nego prawdopodobienstwa awarii. Pomimo tak znacznej (w poréwnaniu do kla-
sycznej metody Monte Carlo) poprawy efektywnosci, nalezy stwierdzi¢, iz metody
Importance Sampling nie nadaja si¢ do zastosowania na przyktad w zadaniach
optymalizacji niezawodno$ci. Spowodowane jest to ciagle znacznym (w poroéwna-
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niu z FORM) czasem obliczen oraz niemoznos$cig szybkiego uzyskania wrazliwo-
$ci otrzymywanego prawdopodobienstwa zniszczenia na parametry projektowe. Ze
wzgledu na duza doktadno$¢, metoda ta bardzo dobrze nadaje si¢ do okreslania
btedu popehianego przez metody pierwszego i drugiego rzgdu.



5

Metoda FORM w analizie statecznosci
konstrukciji kratowych (przyktady)

We wezesnych zastosowaniach metod analizy niezawodnos$ci przyjmowano, ze
funkcja graniczna jest jawng funkcjg zmiennych losowych. Taka zaleznos$¢ funk-
cyjna moze by¢ zrealizowana tylko dla bardzo prostych przyktadow. W praktycz-
nych realizacjach zalezno$¢ ta jest niejawna i okresla si¢ ja za posrednictwem pro-
cedury numerycznej, na przyktad metody elementow skonczonych. Rozwoj metod
numerycznych spowodowat, ze metody dla niejawnych zaleznosci funkcji stanu
granicznego od bazowych zmiennych losowych staty si¢ bardzo pozadanym narze-
dziem w teorii niezawodnos$ci konstrukcji. Przyktadem jest metoda perturbacyjna
zaproponowana w pracach Hisady i Nakagiriego [55, 56], Liu, Belytschko, Mani
[89, 90], Shinozuki [137], do zadan liniowej teorii sprezystosci. Metoda ta polega
na rozwini¢ciu macierzy sztywnosci w szereg potegowy wzgledem fluktuacji lo-
sowych zadanego jej parametru. Metoda perturbacyjna nie jest jednak przeznaczo-
na do obliczania prawdopodobienstwa awarii, a jedynie do uzyskania momentow
statystycznych odpowiedzi. Obliczenie prawdopodobienstw wymagatloby wprowa-
dzenia do obliczen rozktadéw prawdopodobienstwa zmiennych losowych oraz
oszacowania wyzszych momentow statystycznych odpowiedzi. Zastosowania me-
tody perturbacyjnej do obliczen metoda elementow skonczonych przedstawili
w monografii [69] Kleiber i Hien. Sniady w pracy [154] pokazat aplikacje metody
w dynamice stochastycznej. Podobnie do metody perturbacyjnej, rowniez stosujac
rozwinigcie Neumanna (rozwinigciu w szereg podlega macierz odwrotna do macie-
rzy sztywnosci), uzyskuje si¢ jedynie informacje dotyczace momentow statystycz-
nych zmiennej losowej, bedacej odpowiedzig uktadu. Der Kiureghian i wspotauto-
rzy [86, 87] zaproponowali metode, ktéra pozwala na oszacowanie prawdopodo-
bienstwa awarii w sytuacji, gdy obliczenia konstrukcji wykonywane sg z uzyciem
metody elementow skonczonych.

Przy tworzeniu programu umozliwiajacego analiz¢ niezawodno$ci z wykorzy-
staniem metody elementow skonczonych najkorzystniejsza sytuacja jest posiadanie
dostepu do kodu zréodtowego MES i programu niezawodnos$ciowego. Na ogot jed-
nak nie jest to mozliwe. Dlatego kosztem spadku efektywnosci taczy si¢ istniejace
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pakiety MES z programem niezawodnos$ciowym, stosujac réznego rodzaju interfej-
sy. W pracy zaprezentowano potaczenie programu niezawodnosciowego STAND
z modutem autorskim MES KRATA.

Program STAND powstal w Instytucie Podstawowych Probleméw Techniki
PAN w Warszawie. Autorami programu s3: Knabel, Kolanek, Nguyen Hoang,
Stocki, Tauzowski [147, 76]. Realizacja zadania niezawodnosci konstrukcji przy
uzyciu programu STAND rozpoczyna si¢ od stworzenia modelu obliczeniowego.
Uzytkownik programu podaje parametry brzegowych rozktadow prawdopodobien-
stwa zmiennych losowych, a w przypadku zmiennych skorelowanych takze wspot-
czynniki korelacji wzajemnej (rys. 5.1). W programie STAND funkcja tacznej gesto-
$ci prawdopodobienstwa wektora zmiennych losowych aproksymowana jest za po-
moca tzw. modelu Natafa. Model Natafa [103] pozwala na efektywna transformacjg
oryginalnych zmiennych losowych do gaussowskiej przestrzeni standardowe;.
W obecnej wersji programu do opisu zmiennych losowych przyjmowane moga by¢
nastepujace rozktady prawdopodobienstwa: jednostajny, normalny, lognormalny,
wyktadniczy, Rayleigha, Gumbela, Frecheta i Weibulla.

Variables | Functions
Mame Type Type of Distr, Defined by P1 Name P1 Yalue P2 Name P2 Yalue PG Name

1P Random Mormal Moments MEAN = 10 STODEY = 1

2 EA Randam Mormal Maments MEAN = 410000 STODEY = 41000

@ Define variable E|E|

(O Deterministic O random () Foreign
Wariable Name: |u
External programs:
Path Parameters
1 Dv/probafkRATA EXE D:fproba/ROBERT D:/probafyNIK

Path: E]
Paramns: Paste file Add
Pick up a value extraction type:

Selected fizld in fils w

Select a file: D:/proba/nrHIK ~ E
Selecled tag in file:

25 514 1.6092474239312 \1250000000000E-01 2

Rys. 5.1. Definicja podstawowych zmiennych losowych

W definicji modelu uwzglednia si¢ dwa rodzaje zmiennych losowych: podsta-
wowe 1 zewnetrzne. Zmienne zewngtrzne to niejawne funkcje zmiennych loso-
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wych, ktorych wartosci otrzymuje si¢ jako wynik realizacji programu KRATA.
W przyktadach realizowanych w niniejszej pracy zmienne podstawowe to sztyw-
no$¢ osiowa pretow, obceigzenie, wspotrzedne weztow. Zmienne zewngetrzne opisu-
ja wskazane przemieszczenie lub mnoznik obcigzenia. Warto§ci zmiennych ze-
wnetrznych odczytywane sg ze zbiorow tekstowych zawierajacych wyniki dziata-
nia programu KRATA.

Po zdefiniowaniu modelu obliczeniowego uzytkownik wprowadza wzor funkcji
granicznej (rys. 5.2). W programie STAND wzdr funkcji granicznej wprowadzany
jest w standardowym zapisie matematycznym jako zalezno$¢ od zmiennych loso-
wych podstawowych i zewnetrznych. W pracy rozpatrywane s3 dwa typy warun-
kéw granicznych: warunek nieprzekroczenia dopuszczalnych przemieszczen we-
ztow konstrukcji, warunek nieprzekroczenia dopuszczalnego mnoznika obcigzenia.
Program STAND odwotuje si¢ do programu KRATA, w ktérym obliczane sg war-
tosci niezbedne do zdefiniowania funkcji granicznej dla kolejnych zestawow
zmiennych losowych.

@ Edit function E‘gl

Function's name: g
Function's definition: | 1-abs(h){2,262

Param Mame Yariable

ariable Assignment:

I K 1 [ Cancel ]

Rys. 5.2. Definicja funkcji granicznej

Nastepny etap to wybor metody analizy niezawodnoS$ci oraz uruchomienie obli-
czen. Zadanie konczy si¢ wygenerowaniem informacji zawierajacej wartosci praw-
dopodobienstwa awarii oraz jego wrazliwosci na parametry rozktadow prawdopo-
dobienstwa zmiennych losowych (rys. 5.3).

Niezaleznie od metody, oszacowanie wartosci prawdopodobienstwa awarii
wymaga wielokrotnego obliczania wartosci funkcji granicznej dla r6znych realiza-
cji wektora zmiennych losowych. W wigkszosci istotnych z punktu widzenia prak-
tyki projektowej przypadkéw wiaze si¢ to z konieczno$cig wielokrotnego urucha-
miania zewngtrznych programow Metody Elementow Skonczonych.

W przyktadach przedstawionych ponizej wykorzystano geometrycznie nieli-
niowy element kratowy. Do wyznaczenia $ciezki rownowagi konstrukcji krato-
wych stabo wyniostych podatnych na utrate statecznosci poprzez przeskok wezia
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wykorzystano program KRATA. Mocne zalozenie, ze moment przeskoku nigdy
nie bedzie poprzedzony wyboczeniem poszczegolnych pretow struktury jest znacz-
nym zawe¢zeniem obszaru aplikacyjnego. Jednakze nalezy w tym miejscu wyraznie
podkresli¢, ze celem pracy nie jest badanie form utraty statecznosci konstrukcji
ijej poszczegdlnych elementow, ale sprawdzenie, czy proste narzgdzie, jakim jest
metoda FORM, jest wystarczajace do przeprowadzenia analizy niezawodnosci
konstrukcji. Dla poréwnania, w pracy przedstawione zostaly inne stosowane meto-
dy niezawodnosci, tj. SORM, Monte Carlo, Importance Sampling i udowodniono,
ze metoda FORM jest dostatecznie dobra, a o wiele prostsza w zastosowaniu, co
ilustruje przyktad czwarty i piaty. Metoda FORM daje szybka odpowiedz, co
umozliwia jej zastosowanie w praktyce inzynierskiej, jako jeden z modutow obli-
czeniowych programéw wspomagajacych projektowanie konstrukcji.

Task name: krata
Design Point Search Method:
CPS Method: HLRF v
Max. iterations: 50
Max. LS iterations: 30
Convergence pararn. 0.001
Convergence param, 2 0.001
[] Calculate refiability index gradients

‘ariable Starting value

Run

START!
*E CALCULATIONS FINISHED!

Probability of failure = 9,3561972-003

Reliability index beta = 2,35121

Rys. 5.3. Wybor metody poszukiwania punktu projektowego

Rozwazania skupiono na jednej z mozliwych form utraty statecznosci, jakim
jest przeskok wezta. Korzystajac z metody FORM mozemy, poruszajac si¢ po
$ciezce rownowagi konstrukcji, okresli¢, z jakim poziomem prawdopodobienstwa
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awarii zblizamy si¢ do punktu granicznego. Metode mozna wykorzysta¢ przy ba-
daniu statecznosci dowolnej konstrukcji, wykorzystujac inne modele elementow.
Zagadnienie to bgdzie tematyka dalszych badan Autorki pracy.

Niezaleznym, ale bardzo istotnym elementem pracy jest badanie wrazliwosci
wskaznika niezawodno$ci na zmiany charakterystyk probabilistycznych rozwaza-
nych zmiennych losowych. Znajomo$¢ tej wrazliwosci ma duze znaczenie w lep-
szym zrozumieniu pracy konstrukcji. Jezeli wrazliwos¢ wskaznika niezawodnosci
ze wzgledu na zmienng losowg X jest mata w porownaniu do innych zmiennych, to
mozemy uznaé, iz wptyw tej zmiennej na warto$¢ prawdopodobienstwa awarii jest
niewielki i w kolejnych obliczeniach traktowac ja jako parametr deterministyczny.
Wiele parametrow opisujacych problem statecznosci konstrukeji ma charakter lo-
sowy. Losowe sg obciagzenia, sztywnos$ci osiowe pretow, losowa jest wreszcie
geometria. Ocena niezawodnosci konstrukcji przy znanych charakterystykach pro-
babilistycznych wybranych parametréw losowych jest bardzo istotna z praktyczne-
go punktu widzenia. Projektant czy uzytkownik obiektu chcialby wiedzie¢, jakie
jest prawdopodobienstwo awarii w planowanym okresie uzytkowania.

Prezentowana praca ma charakter teoretyczny, stad tez analizowane konstrukcje
nie s3 osadzone w danej strefie klimatycznej, parametry zmiennych losowych nie
sa okreslane na podstawie konkretnych badan statystycznych. Autorka, niestety,
nie miata dostgpu do badan stacji meteorologicznych, ktore miedzy innymi zbieraja
dane o maksymalnych warto$ciach opadéw $niegu w ciggu minimum pi¢ciu lat dla
danego obszaru. Na podstawie tychze badan mozna w sposob $cisty okresli¢ para-
metry rozktadu funkcji prawdopodobienstwa zmiennej losowej. W trzech pierw-
szych przyktadach zwrdcono uwage na prawidtowe ksztaltowanie modelu oblicze-
niowego zadania zaréwno w sferze typu rozkladow prawdopodobienstwa, jak i pa-
rametrow kazdego z nich. W przyktadzie czwartym i pigtym zwrdocono uwage na
sprawdzenie numerycznej efektywnosci metody FORM w poréwnaniu do metody
Monte Carlo, Importance Sampling, SORM. Fragmenty przedstawionych przykta-
doéw Autorka opublikowata w pracach [114-121].

PRZYKLAD 1

W przyktadzie tym zaprezentowano zastosowanie metody FORM w analizie
przeskoku wezla kratownicy Missesa (rys. 5.4).

Na podstawie otrzymanych wspotrzednych punktu granicznego (rys. 5.5) sfor-
mutowano posta¢ funkcji granicznej jako warunek nieprzekraczania dopuszczalne-
go obcigzenia pionowego wezla 1: g(x) =1 — 1(x)/2,262.

Przeprowadzajac analiz¢ niezawodno$ci kratownicy Missesa, brane sg pod
uwage nastgpujgce zmienne: obcigzenie ,,P”, sztywnos¢ osiowa ,,EA”, oraz wspot-
rzedna ,,Z” wezta 1. Zmienne losowe nie sg skorelowane. W przyktadach 1, 2, 3
skupiono si¢ na przeanalizowaniu, jak wprowadzanie kolejnych zmiennych loso-
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wych wptywa na warto$¢ wskaznika niezawodno$ci. Uwzglednienie wzajemne;j
korelacji, na przyktad zmiennych losowych opisujacych sztywno$¢ osiowg ,,EA”
oraz wspotrzedng ,,Z” wezla 1 (jest mozliwa), zmienitoby przyjety kierunek badan.
Niezaleznym, ale bardzo istotnym elementem realizowanym w przyktadach 1, 2, 3,
jest badanie wrazliwosci wskaznika niezawodno$ci na zmiany charakterystyk pro-
babilistycznych rozwazanych zmiennych losowych. W analizie niezawodnosci
kratownicy Missesa (rys. 5.5) rozpatrzono trzy przypadki.

P =10 kN
[=129 m
y=3°
E =205 GN/m* 0,0675 m
A4=2-107 m? -
A=2234
EA =410000 kN 2,576 m
Rys. 5.4. Kratownica Missesa
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2,01802 |
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przemieszczenie (q)

Rys. 5.5. Sciezka réwnowagi kratownicy Missesa

Przypadek 1

» obcigzenie ,,P” — zmienna losowa (opis zmian typu rozktadu prawdopodobien-
stwa zmiennej losowej przedstawiono na rysunku 5.6),

=  sztywno$¢ osiowa ,,EA” — zmienna deterministyczna (EA = 410000 kN),

= wspotrzedna ,,Z” wezta 1 — zmienna deterministyczna (Z = 0,0675 m).
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Rys. 5.6. Wplyw przyjetego typu rozktadu prawdopodobienstwa obcigzenia na wartosé
wskaznika niezawodnosci. Oznaczenia na rysunku: Normal (10,1) — rozklad normalny,
wartos¢ oczekiwana = 10, odchylenie standardowe = 1; Lognormal (10,1) — rozklad log-
normalny, wartos¢ oczekiwana = 10, odchylenie standardowe = 1; Gumbel (10,1 ) — roz-
ktad Gumbela, wartos¢ oczekiwana = 10, odchylenie standardowe = 1; Frechet (10,1) —
rozktad Frecheta, warto$¢ oczekiwana = 10, odchylenie standardowe = 1

Na rysunku 5.6 przedstawiono wptyw przyjetego typu rozktadu prawdopodobien-
stwa, opisujgcego obcigzenie, na warto$¢ wskaznika niezawodno$ci Hasofera-Linda
podczas poruszania si¢ po $ciezce rozwigzania geometrycznie nieliniowego. W miare
oddalania si¢ od warto$ci granicznej mnoznika obciazenia, réznice w ocenie bezpie-
czenstwa konstrukcji wyraznie rosng. Przyktadowo, wartosci wskaznika niezawod-
nosci dla poszczegblnych rozktadow sa nastepujace:

a) dla mnoznika obcigzenia rownego 1,8057:

Normal (10,1) - 2,01378
Lognormal (10,1) — 2,20419
Gumbel (10,1) — 3,24112
Frechet (10,1) — 4,20626

b) dla mnoznika obcigzenia rownego 1,6093:
Normal (10,1) — 2,88367

Lognormal (10,1) — 3,3591
Gumbel (10,1) - 6,30112
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dla rozktadu Frecheta nie otrzymano rozwigzan, gdyz podczas analizy pojawily si¢
problemy z obliczeniem gradientow funkcji granicznej, niezbg¢dnych do okreslenia
polozenia punktu projektowego.

Przypadek 2

* obcigzenie ,,P” — zmienna losowa (opis zmian typu rozktadu prawdopodobien-
stwa zmiennej losowej przedstawiono na rysunku 5.7),

= sztywno$¢ osiowa ,,EA” — zmienna losowa (opis typu rozktadu prawdopodo-
bienstwa zmiennej losowej przedstawiono na rysunku 5.7),

* wspoétrzedna ,,Z” wezla 1 — zmienna deterministyczna (Z = 0,0675 m).

31\‘\
——

N
W

[\

-
(94}
1

wskaznik niezawodnoSci
Hasofera-Linda (B)
1

L
)

S

1,5653
1,6093
1,7318+
1,8057
2,0180-

mnoznik obciazenia ()

—e—PN(10,1) EA N(410000, 41000) —=— P G(10,1) EA N(410000, 41000)

Rys. 5.7. Wplyw zmiennej losowej opisujqcej sztywnos¢é osiowq pretow na wartos¢ wskazni-
ka niezawodnosci (rozwigzanie geometrycznie nieliniowe), gdzie: N — rozklad normalny,
G — rozktad Gumbela

Poruszajac si¢ nadal po $ciezce rownowagi dla rozwigzania geometrycznie nieli-
niowego, po wprowadzeniu dodatkowej zmiennej losowej ,,EA” o rozktadzie nor-
malnym N(410000 kN, 41000 kN), opisujacej sztywnos¢ osiowg pretow, mozemy
zaobserwowac zmniegjszenie réoznic w warto§ciach wskaznika niezawodnosci (rys.
5.7). Przyktadowo, warto$ci wskaznika niezawodnosci dla mnoznika obcigzenia
rownego 1,8057 sa nastepujace:

— obciazenie (normal), sztywno$¢ osiowa (normal) — 1,5763,

— obcigzenie (Gumbel), sztywno$¢ osiowa (normal) — 1,6917.
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Przypadek 3

» obcigzenie ,,P” — zmienna losowa,
= sztywno$¢ osiowa ,,EA” — zmienna losowa,
»  wspotrzedna ,,Z” wezta 1 — zmienna losowa.

Opis zmian typu rozktadu prawdopodobienstwa zmiennych losowych przedsta-
wiono w tabelach 5.1, 5.5, 5.9.

Kolejnym etapem analizy bylo wprowadzenie, jako trzeciej zmiennej losowej
wspotrzednej ,,2.°, wezta ,,1”. Kazda zmienna losowa zostala opisana rozktadem nor-
malnym. Zbadano wplyw odchylenia standardowego trzeciej zmiennej losowej na
wartos¢ wskaznika niezawodnos$ci. Testy przeprowadzono dla trzech wartosci odchy-
lenia standardowego, tj. 0,00006 m, 0,0006 m, 0,006 m, poruszajac si¢ po Sciezce dla
rozwigzania geometrycznie nieliniowego. W tabelach 5.2-5.4, 5.6-5.8, 5.10-5.12
przedstawiono zmiang wartosci wskaznika niezawodnosci, jak réwniez wrazliwo§¢
wskaznika na zmienne losowe oraz parametry rozktadu kazdej z nich. Wrazliwos¢
wskaznika niezawodnosci jest najwigksza dla zmiennej losowej opisujacej wspot-
rzedng ,,Z” wezta 1, natomiast najmniejsza dla zmiennej losowej obrazujacej sztyw-
no$¢ osiowg pretow. Wniosek ten dotyczy rowniez parametréw rozktadow zmiennych
losowych. Przyktad pierwszy zakonczony jest wykresami opisujacymi rozwazane
zaleznosci (rys. 5.815.9).

—
W

wskaznik niezawodnosci
Hasofera-Linda (B)

A
- \
A
.
0,5
0 T T \
N e © o~ =
') =N — ') ©
N = o = —
ey < o~ ® <
— — — — ~

mnoznik obciazenia (1)

—e—"0,00006"  —=—"0,0006"  —+—"0,006"

Rys. 5.8. Zaleznos¢ wskaznika niezawodnosci od wartosci odchylenia standardowego
zmiennej losowej opisujgcej wspotrzedng ,,Z” wezta ,, 1"
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Rys. 5.9. Wplyw opisu modelu obliczeniowego na wartos¢ wskaznika niezawodnosci

Mozemy zauwazy¢, ze dla bardzo matych wartosci odchylenia standardowego
trzeciej zmiennej losowej (¢ = 0,00006 m, ¢ = 0,0006 m) rozwigzanie przedstawione
na rysunku 5.8 dazy do rezultatu otrzymanego na rysunku 5.7. Dla tych wartosci od-
chylenia standardowego zmienng losowg opisujacg wspotrzedng ,,Z” wezta 1 moze-
my w dalszych obliczeniach traktowaé jako zmienng deterministyczng. Na rysunku
5.9 pokazano jak zmienia si¢ warto$¢ wskaznika niezawodnosci dla roznych opisow
modelu obliczeniowego zadania. Najwigksze wartosci wskaznika niezawodnosci
obserwujemy, gdy zmienng losowa jest tylko obciazenie. Wprowadzenie dodatkowo
dwodch kolejnych zmiennych losowych (EA i Z) zdecydowanie obniza wartoSci
wskaznika niezawodnos$ci. Przeprowadzone testy wyraznie uswiadamiajg nam, jak
wazny jest prawidtowy opis modelu konstrukcji oraz obcigzenia i to nie tylko w sferze
przyjetych typow rozktadéw prawdopodobienstwa, ale rowniez parametrow rozkladu.

Tabela 5.1. Opis zmiennych losowych

Zmienna losowa Rozktad Wartosé¢ Odchylenie | Wspotczynnik
prawdopodobienstwa |  $rednia standardowe | zmiennosci
obcigzenie ,,P” normalny 10 kN 1 kN 10%
sztywnos$¢ osiowa ,,EA” normalny 410000 kN 41000 kKN 10%
wspotrzedna ,,Z” wezta nr 1 normalny 0,0675 m 0,006 m 8,9%
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Tabela 5.2. Wyniki obliczen wskaznika niezawodnosci i oraz wrazliwosci wskaznika na
zmienne losowe

. . Wrazliwos¢ wskaznika niezawodnosci f
Mr'lozmk ) Wskaznik . na zmienne losowe
obciazen u niezawodnosci S
EA P Z
2,01802 0,43624 9,32E-06 -3,95E-01 -1,39E+02
1,80572 0,90351 9,71E-06 -4,30E-01 -1,35E+02
1,73175 1,08639 9,82E-06 -4,43E-01 -1,34E+02
1,60925 1,41217 9,91E-06 -4,59E-01 -1,32E+02
1,56528 1,53751 9,94E-06 -4,66E-01 -1,31E+02

Tabela 5.3. Wyniki obliczen wrazliwoSci wskaznika niezawodnosci  na wartos¢ Srednig
zmiennej losowej

Wrazliwos¢ wskaznika niezawodnosci
Mnoznik obcigzen u na warto$¢ $rednig zmiennej losowej
EA P V4
2,01802 -9,32E-06 3,95E-01 1,39E+02
1,80572 -9,71E-06 4,30E-01 1,35E+02
1,73175 -9,82E-06 4,43E-01 1,34E+02
1,60925 -9,91E-06 4,59E-01 1,32E+02
1,56528 -9,94E-06 4,66E-01 1,31E+02

Tabela 5.4. Wyniki obliczen wrazliwosci wskaznika niezawodnosci f§ na wartos¢ odchylenia
standardowego zmiennej losowej

Wrazliwos$¢ wskaznika niezawodnosci
Mnoznik obciazen u na warto$¢ odchylenia standardowego zmiennej losowej
EA P Z
2,01802 -1,55E-06 -6,82E-02 -5,07E+01
1,80572 -3,49E-06 -1,67E-01 -9,88E+01
1,73175 -4,29E-06 -2,13E-01 -1,16E+02
1,60925 -5,69E-06 -2,97E-01 -1,47E+02
1,56528 -6,23E-06 -3,34E-01 -1,58E+02
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Tabela 5.5. Opis zmiennych losowych
. Rozktad Wartosé Odchylenie | Wspodlczynnik
Zmienna losowa . . . . .
prawdopodobienstwa $rednia standardowe | zmiennoSci

obcigzenie ,,P” normalny 10 kKN 1 kN 10%
sztywno$¢ osiowa ,,EA” normalny 410000 kN | 41000 kN 10%
wspotrzedna ,,Z” wezta nr 1 normalny 0,0675 m 0,00006 m 0,089%

Tabela 5.6. Wyniki obliczenn wskaznika niezawodnosci [ oraz wrazliwosci wskaznika na

zmienne losowe

o L . Wrazliwos$¢ wskaznika niezawodnosci
Mnoznik obcigzen Wskaznik na zmienne losowe
7 niezawodnosci S

EA P Z
2,01802 0,804773 1,62E-05 -7,48E-01 -2,63E+02
1,80572 1,57616 1,52E-05 -7,83E-01 -2,45E+02
1,73175 1,86099 1,47E-05 -7,96E-01 -2,38E+02
1,60925 2,35099 1,41E-05 -8,17E-01 -2,28E+02
1,56528 2,53237 1,38E-05 -8,25E-01 -2,24E+02

Tabela 5.7. Wyniki obliczen wrazliwosci wskaznika niezawodnosci f na wartos¢ srednig

zmiennej losowej

Mnoznik obcigzen u

Wrazliwos¢ wskaznika niezawodnosci
na warto$¢ $rednig zmiennej losowe;j

EA P z

2,01802 -1,62E-05 7,48E-01 2,63E+02
1,80572 -1,52E-05 7,83E-01 2,45E+02
1,73175 -1,47E-05 7,96E-01 2,38E+02
1,60925 -1,41E-05 8,17E-01 2,28E+02
1,56528 -1,38E-05 8,25E-01 2,24E+02
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Tabela 5.8. Wyniki obliczen wrazliwosci wskaznika niezawodnosci f na wartos¢ odchylenia
standardowego zmiennej losowej

Wrazliwos¢ wskaznika niezawodnosci
Mnoznik obciazen u na warto$¢ odchylenia standardowego zmiennej losowej
EA P V4

2,01802 -8,63E-06 -4,51E-01 -3,34E+00

1,80572 -1,48E-05 -9,67E-01 -5,66E+00

1,73175 -1,66E-05 -1,18E+00 -6,35E+00

1,60925 -1,91E-05 -1,57E+00 -7,31E+00

1,56528 -1,98E-05 -1,72E+00 -7,59E+00
Tabela 5.9. Opis zmiennych losowych

Zmienna losowa Rozktad Wartosé Odchylenie | Wspotczynnik
prawdopodobienstwa $rednia standardowe zmiennos$ci

obcigzenie ,,P” normalny 10 kN 1 kN 10%
sztywno$¢ osiowa ,,EA” normalny 410000 kN 41000 kN 10%
wspotrzedna ,,Z” wezta nr 1 normalny 0,0675 m 0,0006 m 0,89%

Tabela 5.10. Wyniki obliczen wskaznika niezawodnosci p oraz wrazliwosci wskaznika na

zmienne losowe

. L. Wrazliwos$¢ wskaznika niezawodnosci S
Ml’.IOZIllk . Wskaznik ) na zmienne losowe
obcigzen u niezawodnosci S
EA P Z
2,01802 0,795081 1,60E-05 -7,38E-01 -2,59E+02
1,80572 1,55976 1,50E-05 -7,74E-01 -2,42E+02
1,73175 1,84261 1,46E-05 -7,87E-01 -2,36E+02
1,60925 2,32984 1,40E-05 -8,08E-01 -2,25E+02
1,56528 2,5104 1,37E-05 -8,15E-01 -2,21E+02
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Tabela 5.11. Wyniki obliczen wrazliwosci wskaznika niezawodnosci f na wartos¢ srednig
zmiennej losowej

Wrazliwos¢ wskaznika niezawodnosci
Mnoznik obciazen u na warto$¢ $rednig zmiennej losowe;j
EA P zZ
2,01802 -1,60E-05 7,38E-01 2,59E+02
1,80572 -1,50E-05 7,74E-01 2,42E+02
1,73175 -1,46E-05 7,87E-01 2,36E+02
1,60925 -1,40E-05 8,08E-01 2,25E+02
1,56528 -1,37E-05 8,15E-01 2,21E+02

Tabela 5.12. Wyniki obliczen wrazliwosci wskaznika niezawodnosci f na wartos¢ odchyle-
nia standardowego zmiennej losowej

Wrazliwos¢ wskaznika niezawodnosci
Mnoznik obciazen u na warto$¢ odchylenia standardowego zmiennej losowej
EA P z
2,01802 -8,35E-06 -4,33E-01 -3,21E+01
1,80572 -1,45E-05 -9,33E-01 -5,47E+01
1,73175 -1,62E-05 -1,14E+00 -6,15E+01
1,60925 -1,87E-05 -1,52E+00 -7,09E+01
1,56528 -1,94E-05 -1,67E+00 -7,38E+01
PRZYKLAD 2

W przyktadzie tym zaprezentowano analiz¢ niezawodnosci metoda FORM sta-
lowej konstrukcji kratowej (rys. 5.10) podatnej na utrate stateczno$ci poprzez prze-
skok wezta.

Rozwiazanie kratownicy przy zalozeniach, ze: prety sg idealnie proste (perfek-
cyjne), materiat jest idealnie spr¢zysty w catlym zakresie obcigzen, sztywnosci
osiowe pretow sg rowne EA = 10° kN zostato umieszczone w pracy [122]. Sciezke
rownowagi dla przemieszczenia pionowego g wezla 1 przedstawiono na rysunku
5.11. Wspotrzedne punktu granicznego: g = 0,785, = 207,4 dla rozwigzania geo-
metrycznie nieliniowego otrzymano, takie jak w cytowanej pracy [122]. Zblizanie
si¢ do punktu granicznego poprzez zmiang warto$ci SPS zilustrowano na rysunku
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5.12. Na podstawie wspotrzednych punktu granicznego rozwigzania geometrycznie
nieliniowego sformulowano funkcje graniczna jako warunek nieprzekraczalnosci
dopuszczalnego przemieszczenia pionowego g wezta 1: g(x)=1— ¢(x)/0,785.

10511 6:13
43.3m 43,.3m N
+

-

x [m] y[m] | z[m]
1 0,000 | 0,000 | 0,000
2 | 25,000 0,000 | 2,000
3 |12,500 [-21,650 | 2,000
4 |-12,500 [-21,650 | 2,000
5 |-25,000 | 0,000 | 2,000
6 [-12,500 | 21,650 | 2,000
7 |12,500 | 21,650 | 2,000
8 43,300 [-25,000 | 8,216
9 0,000 | 50,000 | 8,216
10 [-43,300 |-25,000 | 8,216
11 [-43,300 | 25,000 | 8,216
12 | 0,000 | 50,000 | 8,216
13 [ 43,300 | 25,000 | 8,216

Rys. 5.10. Siatka elementow i geometria kratownicy przestrzennej
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Rys. 5.12. Zaleznos¢ skalarnego parametru sztywnosci od przemieszczenia q dla rozwigza-
nia geometrycznie nieliniowego
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Przeprowadzajac analiz¢ niezawodnosci brane sg pod uwage nastgpujace zmien-
ne: P1 = 2p (obcigzenie wezla 1), P2 = p (obcigzenie wezla 2), P3 = p (obciazenie
wezta 3), P4 = p (obcigzenie wezta 4), PS = p (obcigzenie wezla 5), P6 = p (obcig-
zenie wezta 6), P7 = p (obcigzenie wezta 7), sztywnos¢ osiowa EA, wspotrzedna Z
wezta 1. Rozpatrzono dwa przypadki.

Przypadek 1

obcigzenie P1 — zmienna losowa (opis zmian typu rozktadu prawdopodobien-

stwa zmiennej losowej przedstawiono na rysunku 5.13),

» obciagzeniec P2, P3, P4, P5, P6, P7 — zmienne deterministyczne (P2 = 1 kN,
P3=1KkN,P4=1KkN,P5=1KkN, P6=1KkN, P7=1kN),

= sztywno$é osiowa EA — zmienna deterministyczna (EA = 10° kN),

* wspotrzedna Z wezta 1 — zmienna deterministyczna (Z = 0).

45

4 &
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wskaznik niezawodnosci
Hasofera-Linda (B)

0 o o0 A é: A.
< wvy v Ne) o~ o0
~ o o~ ~ o~ o
[} (=} [} [} (=) [}
przemieszczenie (q)
—o— Gumbel (2; 0,4) —=— Normal (2; 0,4) — — Expotencial (2; 0,4) —<— Lognormal (2; 0,4)

Rys. 5.13. Wplyw przyjetego typu rozktadu prawdopodobienstwa zmiennej losowej opisujqg-
cej obcigzenie na warto$¢ wskaznika niezawodnosci Hasofera-Linda

Przeanalizowano, jak zmienia si¢ warto$¢ wskaznika niezawodno$ci Hasofera-
Linda, a tym samym prawdopodobienstwo awarii w zaleznosci od przyjetego typu
rozktadu prawdopodobienstwa zmiennej losowej w miarg zblizania si¢ do wartosci
granicznej przemieszczenia (rys. 5.13). Rysunki 5.14 i 5.15 przedstawiaja wpltyw
zmiany warto$ci odchylenia standardowego rozktadu normalnego i Gumbela na
wskaznik niezawodnos$ci Hasofera-Linda.
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3,5
[
Sl\
5@2,5
S =
=
:E 2
i \ -\
273
2215
= Q
S 2 \\\-\
5T 1
; \\
0,5
i
O T T T
o 0 (9\] ™ N
v vy O o~ 0
= = = = =
(=] o (=] (=] (=]

przemieszczenie (q)
—o— Gumbel (2; 0,4) —=— Gumbel (2; 0,2)

Rys. 5.15. Wplyw zmiany wartosci odchylenia standardowego rozktadu Gumbela zmiennej
losowej opisujgcej obcigzenie na wartos¢ wskaznika niezawodnosci Hasofera-Linda
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Po zmianie wartosci odchylenia standardowego w rozktadzie Gumbela o 0,2,
warto$ci wskaznika niezawodnosci wzrosly od 35% (dla przemieszczenia rownego
0,782) do 55% (dla przemieszczenia rownego 0,753). Natomiast po zmianie warto-
$ci odchylenia standardowego w rozktadzie normalnym o 0,2, dla przemieszczenia
0,753, wartosci wskaznika niezawodnosci wzrosty o ponad 100%. Na podstawie
doswiadczen, nabytych w przyktadzie pierwszym, mozemy powiedzie¢, ze przyje-
cie w opisie modelu obliczeniowego jako zmiennej losowej tylko obcigzenia jest
niewystarczajace.

Przypadek 2
= obciazenie P1, P2, P3, P4, P5, P6, P7 — zmienne losowe,
= sztywno$¢ osiowa EA — zmienna losowa,
»  wspotrzedna Z wezta 1 — zmienna losowa.
Opis zmian typu rozktadu prawdopodobienstwa zmiennych losowych przedsta-
wiono w tabeli 5.13.

Tabela 5.13. Opis zmiennych losowych

Zmienna losowa Funkcja Wartosé Odchylenie | Wspolczynnik

prawdopodobienstwa $rednia standardowe zmiennosci
obcigzenie ,,P1” normal 2 kN 0,2 kN 10%
obcigzenie ,,P2” normal 1 kN 0,1 kKN 10%
obcigzenie ,,P3” normal 1 kN 0,1 kN 10%
obcigzenie ,,P4” normal 1 kN 0,1 kN 10%
obcigzenie ,,P5” normal 1 kN 0,1 kN 10%
obcigzenie ,,P6” normal 1 kN 0,1 kN 10%
obcigzenie ,,P7” normal 1 kN 0,1 kKN 10%
sztywnos$¢ osiowa ,,EA” normal 1000000 kN 100000 kN 10%
wspolrzedna ,,Z” wezta 1 normal 0,0 m 0,0l m

Przypadek 2 dostarcza informacji na temat wrazliwos$ci wskaznika niezawodno-
$ci na poszczeg6lne zmienne losowe oraz parametry rozktadu prawdopodobienstwa
kazdej z nich. Znajomo$¢ tej wrazliwosci ma duze znaczenie w lepszym zrozumie-
niu pracy konstrukcji. Jezeli wrazliwo$¢ wskaznika niezawodnos$ci ze wzglgdu na
zmienng losowa X jest mata w poréwnaniu do innych zmiennych, to mozemy
uznag¢, iz wptyw tej zmiennej na warto$¢ prawdopodobienstwa awarii jest niewielki
i w kolejnych obliczeniach mozemy jg traktowaé jako parametr deterministyczny.
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To stwierdzenie dotyczy réwniez parametréw rozkltadu zmiennej losowej, takich
jak: warto$¢ srednia i odchylenie standardowe. Numeryczne rezultaty badan poka-
zano w tabelach 5.14-5.16.

Tabela 5.14. Wyniki obliczen wskaznika niezawodnosci f oraz wrazliwosci wskaznika na

zmienne losowe

Przemieszczenie Wskaznik Wrazliwosé¢ wskaznika niezawodno$ci £ na zmienne losowe
pionowe niezawodnosci
wezta 1 g P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7 V4
0,772 0,99399 4,532 |-1,669 | -1,669 | -1,669 | -1,669 | -1,669 | -1,669 | 10,529
0,758 3,06257 4,355 -1,944 |-1,944 | -1,944 | -1,944 | -1,944 | -1,944 | 11,939
0,748 6,46303 4,027 |-2,355|-2,355|-2,355|-2,355 | -2,355 | -2,355 | 13,583

Tabela 5.15. Wyniki obliczen wrazliwosci wskaznika niezawodnosci f na wartos¢ srednig

zmiennej losowej

Przemieszczenie | Wrazliwo$¢ wskaznika niezawodnosci fna warto$¢ $rednig zmiennej losowej
pionowe
wezta 1 P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7 Z
0,772 -4,532 | 1,669 1,669 1,669 1,669 1,669 1,669 | -10,529
0,758 -4,355 1,944 1,944 1,944 1,944 1,944 1,944 | -11,939
0,748 -4,027 | 2,355 2,355 2,355 2,355 2,355 2,355 | -13,583

Tabela 5.16. Wyniki obliczen wrazliwosci wskaznika niezawodnosci § na wartos¢ odchyle-
nia standardowego zmiennej losowej

Przemieszczenie | Wrazliwos¢ wskaznika niezawodnosci fna warto$¢ odchylenia standardowego
pionowe zmiennej losowej
wezta 1
P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7 z
0,772 -4,083 | -0,277 | -0,277 | -0,277 | -0,277 | -0,277 | -0,277 | -1,102
0,758 -11,619 | -1,158 | -1,158 | -1,158 | -1,158 | -1,158 | -1,158 | -4,366
0,748 -20,965 | -3,584 | -3,584 | -3,584 | -3,584 | -3,584 | -3,584 | -11,925

Wrazliwo$¢ wskaznika niezawodno$ci jest najwigksza dla zmiennej losowe;j
opisujacej wspotrzedna ,,Z” wezta 1, natomiast najmniejsza dla zmiennej obrazuja-
cej sztywnos¢ osiowg pretow ,,EA” (ze wzgledu na bardzo matg wartos¢, nie zosta-
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ta umieszczona w tabelach). Wniosek ten dotyczy rowniez parametréw rozktadow
zmiennych losowych. W zakresie obcigzen wrazliwos¢ na site centralng ,,P1” jest
najwicksza. Wrazliwo$¢ na pozostale szes¢ sit ,,P2” , P3” | P4” , P5” ,P6” ,P7”
jest mniejsza i rOwna.

Rozwazania konczy rysunek 5.16. Seria 2 na tym rysunku pokazuje zmiang
warto$ci wskaznika niezawodno$ci podczas poruszania si¢ po §ciezce rozwigzania
geometrycznie nieliniowego, gdy jedyng zmienna losow3 jest obcigzenie. Pozostate
parametry zadania sg potraktowane jako wielko$ci deterministyczne. Otrzymane
wartosci wskaznika przy takim modelu obliczeniowym s3 wyraznie wyzsze niz
w serii 1, ktora przedstawia zdecydowanie petniejszy opis zadania (zmienne loso-
we obrazujg: obcigzenie P, sztywnos$¢ osiowa pretow EA, wspotrzedng Z wezta
pierwszego). Uwzglednienie w opisie wickszej liczby zmiennych losowych wydtu-
za czas obliczen, jednak takie postawienie problemu pozwala na bardziej rzetelng
oceng bezpieczenstwa konstrukcji.
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Rys. 5.16. Wplyw opisu modelu obliczeniowego konstrukcji i obcigzenia na wartos¢ wskaz-
nika niezawodnosci Hasofera-Linda

PRZYKLAD 3

Metod¢ FORM zastosowano tym razem do analizy niezawodnosci przeskoku we-
zta kopuly pretowej, przedstawionej na rysunku 5.17. Sciezke rownowagi dla prze-
mieszczenia pionowego g wezta 1 przedstawiono na rysunku 5.18. Zblizanie si¢ do
punktu granicznego poprzez zmiang warto$ci SPS zilustrowano na rysunku 5.19.
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Wspotrzgdne punktu granicznego: g = 0,285, 1= 4,215 dla rozwigzania geometrycz-
nie nieliniowego postuzyly do sformulowania funkcji granicznej jako warunku nie-
przekraczalno$ci dopuszczalnego mnoznika obcigzenia: g(x)=1 — w(x)/4,215.

x[m] | y[m] | z[m]
1 | 0,000 | 0,000 | 0,000

2 | -4,004 | 0,000 | 0,709

3 |-1,237 | -3,808 | 0,709

4 | 3,240 |-2,354| 0,709

5| 340 | 2,354 | 0,709

6 |-1,237 | 3,808 | 0,709
7 |-8,009 | 0,000 | 3,183

8 |-5,729 | -4,162 | 2,395

9 |-2,475|-7,617 | 2,883

10 | 2,188 |-6,735| 2,395

11 | 6,479 | -4,708 | 3,183

12 | 7,082 | 0,000 | 2,395

13 | 6,479 | 4,708 | 3,183

14 | 2,188 | 6,735 | 2,395

15 | -2,475 | 7,617 | 3,183

16 | -5,729 | 4,162 | 2,395

17 |-10,434| 0,000 | 6,448

18 | -9,246 | -3,808 | 5,658

19 | -6,479 | -7,617 | 5,658

20 | -3,224 | -9,923 | 6,448

21 | 0,765 |-9,971 | 5,658

22 | 5,242 | -8,516 | 5,658

23 | 8,441 | -6,133 | 6,448

24 | 9,719 | -2,354 | 5,658

25 | 9,719 | 2,354 | 5,658

26 | 8,441 | 6,133 | 6,448

27 | 5,242 | 8,516 | 5,658

28 | 0,765 | 9,971 | 5,658

29 | -3,224 | 9,923 | 6,448

30 | -6,479 | 7,617 | 5,658

31 |-9,246 | 3,808 | 5,658

Rys. 5.17. Siatka elementow i geometria koputy pretowej
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Rys. 5.19. Zaleznos¢ skalarnego parametru sztywnosci od mnoznika obcigzenia dla rozwig-
zania geometrycznie nieliniowego

W analizie niezawodnosci wykorzystano nast¢pujace zmienne: P = 10p (obcia-
zenie wezta 1), sztywno$¢ osiowa EA, wspotrzedna Z wezta 1. Rozpatrzono dwa
przypadki.
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Przypadek 1

» obcigzenie P — zmienna losowa (opis zmian typu rozktadu prawdopodobienstwa
zmiennych losowych przedstawiono na rysunku 5.20),

= sztywno$¢ osiowa EA — zmienna deterministyczna (EA = 14000 kN),

= wspotrzedna Z wezta 1 — zmienna deterministyczna (Z = 11,665 m).

wskaznik niezawodnoSci
Hasofera-Linda ()

2 <

1 ——

0 ‘ ‘ ‘ !
[sa] o o~ — N
o ~ — (= (=]
Q o = =N S
o o A o <
(o]

mnoznik obciazenia (1)
—e—normal (10,1) —=— gumbel (10,1) —a— frechet(10,1) weibull(10,1)

Rys. 5.20. Wplyw przyjetego typu rozktadu prawdopodobienstwa zmiennej losowej opisujg-
cej obcigzenie na wartos¢ wskaznika niezawodnosci Hasofera-Linda

Przeanalizowano, jak zmienia si¢ warto$¢ wskaznika niezawodno$ci Hasofera-
Linda, a tym samym prawdopodobienstwo awarii w zalezno$ci od przyjetego typu
rozktadu prawdopodobienstwa zmiennej losowej, w miare zblizania si¢ do wartosci
granicznej obciazenia (rys. 5.20). Ré6znice migdzy wskaznikami niezawodnosci, dla
roznych typow rozktadéow prawdopodobienstwa, rosng w miar¢ oddalania si¢ od
warto$ci granicznej mnoznika obcigzenia. Na przyktad dla wartosci mnoznika ob-
cigzenia rownego 2,9203 wskaznik niezawodnosci przyjmuje dla rozktadu normal-
nego Normal (10,1) warto$¢ f = 3,056, dla rozktadu Gumbela (10,1) g = 7,119,
a dla rozktadu Weibulla (10,1) f =2,452.

Kolejne rysunki 5.21 1 5.22 przedstawiaja wptyw zmiany wartosci odchylenia
standardowego rozktadu normalnego i Gumbela na wskaznik niezawodnosci Haso-
fera-Linda.
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Rys. 5.21. Wplyw zmiany wartosSci odchylenia standardowego rozkladu normalnego zmien-
nej losowej opisujgcej obcigzenie na wskaznik niezawodnosci Hasofera-Linda
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Rys. 5.22. Wplyw zmiany wartosci odchylenia standardowego rozktadu Gumbela zmiennej
losowej opisujgcej obcigzenie na wskaznik niezawodnosci Hasofera-Linda
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Po zmianie wartoéci odchylenia standardowego w rozktadzie Gumbela o 2,
dla mnoznika 2,9203, wartosci wskaznika niezawodnosci wzrosly od 1,146 do
7,119. Po zmianie wartosci odchylenia standardowego w rozktadzie normalnym
0 2, dla mnoznika obciazenia 2,9203, wartosci wskaznika niezawodnosci wzrosty
od 1,019 do 3,056.

Przypadek 2

= obcigzenie P — zmienna losowa,
= sztywno$¢ osiowa EA — zmienna losowa,
»  wspotrzedna Z wezta 1 — zmienna losowa.
Opis zmian typu rozktadu prawdopodobienstwa zmiennych losowych przedsta-
wiono w tabeli 5.17.

Tabela 5.17. Opis zmiennych losowych

. Rozktad Wartos¢ Odchylenie | Wspotczynnik
Zmienna losowa ., , . . L.
prawdopodobienstwa Srednia standardowe zmiennoS$ci
obcigzenie ,,P” gumbel 10 kN 1 kN 10%
sztywnos$¢ osiowa ,,EA” normalny 14000 kN 1400 kN 10%
wspolrzedna ,,Z” wezta 1 normalny 11,665 m 0,09 m 0,77%

Kolejny etap to wprowadzenie, w opisie modelu obliczeniowego, zmiennych
losowych obrazujacych sztywno$¢ osiowg EA oraz wspotrzedng Z wezta pierw-
szego. Na rysunku 5.23 pokazano, jak zmienia si¢ warto$¢ wskaznika niezawodno-
sci dla réoznych opisow modelu obliczeniowego zadania. Najwigksze wartosci
wskaznika niezawodnosci obserwujemy, gdy zmienng losowa jest tylko obcigzenie.
Wprowadzenie dodatkowo dwoch kolejnych zmiennych losowych (EA i Z) zdecy-
dowanie obniza wartosci wskaznika niezawodnos$ci. Efekt ten mozna bylo zaob-
serwowac rowniez w poprzednich przyktadach.

Na podstawie tabel 5.18, 5.19, 5.20 mozemy zauwazy¢ wyrazng roznicg w oce-
nie wrazliwosci wskaznika niezawodno$ci na zmienng losowa opisujacg wspot-
rzgdng Z wezla pierwszego w stosunku do pozostatych zmiennych losowych. Im-
perfekcje potozenia weztow odgrywaja bardzo wazng rol¢ w przeskoku wezta kon-
strukcji kratowych zarowno w analizie probabilistycznej, jak i deterministycznej,
co mozna zaobserwowa¢ w wielu pracach traktujacych o statecznosci. Rysunek
5.24 pokazuje jak duze roznice w ocenie bezpieczenstwa konstrukcji moga pojawicé
si¢, gdy niewltasciwie oszacujemy odchylenie standardowe zmiennej losowej od-
powiedzialnej za imperfekcje potozenia weztow.



94

5. Metoda FORM w analizie statecznosci konstrukcji kratowych (przyktady)

wskaznik niezawodnosci
Hasofera-Linda (8)

o

1\
1 +

|

2,9203

3,3730+

3,6170+

mnoznik obciazenia (p)

—e— P+EA+Z(0.05)

—=—P

P+EA

3,9010-

Rys. 5.23. Wplyw opisu modelu obliczeniowego na wartos¢ wskaznika niezawodnosci

Tabela 5.18. Wyniki obliczen wskaznika niezawodnosci p oraz wrazliwosci wskaznika na

zmienne losowe

Mnoznik Wskaznik Wrazliwos$¢ wskaznika niezawodnosci fna zmienne losowe
obcigzen niezawodnosci
P B EA P z
2,9203 1,2396 2,525¢-4 -3,838e-1 -9,73298
3,373 0,6463 2,304e-4 -3,389%-1 -10,02817
3,617 0,4098 2,188¢e-4 -3,178e-1 -10,12866
3,901 0,17235 2,044e-4 -2,934e-1 -10,24937

Tabela 5.19. Wyniki obliczen wrazliwosci wskaznika niezawodnosci f na wartos¢ srednig

zmiennej losowej

Mnoznik Wrazliwosé¢ wskaznika niezawodno$ci f na warto$¢ srednig zmiennej losowej
obcigzen
U EA P z
2,9203 -2,525¢-4 3,838e-1 9,73298
3,373 -2,304e-4 3,389%-1 10,02817
3,617 -2,188e-4 3,178e-1 10,12866
3,901 -2,044¢-4 2,934e-1 10,24937
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Tabela 5.20. Wyniki obliczen wrazliwosci wskaznika niezawodnosci f na wartos¢ odchyle-
nia standardowego zmiennej losowej

. L Wrazliwos¢ wskaznika niezawodnos$ci fna warto$¢ odchylenia
Mnoznik obciazett standardowego zmiennej losowej
g EA P Z
2,9203 -7,337¢e-5 -1,842¢-1 -10,569
3,373 -4,803e-5 -1,100e-1 -5,849
3,617 -2,746¢-5 -8,365¢-2 -3,784
3,901 -1,008e-5 -5,987¢-2 -1,629

\,07462

wskaznik niezawodno$ci
Hasofera-Linda ()
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T
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odchylenie standardowe (o)
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Rys. 5.24. Zaleznos¢ wskaznika niezawodnosci od wartosci odchylenia standardowego
zmiennej losowej opisujgcej wspotrzedng Z wezia pierwszego

Obliczenia przedstawione na rysunku 5.24 wykonano dla mnoznika u = 2,9203
sciezki rozwigzania geometrycznie nieliniowego.
Na rysunku 5.25 przedstawiono, jak zmienia si¢ wskaznik niezawodnosci pod-
czas zmiany warto$ci odchylenia standardowego zmiennej losowej obrazujacej
wspotrzedng Z wezla pierwszego konstrukceji kratowe;.



96 5. Metoda FORM w analizie statecznosci konstrukcji kratowych (przyktady)

35

7

1,5 1

wskaznik niezawodno$ci
Hasofera-Linda ()

0,5

2,9203
3,3730 -
3,6170

S
3,9010 J

mnoznik obcigZenia (p)
—e—P+EA+Z(0.05) —=—P+EA+Z(0.01)

Rys. 5.25. Wplyw wartosci odchylenia standardowego zmiennej losowej Z opisujgcej polo-
zenie wezta 1

PRZYKLAD 4

W obliczeniach niezawodnosci waznym czynnikiem jest czas trwania obliczen.
W przyblizeniu jest to czas potrzebny do uzyskania pojedynczej wartosci funkcji
granicznej pomnozony przez liczb¢ realizacji niezbednych do oszacowania praw-
dopodobienstwa awarii. W pracy warto$¢ funkcji granicznej jest obliczana za po-
mocg programu MES KRATA.

Ponizej w tabelach 5.21-5.23 (dla wybranych realizacji) przedstawiono, jak czg-
sto w trakcie obliczen konieczne byto wywotywanie programu KRATA.

Tabela 5.21. Wyniki obliczen liczby wywolywan programu KRATA i liczby iteracji dla
kratownicy zrealizowanej w przykladzie 3 — liczba zmiennych losowych = 3

Mnoznik obcigzen Liczba wywolywan Liczba Wzgledna odleglos¢ punktu na
] programu KRATA iteracji Sciezce od punktu granicznego

3,373 14 2 19,9%

3,617 14 2 14,2%

3,901 14 2 7,4%
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Tabela 5.22. Wyniki obliczen liczby wywolywan programu KRATA i liczby iteracji dla
kratownicy zrealizowanej w przyktadzie 1 — liczba zmiennych losowych = 3

Mnoznik obcigzen Liczba wywotywan Liczba Wzgledna odleglos¢ punktu na
u programu KRATA iteracji $ciezce od punktu granicznego

1,565 20 2 30,8%

1,732 14 2 23,4%

2,018 14 2 10,8%

Tabela 5.23. Wyniki obliczen liczby wywolywan programu KRATA i liczby iteracji dla
kratownicy zrealizowanej w przyktadzie 2 — liczba zmiennych losowych = 9

Przemieszczenie Liczba wywotywan Liczba Wzgledna odlegto$¢ punktu na
pionowe wezla 1 programu KRATA iteracji $ciezce od punktu granicznego
0,772 75 8 1,7%
0,758 125 8 3,4%
0,748 166 8 4,7%

Mozemy zauwazy¢, ze wzrost liczby zastosowanych zmiennych losowych zde-
cydowanie zwigkszyt czas obliczen. Ponadto w miar¢ oddalania si¢ od punktu gra-
nicznego liczba wywotywan programu MES KRATA réwniez ulegla wyraznym
zmianom. Dla punktéw bardzo oddalonych od punktu granicznego uzyskanie wy-
nikow w czasie mozliwym do zaakceptowania bylo nierealne, czgsto pojawiaty si¢
wowczas problemy z obliczeniem gradientow funkcji granicznej, niezbgdnych do
okreslenia polozenia punktu projektowego.

PRZYKLAD 5

Oprogramowanie STAND umozliwia weryfikacje poprawnosci rozwigzan uzy-
skiwanych metoda FORM poprzez zastosowanie metody drugiego rzedu SORM.
Bardzo cenne informacje dostarcza rowniez metoda Monte Carlo oraz Importance
Sampling. Metody te nie nadaja si¢ do zastosowania w duzych zadaniach nieza-
wodnosciowych. Spowodowane jest to ciagle znacznym (w poroéwnaniu z metoda
FORM) czasem obliczen oraz niemoznoscig szybkiego uzyskania wrazliwosci
otrzymywanego prawdopodobienstwa zniszczenia na parametry projektowe. Jed-
nak ze wzgledu na swoja duza doktadnos¢, metody te bardzo dobrze nadaja si¢ do
okreslania btedu popetnianego przez metody pierwszego i drugiego rzedu.
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Tabela 5.24. Analiza porownawcza obliczania wskaznika niezawodnosci (kratownica Missesa)

FORM SORM Monte Carlo Importance Sam-
Mnoznik | (liczba wywotywan | (liczba wywotywan | (liczba wywolywan | pling (liczba wywo-
obcigzen u programu programu programu tywan programu
KRATA =20) KRATA =32) KRATA =100000) | KRATA =10020)
1,609 1,41400 1,41643 1,42285 1,43018

Analiza porownawcza obliczania wskaznika niezawodno$ci przy pomocy me-
tod: FORM, SORM, Importance Sampling, Monte Carlo potwierdza stuszno$¢
decyzji o stosowaniu w prezentowanej pracy jako podstawowej metody badawczej
metody FORM. Btad wzgledny dla poszczegdlnych metod przy zalozeniu, ze ukta-
dem odniesienia jest metoda Monte Carlo wynosi: dla metody FORM — 0,622%,
dla metody SORM - 0,451%, dla metody Importance Sampling — 0,515%.

Analizujac wyniki mozemy zauwazy¢, ze prawdopodobienstwo awarii obliczo-
ne metoda FORM nieco odbiega od pozostatych co jest spowodowane tym, ze
prawdopodobienstwo jest stosunkowo duze i zatozenie liniowego przyblizenia
powierzchni granicznej w punkcie projektowym nie prowadzi do bardzo doktad-
nych rezultatow. Lepsze rezultaty otrzymano metoda SORM, ktoéra wykorzystuje
paraboliczng aproksymacj¢ powierzchni granicznej. Trzeba mie¢ jednak na uwa-
dze, ze efektywnos¢ metody SORM maleje wraz z rosngcg liczbg zmiennych loso-
wych za sprawa algorytmu wyznaczania hesjanu oraz wartosci wtasnych hesjanu
w punkcie projektowym powierzchni granicznej. Nie bez znaczenia jest rOwniez
fakt, ze do oszacowania prawdopodobienstwa awarii w przypadku metody FORM
wystarczy 20 wywolan programu KRATA, w metodzie SORM 32, w metodzie
Importance Sampling 10020, w metodzie Monte Carlo 100000. Czas obliczen oraz
mozliwo$¢ uzyskania szybkiej odpowiedzi na temat wrazliwosci otrzymywanego
prawdopodobienstwa zniszczenia na parametry projektowe zadecydowaty o wybo-
rze metody FORM jako podstawowej metody badawcze;.



6

Whioski

1. Budujac model matematyczny zadania projektant musi podja¢ decyzje, ktore
parametry projektowe potraktowac jako deterministyczne, a ktore jako losowe.
W rzeczywistosci kazda wielkos¢ fizyczna jest zmienng losows, jednak ze wzgle-
dow obliczeniowych czes$¢ przyjmuje si¢ jako parametry deterministyczne. Iden-
tyfikacja zmiennych w sposdb znaczacy decyduje o rozwigzaniu zadania, dlatego
tak istotnym problemem jest badanie wrazliwos$ci wskaznika niezawodnos$ci na
zmiany charakterystyk probabilistycznych rozwazanych zmiennych losowych.

2. Po uwzglednieniu losowosci danego parametru nalezy uwaznie przesledzié, jaki
typ rozktadu prawdopodobienstwa jest odpowiedni dla danej zmiennej losowe;.
Na wyniki analizy wyraznie wptywa roéwniez opis parametréw rozktadu.

3. Problem prawidtowego sformutowania kryterium awarii wymaga przewidywa-
nia prawdopodobnych dla danej konstrukcji sposobow zniszczenia badz utraty
funkcji uzytkowych. Zaleca si¢ indywidualne rozpatrywanie kazdej konstrukeji
w celu ustalenia funkcji graniczne;.

4. Metody potprobabilistyczne, oparte na czesciowych wspolczynnikach bezpie-
czenstwa, stosowane w projektowaniu inzynierskim, nie dostarczajg informacji
na temat poziomu niezawodnos$ci obiektu, co jest powazna wada takiego sposo-
bu projektowania.

5. W miar¢ wzrostu stopnia komplikacji, wystepujacego przy praktycznych za-
gadnieniach projektowania, jawne metody niezawodnosci tracg swojg funkcjo-
nalno$¢. W zwiazku z powyzszym w pracy zaproponowano mozliwo$¢ uzycia
interfejsu migdzy metodami zajmujacymi si¢ analiza niezawodnos$ci a nume-
rycznymi metodami obliczania konstrukcji inzynierskich, np. MES. W literatu-
rze nie ma zbyt wielu prac poswigconych temu podej$ciu, natomiast daje ono
mozliwos¢ budowy modelu matematycznego, ktory lepiej opisuje rzeczywisto§¢
i jego rozpowszechnienie jest godne polecenia.

6. Wérdd inzynierow widoczny jest opor przed stosowaniem metod probabili-
stycznych. Dotyczy to rowniez probabilistycznych metod numerycznych, kto-
rych ztozonos¢ jest w istocie ukryta wewnatrz programow komputerowych. Do-
datkowy wysitek uzytkownika programu jest potrzebny przy charakteryzowaniu
danych dwoma parametrami (wartoscia oczekiwang i odchyleniem standardo-
wym) w miejsce jednego parametru wymaganego w metodach deterministycz-
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nych. Konieczne jest wiec dostarczenie inzynierom algorytméw umozliwiajacych
analiz¢ konstrukcji z uwzglednieniem czynnikow losowych. Wedtug autorki me-
toda FORM moze w przysztosci wypehi¢ t¢ luke. Bardzo waznym momentem
w procesie projektowania jest podjecie decyzji, ktory parametr potraktowac jako
deterministyczny, a ktory jako losowy. Metoda FORM poprzez analiz¢ wrazliwo-
sci wskaznika niezawodnosci daje szybka odpowiedz na to pytanie.

7. Nalezy jednak caly czas pamigtaé, ze metoda FORM daje najlepsze rezultaty
wowczas jesli istnieje tylko jeden punkt projektowy, funkcja graniczna nie jest
silnie nieliniowa, jest rézniczkowalna. Dlatego tez przed podjeciem decyzji
o0 zastosowaniu tej metody do innych zagadnien analizy konstrukceji, konieczne
staje si¢ przeprowadzenie wielu testow sprawdzajacych.
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Podsumowanie

W prezentowanej pracy analizie poddano jednowarstwowe stabo wynioste kon-
strukcje kratowe podatne na utrate statecznos$ci poprzez przeskok wezta. W litera-
turze mozemy znalez¢ wiele prac traktujacych o tym zagadnieniu w ujeciu deter-
ministycznym. Pozwala ono okresli¢ maksymalne obcigzenie towarzyszace prze-
skokowi oraz sposob osiagnigcia tej wartosci, tj. Sciezke rownowagi. W determini-
stycznym podejsciu obcigzenie jest opisane poprzez normowa warto$¢ charaktery-
styczng 1 wspoltczynnik bezpieczenstwa. Nie interesuje nas mozliwo$¢ rozrzutu
obcigzenia, ktore definiuje odchylenie standardowe oraz sposob realizacji obcigze-
nia na konstrukcji. Problem ten dotyczy rowniez wielkosci opisujacych model kon-
strukcji, na przyklad zmieniajacej si¢ sztywnosci osiowej pretow lub wspotrzed-
nych potozenia weztow struktury.

W ujeciu probabilistycznym mamy mozliwo$¢ dokladniejszego, bardziej zbli-
zonego do rzeczywisto$ci, opisu oddziatywania obcigzenia na konstrukcje¢ poprzez
podanie typu rozktadu oraz parametrow rozktadu (wartoéci $redniej i odchylenia
standardowego). Najczesciej stosowanym rozktadem w teorii prawdopodobienstwa
jest rozktad normalny. Jedng z istotnych jego zalet jest to, ze kazda liniowa kombi-
nacja niezaleznych zmiennych losowych o rozktadach normalnych jest zmienna
losowg o rozktadzie normalnym. Przyjmujac jednak, ze zmienne losowe opisujace
problem niezawodno$ciowy sa typu gaussowskiego, nalezy pamigtac, iz rozktad
ten daje niezerowe warto$ci prawdopodobienstwa dla ujemnych realizacji zmiennej
losowej. Mozna wigc uzywac¢ go do modelowania wielkosci losowych nieujem-
nych ze swej fizycznej natury, jedynie przy zatozeniu, ze prawdopodobienstwo
przyjmowania przez nie warto$ci mniejszych od zera jest pomijalnie mate. Rozktad
normalny mozemy przyjmowacé do opisu na przyklad losowosci potozenia weztow
konstrukcji, jak rowniez losowo$ci mnoznika obciazen statych.

W uktadach rzeczywistych rozktady niektorych obcigzen znacznie odbiegajg od
rozktadu gaussowskiego i przyjecie zatozenia o ich normalnosci moze prowadzi¢
do grubych btedéw w ocenie bezpieczenstwa konstrukcji. Zdecydowanie niegaus-
sowski charakter majg obciazenia atmosferyczne. Obcigzenia takie jak: wiatr, $nieg,
prady i fale morskie oddziatujg na konstrukcj¢ ze zmienng w czasie intensywnoscia
i powinny by¢ traktowane jako procesy losowe. Mozna jednak czasem traktowac je
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jako zmienne losowe o rozkladach prawdopodobienstwa odpowiadajacych rozktadom
maksimow tych obcigzen w danym (dlugim) przedziale czasu. Przyktadami takich
rozktadow sg rozktady Gumbela i Frecheta.

W pracy wykorzystano program do analizy niezawodnosci STAND zbudowany
w IPPT PAN oraz modut autorski MES KRATA generujacy $ciezkg rownowagi za
pomoca metody stalej dtugosci tuku. W programie KRATA, do badania zmian
macierzy sztywnos$ci konstrukcji w analizie przyrostowo-iteracyjnej, wykorzysta-
no skalarny parametr sztywnosci SPS z pracy Bergana i Sordei [9, 10]. Rozpatry-
wano warunek nieprzekroczenia dopuszczalnego mnoznika obcigzenia lub prze-
mieszczenia. Powyzsze warunki stanowia niejawne postacie funkcji zmiennych
losowych, stad wynikta konieczno$¢ zbudowania interfejsu pomiedzy programami
STAND i KRATA.

Z przedstawionych w pracy rozwazan wynika, ze na oceng bezpieczenstwa kon-
strukcji ma wplyw wiele czynnikoéw. Istotnym zagadnieniem w analizie niezawod-
nosci jest wiec przyjecie takiego modelu obliczeniowego (zarowno konstrukeji jak
i obciazenia), ktory najbardziej jest zblizony do stanu rzeczywistego. Niekomplet-
ne dane statystyczne oraz niewtasciwie przyjete zatozenia mogg prowadzi¢ do po-
waznych réznic w wartosciach wskaznika niezawodnosci.

Konkurencyjne w stosunku do metod aproksymacyjnych metody symulacyjne
(niezaleznie od wtasnosci funkcji granicznej) umozliwiaja wyznaczenie prawdopo-
dobienstwa awarii z dowolng dokladnoscig. Jednak w wigkszosci przypadkow
osiagnigcie zadanej doktadnosci wigze si¢ z koniecznos$cia przeprowadzenia zbyt
duzej liczby symulacji, a tym samym z wydluzeniem czasu obliczen. Nie bez zna-
czenia jest rowniez zdecydowanie wigkszy trud oszacowania wrazliwosci wskazni-
ka niezawodnos$ci na zmienne losowe 1 parametry rozktadu kazdej z nich.
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Zastosowanie metody FORM w analizie niezawodnosci konstrukcji
kratowych podatnych na przeskok

Streszczenie

W pracy rozwazono mozliwos¢ zastosowania metody FORM w analizie nie-
zawodnosci konstrukcji kratowych stabo wyniostych podatnych na utrate statecz-
nosci poprzez przeskok wezta. Jako zmienne losowe przyjeto nastepujace parame-
try: sztywno$¢ osiowa, mnozniki schematéw obcigzenia, wspotrzedne weztow.
W rozwazanych zagadnieniach nie uwzglgdnia si¢ jawnie czasu oraz wzajemnej
korelacji przyjetych zmiennych losowych. Rozpatrywane sg dwa typy warunkow
granicznych: warunek nieprzekroczenia dopuszczalnych przemieszczen weztow
konstrukcji oraz warunek nieprzekroczenia dopuszczalnego mnoznika obcigzenia.

W pracy za miar¢ niezawodno$ci przyjeto wskaznik niezawodnosci Hasofera-
Linda wyznaczany przy uzyciu iteracyjnej procedury Rackwitza-Fiesslera. Doktad-
no$¢ wynikow otrzymywanych przy zastosowania tego wskaznika jest wystarczajaca
dla potrzeb praktycznych i dlatego tez zyskat on duzg popularnos¢ jako miara nieza-
wodnosci, szczegoélnie w potaczeniu z metodami transformacji wykorzystujacymi
pelng informacje¢ o rozktadach zmiennych losowych.

Waznym elementem pracy jest badanie wrazliwos$ci wskaznika niezawodno$ci
na zmiany charakterystyk probabilistycznych rozwazanych zmiennych losowych,
jak réwniez sprawdzenie numerycznej efektywnos$ci metody FORM w pordéwna-
niu do innych metod niezawodnosci, tj. metody SORM, Monte Carlo, Importance
Sampling.






Application method FORM in reliability analysis
of node snapping truss structures

Summary

The present study considers the problems of stability and reliability of truss
structures susceptible to stability loss from the condition of node snapping. In the
reliability analysis of structures, uncertain parameters, such us load magnitudes, the
axial stiffness of bars, coordinate nodes are represented by random variables.
Random variables are not correlated. The criterion of structural failure is expressed
by the condition of non exceeding the admissible load multiplier or displacement.
In the current paper only the time independent component reliability analysis
problems are considered. The Hasofer-Lind index in conjunction with
transformation method in the FORM was used as a reliability measure.

The numerical aspects of application first order reliability method FORM in
node snapping truss structures are very important element of paper. The number of
the programme FEM runs and the number of iterations indicate that the proposed
method provides accurate and computationally efficient estimation of the
probability of failure. The study shows comparative analysis of the reliability index
computations by method FORM, method SORM, method Importance Sampling,
method Monte Carlo and estimate computation error. The interesting problem is
evaluation of the reliability index sensitivity with respect of random variables, mean
value, standard deviation.
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