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Abstract

In this paper the authors attempted to use the fractal geometry to describe the pore space of the water-clay systems. The
analysis was carried out on the source clays STx-1b and SWy-2. The values of the constant parameter k and fractal di-
mension D was determined by means of statistic. On this basis of the analysis, it was found that the description of the pore
space using fractal geometry is possible.
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Streszczenie

W niniejszym artykule podjeto probe zastosowania geometrii fraktalnej do opisu przestrzeni porowej systemow woda-it.
Analiza zostata przeprowadzona na itach modelowych STx-1b, SWy-2. Statystycznie wyznaczono wartosci parametrow
statej k i wymiaru fraktalnego D. Na podstawie przeprowadzonych analiz stwierdzono, ze opis przestrzeni porowej przy

uzyciu geometrii fraktalnej jest mozliwy.

Slowa kluczowe: geometria fraktalna, dystrybucja porow, bentonit, Montmoryllonit, STx-1b, SWy-2

1. Introduction

Determining the pore space in wet cohesive soils is
very difficult. Because of this it was decided to try to
use the statistical description of this space by fractal
geometry. The tests were made on unmodified clay
materials:

— bentonite STx-1b from Texas (USA),

— bentonite SWy-2 from Wyoming (USA).

These soils are considered as source model clays [1].
The soils were purchased in the Source Clays Reposi-
tory of The Clay Minerals Society, Chantilly, Virginia,
USA. They were well characterized in the paper [2].

There are many examples of the fractal objects in
mathematics, such as the Sierpinski pyramid with a
fractal dimension D = 2, which is presented in Figure
1. The objects with fractal structure are also common
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1. Wprowadzenie

Ze wzgledu na bardzo trudne okreslenie przestrzeni
porowej w wilgotnych gruntach spoistych postanowio-
no podjac probe statystycznego opisu tej przestrzeni za
pomoca geometrii fraktalnej. Badania zostaty przepro-
wadzone na niemodyfikowanych materiatach ilastych:

— bentonit STx-1b z Teksasu (USA),

— bentonit SWy-2 z Wyoming (USA).

Grunty te s3 uznawane za ity modelowe [1]. Grun-
ty zostaty zakupione w Source Clays Repository przy
The Clay Minerals Society, Chantilly, Virginia, USA.
Zostaty blizej scharakteryzowane w pracy [2].

W matematyce istnieje wiele przyktadow obiektow
fraktalnych, takich jak np. piramida Sierpinskiego
o wymiarze fraktalnym D = 2 pokazana na rysunku 1.
Struktury o budowie fraktalnej sa powszechnie spo-
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in nature. Examples include crystalline dendrites
(e.g. snowflakes), coastlines, Norwegian fjords,
blood vessels, river systems or lightning. However,
the fractal structure of natural objects may only have
statistical character.

2. Fractal geometry theory

The concept of a fractal (Latin fractus - broken,
partial, fractional) was first introduced into mathe-
matics by French mathematician and computer scien-
tist Benoit Mandelbrot (1924-2010). It concerns the
mathematical description of certain specific repeated-
ly shaped objects regardless of the scale of observa-
tion and possible to describe by recursive formula.
We can say, that fractal objects are self-similar at each
level of observation

The fractal dimension D is one of the key concept
of fractal description of reality. It was introduced
by German mathematician Feliks Hausdorf (1868-
1942) and, based on other grounds, by Russian
mathematician Andrei Kolmogorov (1903-1987)
independently. Although, strictly speaking, the di-
mensions of Hausdorf and Kolmogorov differ, it
was assumed to be identified because, in one ver-
sion, Hausdorf’s complex definition is reduced to
Kolomogorov’s definition and as such was used in
Mandelbrot’s papers.

The idea of the Kolmogorov dimension is as
follows [3]: let the geometric object F contained in
the n-dimensional Euclidean space be covered with
a set of cubes (i.e., squares or cubes respectively
for n = 2 or n = 3) with sides equal h. Let N(h) be
the minimum number of cubes needed to cover the
whole object.

tykane rowniez w przyrodzie. Przyktadem mogg by¢
krystaliczne dendryty (np. ptatki $niegu), linie wy-
brzezy, system fiordow norweskich, system naczyn
krwionosnych, systemy wodne rzek lub blyskawi-
ca. Jednakze natura fraktalna obiektéw naturalnych
moze posiada¢ charakter jedynie statystyczny.

Fig. 1. Example of a fractal object D = 2 (Sierpinski
pyramid)

Rys. 1. Przyktad obiektu o wymiarze fraktalnym D = 2 (pi-
ramida Sierpinskiego)

2. Teoria geometrii fraktalnej

Pojecie fraktatu (fac. fractus — ztamany, czastko-
wy, ulamkowy) zostalo wprowadzone do matema-
tyki przez francuskiego matematyka i informatyka
Benoit Mandelbrota (1924-2010). Dotyczy ono opisu
matematycznego pewnych specyficznych obiektow
o ksztalcie powtarzalnym, niezaleznie od przyjetej
skali obserwacji i mozliwym do opisu wzorem reku-
rencyjnym. Innymi stowy, obiekty fraktalne sa samo-
podobne na kazdym poziomie obserwacji.

Jednym z kluczowych poje¢ fraktalnego opisu rze-
czywistosci jest pojecie tzw. wymiaru fraktalnego D.
Zostal on wprowadzony przez niemieckiego mate-
matyka Feliksa Hausdorfa (1868-1942) i niezaleznie,
na podstawie innych przestanek, przez rosyjskiego
matematyka Andrieja Kolmogorowa (1903-1987).
Chociaz wymiary Hausdorfa i Kotmogorowa r6znia
si¢ miedzy soba, jednak przyjelo sie je utozsamiac,
poniewaz w pewnej wersji skomplikowana definicja
Hausdorfa sprowadza si¢ do definicji Kotmogorowa
1 jako taka byta uzywana w pracach Mandelbrota.

Idea wymiaru Kotmogorowa jest nastepujaca [3]:
niech obiekt geometryczny F zawarty w n-wymiaro-
wej przestrzeni euklidesowe]j bedzie pokryty zbiorem
kostek (tj. kwadratéw lub szescianow odpowiednio dla
n =2 lub n = 3) o bokach rownych h. Niech N(h) ozna-
cza minimalng liczbe kostek potrzebnych do pokrycia
catego obiektu.
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It is known that the following proportions occur
for sufficiently small h (Fig. 2):
— for a smooth line: N(h) ~ (1/h),
— for a smooth surface: N(h) ~ (1/h)?,
— for space in R3 N(h) ~ (1/h)?,
— for a certain geometric object (fractals): N(h) ~
(1/h)?, where D is not the integer.

Wiadomo, ze gdy h jest dostatecznie male, to zacho-
dza nastepujace proporcjonalnosci (rys. 2):
— dla odcinka gtadkiej linii: N(h) ~ (1/h),
— dla ptata gtadkiej powierzchni: N(h) ~ (1/h)?,
— dla obszaru w R% N(h) ~ (1/h)?,
— dla pewnych obiektéw geometrycznych (fraktali):
(h) ~ (1/h)?, gdzie D nie jest liczbg catkowita.

 — L N, Y .

Fig. 2. Different methods of covering objects by one-, two- and three-dimensional set of cubes

Rys. 2. Sposoby pokrycia obiektow: jedno-, dwu- i trojwymiarowego zbiorami kostek

For dimension D there is following equality:
logN (h)
log(—
g()

D =log, N(h) = (1

The fractal dimension is defined as the limit value:

logN(h)
log()

D=Ilim
h—0

2)

3. Analysis and discussion

This section presents an attempt to use fractal
geometry to describe the pore space of water-
montmorillonite systems. These are systems in which
pores satisfy the basic, but not the only one, postulate
of fractal geometry: the dimensions of each object
include a plurality of observation levels, starting with
macropores of more than 10000 nm to micropores
smaller than 1 nm. Particularly interesting is the
question of the value of the fractal dimension and its
possible dependence on the humidity.

The starting point of analysis was the equation
presented in [4], describing the theoretical
dependence of the volume derivative value of the
radius PSD from the radius value:

vV _ -0

dr

3)

210

Tak wiec dla wymiaru D zachodzi rowno$¢:
logN (h)
log(—
g()

D =logyy N(h) = (1)

Wymiar fraktalny jest zdefiniowany jako wartos¢
graniczna:
logN (h)

D=1lim
h—0

1 @)
log(ﬁ)

3. Oméwienie i analiza

W niniejszej sekcji podjeto probe zastosowania geo-
metrii fraktalnej do opisu przestrzeni porowej syste-
mow woda-montmorillonit. Sg to uktady, ktorych pory
spetiajg podstawowy, jednak nie jedyny, postulat
geometrii fraktalnej: wymiary poszczegolnych obiek-
tow obejmuja wiele poziomow obserwacji, od makro-
porow o wymiarach ponad 10000 nm do mikroporow
o wymiarach ponizej 1 nm. Szczegolnie interesujace
wydaje si¢ pytanie o warto§¢ wymiaru fraktalnego
oraz jego ewentualng zalezno$¢ od wilgotnosci.

Za punkt wyjScia przyjeto roéwnanie, podane
w pracy [4], opisujace teoretyczng zalezno$¢ warto-
$ci pochodnej objetosci po promieniu PSD od war-
tosci promienia:

Wy

dr B 3)
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where: V — the volume, r — the radius, k — a constant,
D — fractal dimension.

Using differential distributions in the form
AV/Ar = f(r), statistical matching of parameters of
function given by equation (3) to empirical data on
natural clays SWy2 and STx-1b was performed. The
results are presented in Table 1.

SWy-2
w, % k D
34.01 0.005608 1379527
72.46 0.018004 2.054189
85.82 0.015450 1.687320
86.38 0.013669 1.641999
88.41 0.016309 1.897470
98.11 0.020690 1.976451
117.51 0.044929 2.241638

STx-1b
41.83 0.023559 1.904771
50.70 0.029647 2.122536
63.74 0.039284 2.320344
64.86 0.043647 2323363
70.06 0.029297 2.060203
70.08 0.058824 2.209054
70.51 0.026927 2.074151
7339 0.030209 2.082203
81.72 0.048018 2.303491

Using the analysis of variance, the significance
of the influence of the ‘clay’ (soil type) and the ‘w’
(humidity) on the values of parameters k and D was
evaluated. The results are shown in Tables 2 and 3.

The results of the analysis of variance confirm the
statistically significant influence (significance level
p <0.05) of soil type and humidity on the values of the
fractal dimension D.

gdzie: V — objeto$¢, r — promien, kK — pewna stata,
D — wymiar fraktalny.

Wykorzystujac rozklady roznicowe o postaci
AV/Ar = f(r), przeprowadzono statystyczne dopaso-
wanie parametréw funkcji danej réwnaniem (3) do
danych empirycznych dotyczacych naturalnych itow
SWy2 i STx-1b. Wyniki przedstawia tabela 1.

Table 1. Empirical values of the constant k and the fractal
dimension D obtained by the equation (3)

Tabela 1. Otrzymane empirycznie wartosci statej k i wymia-
ru fraktalnego D z rownania (3)

Teraz stosujac analize wariancji, oceniono istotno$¢
wplywu czynnika ‘clay’ (rodzaj gruntu) i ‘w’ (wilgot-
no$¢) na otrzymane wartosci parametrow K i D. Wy-
niki przedstawiono w tabelach 2 i 3.

Wyniki analizy wariancji potwierdzaja istotny sta-
tystycznie (na poziomie istotnosci p < 0,05) wplyw
rodzaju gruntu i wilgotno$ci na warto$ci wymiaru
fraktalnego D.

Table 2. The significance of the influence of the ‘clay’ (soil type) and ‘w’ (moisture) on the values of the parameter k

Tabela 2. Istotnos¢ wplywu czynnikow ‘clay’ (rodzaj gruntu) i ‘w’ (wilgotnosc) na otrzymane wartosci parametru k

SS Degr. of - Freedom Ms F p
Intercept 0.008156 1 0.008156 71.79746 0.000005
Clay 0.000997 1 0.000997 9.51438 0.011551
w 0.000794 2 0.000397 3.78606 0.,059687
Clay*w 0.000025 2 0.000013 0.12103 0.887287
Error 0.001048 10 0.000105

211



environment

THE USE OF THE FRACTAL GEOMETRY TO DESCRIBE THE PORE SPACE IN WET SOURCE CLAYS

Table 3. The significance of the influence of the ‘clay’ (soil type) and ‘w’ (moisture) on the values of the parameter D

Tabela 3. Istotnos¢ wptywu czynnikow ‘clay’ (rodzaj gruntu) i ‘w’ (wilgotnosé¢) na otrzymane wartosci parametru D

SS Degr. of - Freedom MS F p
Intercept 40.78205 1 40.78205 1663.208 0.000000
Clay 0.41207 1 0.41207 16.805 0.002147
w 0.35420 2 0.17710 7.223 0.011456
Clay*w 0.06716 2 0.03358 1.369 0.298089
Error 0.24520 10 0.02452

The influence of the ‘clay’ on the value of constant k
is statistically significant (significance level p < 0.05);
the influence of ‘w’ seems to be slightly less important,
but still significant at the significance level p <0.1.

Considering this, the function form was adjusted
separately for each soil:

k=aw+b 4)
6))

Matching results are shown in Table 4 and in
Figures 3 and 4.

D =aw+b

Wplyw czynnika ‘clay’ na warto$¢ statej K jest istot-
ny statystycznie (na poziomie istotnosci p < 0,05);
wplyw czynnika ‘W’ okazuje si¢ nieco mniej istotny,
cho¢ nadal istotny na poziomie p <0,1.

Biorac powyzsze pod uwage, osobno dla kazdego
gruntu przeprowadzono dopasowanie funkcji postaci:

“)
)

Wyniki dopasowania przedstawiono w tabeli 4 oraz
na rysunkach 3 1 4.

k =aw+b

D =aw+b

Table 4. The results of fitting the functions given by equations (4) and (5)
Tabela 4. Wyniki dopasowania funkcji danych rownaniami (4) i (5)

SWy2 STx-1b
k D k D
Estimate p Estimate p Estimate p Estimate p
a 0.00038 0.0256 0.00891 0.0339 0.00047 0.1774 0.00617 0.1506
b -0.0131 0.2753 1.0975 0.0092 0.005661 0.7947 1.7529 0.0002
R 0.81465 0.79154 0.49308 0.52066

Fig. 3. The dependence of the constant k in equation (3) on
the humidity

Rys, 3. Zaleznos¢ statej k w rownaniu (3) od wilgotnosci
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Fig. 4. The dependence of the fractal dimension D on the
humidity

Rys. 4. Zaleznos¢ wymiaru fraktalnego D od wilgotnosci
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Fig. 5. The dependence of the cumulative pore volume on
the pore radius obtained for two extreme humidities using
fractal geometry (bentonite SWy2)

Rys. 5. Zaleznos¢ kumulacyjnej objetosci porow od promie-
nia otrzymana dla dwoch skrajnych wilgotnosci przy zas-
tosowaniu geometrii fraktalnej (bentonit SWy2)

Transforming the equation (3) and integrating both
sides, we obtain an equation describing the volume of
all pores with radii <r:

k 3
3D

' 3p ©

Using the linear relationships described by
equations (4) and (5) and the estimators of parameters
a and b described in Table 4, the values of the constant
k and the fractal dimension D for two extremes of
humidity (a minimum and a maximum humidity in
the population of the soil samples) were calculated.
The obtained values of k and D were used in Equation
(6). Received “fractal” volume dependence from the
pore dimension is shown in Figures 5 and 6.

4. Conclusions

— The fractal description of the pore space of expan-
sive soils is possible and its parameters, including
the fractal dimension D, depend in a statistically
significant way from the origin of bentonite and
humidity.

— The fractal dimension D for both bentonites in-
creases with increasing humidity, which can be
explained as an increase in the degree of system
differentiation.

— The obtained dependencies, describing the cumula-
tive pore volume as a function of the radius, show
two different effects for the two analyzed clays:
in sodium SWy-2 a very pronounced influence of
humidity is observed; the effect of humidity in the
calcium STx-1b is not very significant.

Fig. 6. The dependence of the cumulative pore volume on
the pore radius obtained for two extreme humidities using
fractal geometry (bentonite STx-1b)

Rys. 6. Zaleznos¢ kumulacyjnej objetosci poréw od promie-
nia otrzymana dla dwoch skrajnych wilgotnosci przy zas-
tosowaniu geometrii fraktalnej (bentonit STx-1b)

Przeksztalcajac rownanie (3) i catkujac jego obie
strony, otrzymujemy roéwnanie opisujace objetosc
wszystkich poréw o promieniach <r:

k 3
(3D

) ©

Wykorzystujac zaleznos$ci liniowe opisane rowna-
niami (4) i (5) i estymatory parametréw a i b opisa-
ne w tabeli 4, obliczano wartosci statej k i wymiaru
fraktalnego D dla dwdéch skrajnych wilgotnosci (tzn.
najmniejszej i najwickszej wilgotnosci w populacji
probek danego gruntu). Tak otrzymane wartosci K
i D uzyto w rownaniu (6), otrzymujac ,,fraktalne”
zalezno$ci objetosci od wymiaru poru, pokazane na
rysunkach 51 6.

4. Wnioski

— Opis fraktalny przestrzeni porowej gruntow eks-
pansywnych jest mozliwy, a jego parametry,
w tym wymiar fraktalny D, zaleza w sposob
istotny statystycznie od pochodzenia bentonitu
1 wilgotnosci.

— Wymiar fraktalny D w przypadku obydwu analizo-
wanych bentonitow rosnie wraz ze wzrostem wil-
gotnosci, co mozna ttumaczy¢ jako wzrost stopnia
zréznicowania uktadu.

— Otrzymane zalezno$ci, opisujgce skumulowang
objetos¢ porow w funkcji promienia, pokazujg dla
dwoch analizowanych itéw dwa odmienne typy za-
chowania: w sodowym SWy2 obserwuje si¢ bardzo
wyrazny wptyw wilgotnosci, w wapniowym STx-1b
wplyw wilgotnosci okazuje si¢ malo istotny.
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— The fact that the two different types of V= f(r, w) - Fakt, ze opisane powyzej dwa rozne typy zaleznosci

observed in Na and Ca clay are consistent with V= f(r, w) obserwowane w itach typu Na i Ca po-

the generally accepted theory is an indirect posi- zostajg w zgodzie z ogdlnie przyjeta teoria, stanowi

tive validation of the fractal description of the pore posrednig pozytywnag walidacje fraktalnego opisu

space of expansive soils. przestrzeni porowej gruntow ekspansywnych.
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