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PRZEDMOWA

Niniejsze materialy zostaty opracowane na podstawie wyktadow prowadzonych
przez autora w Politechnice Swigtokrzyskiej na Wydziale Elektrotechniki, Auto-
matyki i1 Informatyki oraz na Wydziale Mechatroniki i Budowy Maszyn. Przedsta-
wiony materiat jest dostosowany do obowigzujacego programu nauczania przed-
miotu teoria sterowania na studiach zaocznych, wyktadanego dla kierunku naucza-
nia elektrotechnika. Zasadnicza uwage zwrdcono na problemy dotyczace dynamiki
procesow. Tre$¢ materiatow obejmuje cztery zasadnicze czesci:

pojecia podstawowe teorii regulacji (rozdz. 1),

— metody opisu matematycznego uktadow liniowych (rozdz. 2 i 3),

— metody analizy teoretycznej liniowych uktadow dynamicznych (rozdz. 4 1 5),
— metody syntezy uktadow sterowania obiektami liniowymi (rozdz. 6).

Zagadnienia przedstawione w publikacji zostaty zilustrowane licznymi przykta-
dami. W celu ulatwienia studiowania podstaw automatyki mniejsza uwage poswie-
cono stronie teoretycznej, rezygnujac z przedstawiania dowodow lub omawiania
przypadkow rzadziej spotykanych w praktyce; odsytajac jednoczes$nie zaintereso-
wanych Czytelnikow do literatury. W koncowej czeSci materialow do kazdego
rozdzialu zamieszczono pytania i zadania bez rozwigzan, ktére powinny utatwic
uczenie si¢ przerabianych partii materiatu.
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1. WPROWADZENIE

1.1. Pojecia podstawowe

W rozwoju przemystu stymulowanym przez dazenie do wzrostu produkcji, przy
jednoczesnym zmniejszeniu zatrudnienia i zuzycia surowcow, mozna wyroznic¢
dwa etapy, zwane powszechnie rewolucjami przemystowymi. Etap pierwszy to
etap mechanizacji. Obserwowano wowczas silny rozwdj konstrukcji i zastosowan
maszyn oraz urzadzen, ktore zastepowaly cztowieka w jego pracy fizycznej. Etap
drugi to etap automatyzacji. Mial wowczas miejsce rozwoj takich srodkow tech-
nicznych, ktore pozwalaty zastepowac cztowieka w jego pracy umystowej. Auto-
matyzacja zmniejszata przede wszystkim wysilek umystowy czlowieka w procesie
produkcyjnym. Kazdy z tych etapdéw charakteryzowal si¢ wigc intensywnym roz-
wojem $rodkéw produkeji, ktore zastgpowaly w procesie produkcyjnym prace fi-
zyczng i umystowg cztowieka.

Nowe techniki i $rodki produkcji, wprowadzane w poszczeg6lnych etapach,
nie tylko zmniejszaty wysitek cztowieka w procesie produkcyjnym. Powodowaty
one takze wzrost produkcji, wydajno$ci na jednego zatrudnionego i wzrost jako-
$ci produkceji, przy rOwnoczesnym zmniejszaniu zuzycia surowcOw i materiatow,
a takze energii na jednostke produkcji. W obecnym okresie zarysowuje si¢ nowa
rewolucja przemystowa, stanowigca dalszy rozwoj etapu automatyzacji. Wiaze
si¢ ona z postgpem w dziedzinie technologii i konstrukcji uktadow cyfrowych
oraz rozwojem techniki obliczeniowej. W tym nowym etapie postawiono sobie
za cel budowg takich maszyn i urzadzen, ktére w szerszym stopniu zastgpowaty-
by cztowieka w procesie produkcyjnym, a wiec zarowno w jego wysitku fizycz-
nym, jak i umystowym.

Histori¢ rozwoju automatyki mozna podzieli¢ na trzy okresy [22]. Pierwszy
okres, tzw. okres sztuki, obejmuje wiek XVIII i XIX. W tym czasie wzrastajace
zapotrzebowanie na urzadzenia napgdowe dla kopaln, warsztatéw tkackich, warsz-
tatow obrobki drewna i metalu oraz $rodkéw transportowych, doprowadzito do
skonstruowania maszyny parowej (XVIII w.) oraz silnika spalinowego i elektrycz-
nego (XIX w.). Zmechanizowane procesy technologiczne wymagaty szybkiego
i precyzyjnego dozoru, skonstruowano wigc pierwsze regulatory, tj. ptywakowy
regulator poziomu wody w kotle (I.I. Potzunow, 1765 r.) oraz odsrodkowy regula-
tor predkosci maszyny parowej (J. Watt, 1794 r.).



Regulator Watta z powodu swego dzialania proporcjonalnego prowadzit do po-
wstania statycznego uchybu predkosci maszyny (patrz rozdz. 4). Rozwigzanie tego
problemu w 6wczesnym okresie bylo ograniczone ze wzgledu na brak odpowied-
niej teorii analizy uktadow, a szczeg6lnie analizy stabilnosci (jedynym wyjatkiem
byla praca J.C. Maxwella pt. ,,O regulatorach” z 1868 r.). Wprawdzie pojawity si¢
prace matematykow francuskich (np. H. Poincare, 1880 r.), zajmujacych si¢ jako-
sciowa teorig rownan rozniczkowych i prace wybitnych matematykow z zakresu
stabilnosci rownan rézniczkowych (E.J. Routh, 1877 r., M.A. Lapunow, 1892 r.
i A. Hurwitz, 1895 r.), lecz do lat pigédziesigtych XX wieku znane byly wytacznie
w kregu matematykow.

Drugi okres obejmuje lata 1900 — 1940 i nazywany jest okresem przejsciowym
w rozwoju automatyki. Poczatek XX wieku przyniost kilka wielkich wynalazkow,
wsrod nich: pierwsze publiczne linie telefoniczne (1908 r.), zbudowanie triody (Lee
de Forest, 1909 r.), zastosowanie tasmy montazowej w zaktadach samochodowych
H. Forda itd. Ponadto okres ten charakteryzowal si¢ wytwarzaniem i przesylaniem
energii na wielka skale, narodzinami przemyshu lotniczego, gwattownym rozwojem
przemystu przetwoérczego i chemicznego. Tego rodzaju postep spowodowal opraco-
wanie wielu konstrukeji pneumatycznych, elektrycznych i hydraulicznych regulato-
row. Pojawito si¢ wowczas wiele prac teoretycznych z zakresu analizy stanéw dyna-
micznych i badania stabilnosci uktadow (H. Nyquist, 1932 r., A.W. Michajtow, 1938
r.), a takze ksigzka M. Tolle’a o regulacji predkosci (1921 r.).

Trzeci i obecny okres, tzw. okres nauki, rozpoczat si¢ na poczatku lat czter-
dziestych XX wieku. Zapoczatkowal go wybuch II wojny $wiatowej, co pociagne-
o za sobg gwaltowny wzrost nakladow na rozwoj przemystu zbrojeniowego. Po-
jawilo si¢ wiele nowych rozwigzan technicznych, m.in. systemy radiolokacji, na-
wigacji lotniczej 1 okretowej, obrony przeciwlotniczej itd.

Prawdziwg rewolucja w dziedzinie automatyki bylo skonstruowanie w okresie
II wojny $wiatowej elektronicznej maszyny cyfrowej. Maszyny konstruowane kil-
ka lat pozniej, tzw. maszyny pierwszej generacji, zbudowane byly z kilkunastu
tysigcy lamp elektronicznych i mogty wykonywac kilka tysiecy operacji na sekun-
d¢. Wynalezienie tranzystora (1948 — 1949 r.) spowodowato rozwo6j maszyn mate-
matycznych drugiej generacji, charakteryzujacych si¢ znacznie wigkszg szybkoscia
dzialania, duzo mniejszymi wymiarami, ci¢zarem i mocg zasilania, co znacznie
wplyneto na wzrost zastosowan tych maszyn do bezposredniego sterowania proce-
sami technologicznymi. Skonstruowanie elektronicznych obwodéw scalonych
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(1964 r.) zapoczatkowato rozw6j maszyn matematycznych trzeciej generacji, ktd-
rych moc obliczeniowa wzrosta do kilku milionéw operacji na sekunde.

W trzecim okresie nastgpit intensywny rozwdj teorii automatyki (teorii stero-
wania). Przetlomowymi pracami byly prace poswigcone metodom czgstotliwoscio-
wym (H.W. Bode, 1945 r., N.B. Nichols, 1946 r.), ktore pozwolity unikna¢ trudne-
go problemu, jakim byta analiza réwnan r6zniczkowych wysokiego rzedu. Powsta-
ly takze prace z teorii uktadow ze sprzgzeniem zwrotnym, ktorg istotnie rozwineta
metoda miejsc geometrycznych (W.R. Evans, 1954 r.).

W latach pieédziesiatych XX w. pojawily si¢ prace, ktére miaty fundamentalne
znaczenie dla rozwoju teorii optymalizacji (L.S. Pontriagin, 1956 r., R. Bellman,
1957 r.). Rozwingetly si¢ takze badania po§wigcone procesom nieliniowym, proce-
som z uwzglednieniem zaktdcen losowych, uktadom impulsowym i cyfrowym.

Poczatek lat szesédziesigtych zapoczatkowat rozwoj metod przestrzeni standw,
ktére wprowadzity odmienny punkt widzenia na teori¢ sterowania i jej zastosowa-
nie. Ostatnie lata zaowocowaly intensywnym rozwojem badan w zakresie teorii
1 zastosowan sterowania rozmytego, sztucznych sieci neuronowych, algorytmow
genetycznych i algorytmoéw ewolucyjnych.

Caloksztalt problematyki zwigzany z automatyzacja procesOw nazywa si¢
automatyka. Automatyka jest to wigc dyscyplina nauki i techniki zajmujgca si¢
teorig i praktyczng realizacjg nadzoru i sterowania obiektami technologicznymi bez
udziatu lub z ograniczonym udziatem czlowieka. Mozemy w niej wyrdzni¢ trzy
podstawowe dziaty:

1. Podstawy teoretyczne automatyki (teoria sterowania).

2. Budowa elementow i urzadzen automatyki.

3. Zastosowanie automatyki w réznych dziedzinach techniki.

W niniejszych materiatach bedg omawiane zagadnienia zwiazane z pierwszym
z wymienionych dzialow.

1.1.1. Obiekty sterowania

Przedmiotem automatyzacji moga by¢ réznorodne procesy zachodzace w ota-
czajagcym nas $wiecie, takie jak np. procesy technologiczne, procesy przetwarzania
informacji, procesy zarzadzania itp. W kregu dalszych zainteresowan beda to
glownie procesy technologiczne, zwigzane z produkcyjng dziatalno$cig cztowieka.

Przez proces technologiczny rozumie si¢ okreslong czynno$¢ lub zesp6t czyn-
nos$ci, polegajaca na przetwarzaniu pewnych wielkosci fizycznych z danej formy
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na inng. W zalezno$ci od rodzaju przetwarzania i od rodzaju wielkosci fizycznych
biorgcych udzial w tym przetwarzaniu, mozna méwic o réznych rodzajach procesu
technologicznego. I tak, w zalezno$ci od rodzaju przetwarzania, mozna mowic
o procesach przetworczych jako o procesach przetwarzania stanu fizycznego lub
chemicznego materii (np. reakcje chemiczne, wytop stali), o procesach obroébczych
jako o procesach przetwarzania ksztaltu materii (np. obrobka metali) itp. Natomiast
w zalezno$ci od wielkosci wystepujacych w przetwarzaniu mozna mowic o proce-
sach: chemicznych, hutniczych, cieplnych, transportowych itd.

W automatyce kazdy proces podlegajacy sterowaniu jest nazywany obiektem
sterowania lub krotko obiektem. Obiekt mozna uwaza¢ za pewna ,,cato$¢” powia-
zang z otoczeniem przez oddziatywania, ktorymi wprowadza lub wyprowadza si¢
réznorodne strumienie materialowe, energetyczne lub informacyjne — konieczne
dla normalnej pracy obiektu. Zmiana warto$ci natezenia niektorych z tych strumie-
ni (zarowno wejsciowych, jak i wyjSciowych) moze wplywac na procesy fizyczne
zachodzace w obiekcie. Jesli zmiana ta jest wprowadzona celowo, to takie poste-
powanie nazywa si¢ sterowaniem, a strumienie podlegajace tym zmianom nazy-
wamy wielko$ciami wejSciowymi obiektu lub sygnatami sterujacymi. Jesli czyn-
niki wywotujace zmiany strumieni sg niekontrolowane, to mamy do czynienia
z zakléceniami — zwanymi wielko$ciami lub sygnatami zaktocajgcymi. Strumienie
wyjsciowe nazywa si¢ wielkosciami lub sygnalami wyjSciowymi. Sg one wyni-
kiem przetwarzania w obiekcie sterowania strumieni wejsciowych.

| Sterowanie jest to wiec celowe oddzialywanie na obiekt za posrednictwem
i wielkosci wejsciowych, aby jego wielkosci wyjsciowe przyjely okreslong postaé
v lub wartosé. :

Z punktu widzenia automatyki, kazdy obiekt sterowania mozna przedstawic
w postaci, ktorg ilustruje rysunek 1.1.

Sygnaty zaklocajace
z(z(t)  zdlt)

uy(t) —» — y1(t)
Sygnaly w1y — opprT [—*Y» Syenaly
wejsciowe : : wyjsciowe
u(t) —» _>Ym(t)

Rys. 1.1. Obiekt sterowania
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Dla potrzeb sterowania, a wigc celowego oddzialywania za pomocg sygnatow
wejsciowych na procesy zachodzace w obiekcie, istotna jest znajomos¢ zaleznosci
sygnatow wyjsciowych od sygnaléw wejsciowych. Zalezno$¢ ta wyrazona w po-
staci rOwnan matematycznych nazywana jest matematycznym modelem obiektu.
Jest to wiec okreslony opis procesow zachodzacych w obiekcie umozliwiajacy
takie sterowanie, aby wielko$ci wyjsciowe osiagaty pozadane wartosci.

Przyktad 1.1

Prezentacja schematu blokowego obiektu sterowania zostanie przedstawiona na
przyktadzie silnika pradu stalego z niezaleznym uzwojeniem wzbudzenia (rys. 1.2a).
Zaklada sie, ze napigcie przytozone do uzwojenia wzbudzenia u,(f) jest stale, wiec
réowniez 1 prad wzbudzenia i,(?) jest staly. Natomiast napigcie przytozone do wirnika
u(f) moze by¢ zmieniane, co skutkuje w zmianie wartosci pradu wirnika i(¢), a wigc
takze jego predkosci katowej. Napiccie wirnika bedzie zatem wielkoscia wejsciowa
(sygnatem sterujacym), a kat obrotu walu silnika a(¢) — wielko$cia wyjsciowa.

2 i (1) b) (1) zy(t)
—_—
uw(t) OL(E)
I S “ .

u(t)

[,

—
i(t)
Rys. 1.2. Silnik pradu stalego: a) schemat ideowy, b) schemat blokowy

Nalezy zauwazy¢, iz na ksztalt przebiegu czasowego «a(?) moga mie¢ wptyw
rowniez inne czynniki. Jednym z nich jest niestato$¢ napiecia wzbudzenia u,(¢),
ktérego zmiana wartosci powoduje rowniez zmian¢ a(¢). Innym czynnikiem moze
by¢ zmienne obciazenie silnika. Jego wplyw na kat a(¢) jest rowniez oczywisty.
Na schemacie blokowym te dwa czynniki, jako wielkosci zakltdcajace, oznaczono
odpowiednio przez z(¢) i zy(?).

1.1.2. Zasady automatycznego sterowania

Sterowaniem obiektu nazywa si¢ oddziatywanie za pomocg sygnatow wej-
sciowych na procesy zachodzace w obiekcie, tak aby sygnal wyjsciowy miatl poza-
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dang warto$¢ lub pozadany przebieg czasowy. Innymi slowy, jest to wigc wywo-
lywanie celowych zmian wartosci sygnatow wyjsciowych obiektu.

Sterowanie moze by¢ realizowane przy pomocy cztowieka (sterowanie reczne)
lub za pomoca specjalnego urzadzenia (sterowanie automatyczne) nazywanego
urzadzeniem sterujacym. Schematy blokowe sterowania recznego i sterowania
automatycznego pokazuje rysunek 1.3. Z przedstawionego rysunku wynika, ze
w sterowaniu rgcznym na strumien wejsciowy (zmiana jego warto$ci) wplywa
cztowiek, natomiast w sterowaniu automatycznym — urzadzenie sterujace.

a) b)
Strumien Strumien
wejsciowy wejsciowy
: { OBIEKT [—»Syenal URZADZENIEL Ik T |-»Syenat
wyj$ciowy STERUJACE wyj$ciowy

Rys. 1.3. Schemat blokowy uktadu sterowania: a) recznego, b) automatycznego

Wyréznia si¢ dwa podstawowe rodzaje sterowania automatycznego:

— w uktadzie otwartym,

— w uktadzie zamknigtym (regulacja).

Ogo6lny schemat otwartego ukladu sterowania przedstawia rysunek 1.3b. Ste-
rowanie w ukladzie otwartym ma miejsce w strukturze powstatej z pewnej liczby
czlonéw potaczonych szeregowo. Wielkoscig sterujaca (lub wejsciowa), zmieniang
w sposob swiadomy, oddziatuje si¢ na obiekt sterowania, aby wielko$¢ wyjsciowa
(sterowana) przyjmowata okreslong wartos¢. Zmiana wielkosci wyjsciowej odby-
wa si¢ zgodnie z danymi zalezno$ciami fizycznymi i polaczeniami, przy czym
wielko$¢ wyjsciowa nie wptywa na wielko$¢ wejsciowa. Poniewaz na obiekt moga
dziata¢ zaklocenia, tj. wielkosci podlegajace zmianom przypadkowym, wielko$é
wyjsciowa — pod wpltywem tych zaktocen zewnetrznych — czgsto odchyla sig
znacznie od wartosci zadanej. Ze wzgledu na oddziatywanie jednokierunkowe
w torze sterowania, wielko$¢ sterujgca powinna by¢ dostosowana nie tylko do po-
zadanej wartosci wielkosci wyjsciowej, ale takze do zaklocen.

Podstawowy schemat blokowy uktadu sterowania automatycznego ze sprzeze-
niem zwrotnym (uktadu regulacji) pokazano na rysunku 1.4. W tym przypadku
urzadzenie sterujgce wyznacza wartosci sygnatu sterujacego u(f) na podstawie war-
tosci sygnalu wejsciowego w(?) i wyjSciowego (sprz¢zenia zwrotnego) y(f).
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URZADZENIE | 4(?) UUNR

w(?)
— [ STERUJACE OBIEKT

Rys. 1.4. Uktad automatycznego sterowania ze sprzgzeniem zwrotnym

Sterowanie ze sprzezeniem zwrotnym moze by¢ realizowane w sposob reczny
(rys 1.5a) lub automatyczny (rys. 1.5b). Sterowanie reczne ze sprz¢zeniem zwrot-
nym polega na tym, ze czlowiek prowadzacy sterowanie obserwuje osobno w(¢)
1 y(¢) Iub tylko ich réznice e(f) = w(f) — y(¢), a nastepnie tak dobiera warto$¢ sygna-
hu sterujgcego u(?), aby sygnat e(f) byt mozliwie bliski zera. W uktadzie regulacji
automatycznej urzadzenie sterujgce przetwarza sygnat e(f) na wartos¢ sygnatu ste-

rujacego u(?).

a) STRUMIEN b) STRUMIEN
WEISCIOWY WEJSCIOWY

D0 .t !

I'EI y(t) w(t) e(t) u(t)
w(1) /[;(_%b T | OBIEKT . » stauAcE —>| OBIEKT >

u(t) + K-

Rys. 1.5. Schemat uktadu regulacji: a) recznej, b) automatyczne;j

Przyktad 1.2

Rysunek 1.6 przedstawia schemat ideowy prostego ukladu regulacji automa-
tycznej poziomu cieczy w zbiorniku. Zadaniem tego uktadu regulacji jest utrzyma-
nie stalego poziomu H cieczy w zbiorniku przy zmieniajacej si¢ w sposob przy-
padkowy wartosci ci$nienia zasilania p, oraz warto$ci natezenia wyptywu Q..

pz 9Qz
- ' z N

Rys. 1.6. Schemat uktadu sterowania ze sprzgzeniem zwrotnym
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Jezeli z jakiegokolwiek powodu poziom cieczy H w zbiorniku wzro$nie, to
ptywak P podnoszac si¢ do goéry zmniejszy czynng powierzchni¢ przekroju po-
przecznego zaworu Z, a tym samym zmniejszy warto$¢ natezenia doptywu cieczy
01, co z kolei spowoduje stopniowe obnizenie poziomu cieczy H. Jezeli natomiast
poziom H zmaleje, to opadanie ptywaka spowoduje otwarcie zaworu i wzrost war-
tosci Q1 oraz poziomu H.

1.2. Uklady automatycznej regulaciji

Uktadem automatycznej regulacji nazywa si¢ uktad automatycznego sterowania ze
sprzezeniem zwrotnym. Regulacja automatyczna jest obecnie najlepiej rozwinietg dzie-
dzing automatyki w zakresie teorii, budowy elementow i urzadzen oraz zastosowar.
W wigkszosci krajow wprowadzono typizacj¢ i normalizacj¢ elementdéw uktadow auto-
matycznej regulacji. Dzigki temu projektowanie uktadu regulacji automatycznej sprowa-
dza si¢ do odpowiedniego doboru dostepnych w sprzedazy elementéw. Zmniejsza to
koszty wytwarzania elementow, a tym samym koszty wprowadzania automatyzacji.

1.2.1. Schemat funkcjonalny uktadu regulacji automatycznej

Podstawowy schemat blokowy regulacji automatycznej ilustruje rysunek 1.7. Jest
to uktad regulacji jednej zmiennej y(¢), czyli tzw. jednowymiarowy uktad regulacji
automatycznej. W uktadzie tym sygnat zadany w(¢) jest porownywany z sygnatem
regulowanym (7). Réznica tych sygnatow, nazywana uchybem e(f) regulacji, jest
wprowadzana do regulatora, tj. elementu ktory przetwarza ten sygnal. Na podstawie
warto$ci uchybu e(?), regulator wytwarza odpowiedni sygnal sterujacy u(?), tak aby
warto$¢ uchybu regulacji e(f) zwykle byla mozliwie bliska zeru.

lz(t)

OBIEKT

V@»?it)» REGULATOR

Rys. 1.7. Schemat blokowy uktadu regulacji automatycznej

u(t) O

Uktad automatycznej regulacji pokazany na rysunku 1.7 sktada si¢ z trzech
elementéw, a mianowicie z wezla sumacyjnego (uktadu réznicowego), regulatora
(urzadzenia przetwarzajacego sygnal uchybu) i obiektu regulacji. W szczegdétowym
przedstawieniu uktadu regulacji elementow tych jest znacznie wiece;j.
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Jednym z elementéw uktadu automatycznej regulacji jest obiekt. Jest to element
specjalny, dla ktorego jest projektowany uktad automatycznej regulacji, czyli sa
dobierane pozostate elementy. Obiekt nie jest zalezny od pozostatych elementéw
1 zasadniczo projektant uktadu regulacji nie ma wptywu na jego wlasciwosci. Moze
jedynie niekiedy dokonywaé wyboru, ktore wielkosci wejsciowe lub wyjsciowe
majg by¢ wielkosciami odpowiednio sterujacymi i regulowanymi.

1.2.2. Elementy ukiadu regulacji automatycznej

W przedstawionym na rysunku 1.7 uktadzie regulacji automatycznej wystgpo-
waly podstawowe elementy, spetniajagce okreslone funkcje. Przy bardziej szczego-
lowym ujeciu tego problemu mozna wyrdzni¢ nastgpujace rodzaje elementow:
pomiarowe, regulacyjne i wykonawcze. Usytuowanie tych elementéw w uktadzie
regulacji pokazuje rysunek 1.8.

ELEMENT u ELEMENT uj I ELEMENT |y
»

REGULACYINY »| WYKONAWCZY OBIEKT I POMIAROWY I v

4

Rys. 1.8. Struktura blokowa uktadu regulacji

Elementy pomiarowe. Podstawows funkcjg elementu pomiarowego jest
przetwarzanie wielko$ci regulowanej y na wielkos¢ y’, ktéra poprzez wezet sumu-
jacy moze by¢ bezposrednio wprowadzona do elementu regulacyjnego. Jesli np.
wielko$cig regulowang y jest temperatura, za§ wielkoscia y’ napigcie, to element
pomiarowy musi przetworzy¢ temperatur¢ na napigcie. Element pomiarowy jest
zatem ukladem przetwarzajacym dang wielko$¢ fizyczng na wielko$¢ o innym cha-
rakterze (np. temperature na napiecie, polozenie na napigcie itd.). To przetwarzanie
powinno by¢ mozliwie doktadne, w przeciwnym przypadku charakterystyki ele-
mentu pomiarowego nalezy uwzglednic¢ przy projektowaniu uktadu automatycznej
regulacji. Zwykle element pomiarowy sktada si¢ z dwoch czgsci. Cze$¢ pierwsza,
to czujnik przetwarzajacy dang wielkos¢ wyjsciowa obiektu na pewna wielkosé
posrednia. Czes¢ druga to przetwornik przetwarzajacy wielkos¢ posrednig na wiel-
ko$¢ odpowiednig dla danego elementu regulacyjnego.

Elementy regulacyjne. Element regulacyjny, nazywany regulatorem, wyko-
nuje podstawowg funkcj¢ uktadu regulacji. Przetwarza on bowiem sygnatl uchybu e
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na odpowiedni sygnat u, sterujacy obiektem. Algorytm tego przetwarzania decydu-
je, w mys$l przyjetych kryteriow sterowania, o jakosci regulacji. Obecnie funkcje
regulatora spelnia odpowiedni algorytm (réwnanie matematyczne), ktory jest zwy-
kle realizowany za pomocg techniki mikroprocesorowe;j.

Elementy wykonawcze. Zadaniem elementéw wykonawczych jest nasta-
wianie wielkosci wej$ciowych obiektu, przy niejednokrotnie niezbednej przy tym
duzej mocy. Element wykonawczy w uktadzie regulacji zajmuje polozenie migdzy
regulatorem a obiektem. Przetwarza on sygnal wyjsciowy z regulatora na sygnat
o naturze fizycznej przystosowanej do sterowania obiektem. Przyktadowo, jesli
sygnatem wyj$ciowym regulatora jest napiecie elektryczne, a wielko$cia nastawia-
ng w obiekcie jest natezenie doplywajacego strumienia ptynu, to elementem wyko-
nawczym jest elektrozawor.

Elementy wykonawcze mozna podzieli¢ na: nastawcze, napedowe oraz mocy.
Elementami nastawczymi s3: zawory, zasuwy, dozowniki, pompy, transformatory
z odczepami itp. Elementami napgdowymi sg wszelkiego rodzaju silniki (elek-
tryczne, hydrauliczne). Wzmacniacze mocy s3 niezbedne wtedy, gdy do sterowania
obiektem jest wymagana duza moc.

Elementy pomocnicze. Oprocz wyzej wymienionych elementéw, w automa-
tyce stosuje si¢ wiele innych elementow i urzadzen, jak: uktady sprzegajace, filtry,
rejestratory, wskazniki, sygnalizatory itp. Odgrywajg one mniejszg role w samym
ukladzie regulacji automatycznej, ale znaczenie praktyczne tych elementow jest
bardzo duze.

1.3. Klasyfikacja ukladow sterowania

Poprzednio zostaly omoéwione podstawowe zagadnienia zwigzane z uktadami
automatycznej regulacji, obecnie zostang omowione zagadnienia bardziej ogolne,
dotyczace uktadow automatycznego sterowania. Uktady automatycznego sterowa-
nia klasyfikuje si¢ wedlug réznych kryteriéw, takich jak: zadanie uktadu, linio-
wos¢, charakter sygnatow, liczba wejsé i wyjsé itd.

1. Podzial ze wzgledu na zadanie ukladu:

a) uktady stabilizacji (regulacji stalowartosciowej),

b) uktady §ledzace (nadazne),

¢) uktady optymalne,

e) uktady przetaczajace (inaczej logiczne lub cyfrowe).
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Uktady stabilizacji — sygnal wejsciowy w(?) (rys. 1.8) ma stalg wartos¢ (w(z) =
const), a wigc uklad w procesie regulacji ma za zadanie utrzymac stalg wartos¢
wielkos$ci wyj$ciowej, mimo dziatajacych zakldcen. Przyktadem uktadu stabilizacji
jest uktad regulacji poziomu cieczy w zbiorniku (rys. 1.6).

Uktady sledzgce — (nadazne) sa to zamknigte uklady sterowania (czesto zwane
takze serwomechanizmami), w ktorych sygnat wejsciowy w(?) jest nieznang (loso-
wa) funkcja czasu. Zadaniem ukladu jest nadazanie wielko$ci wyjsciowej y za
zmianami wielko$ci wejsciowej w.

Uklady optymalne — sa to uktady, ktorych struktura i parametry regulatora sg okre-
slone na podstawie obliczania ekstremum przyjetego wskaznika jakosci. Rozroznia si¢
uktady optymalne zamknigte i otwarte. Otwarte uklady sterowania optymalnego
w swym dzialaniu zblizone sg do ukladéw sterowania programowego, tzn. w oparciu
0 wyznaczanie ekstremum wskaznika jakos$ci okre$la si¢ sygnal wejsciowy w funkcji
czasu. Przyktadem takiego uktadu jest problem sterowania w czasie ciggiem silnikow,
aby samolot osiggnal zadany putap, przy minimalizacji wskaznika jakosci, ktorym jest
zuzycie paliwa. Zamkniete uktady sterowania optymalnego wyposazone sa w obwod
sprzezenia zwrotnego. W tym przypadku strukture i parametry regulatora okresla si¢
z warunku ekstremalizacji (najczesciej minimalizacji) wskaznika jakosci.

Uklady przelgczajgce — zapewniaja realizacje poszczegodlnych operacji procesu
technologicznego w okreslonej kolejnosci (sekwencji). Sterowanie daje si¢ wowczas
sprowadzi¢ do odpowiednio uwarunkowanego zalaczania lub wytaczania odpowied-
nich urzadzen procesu i realizowane jest przez uklad, w ktdérym role regulatora spetl-
nia tzw. uklad logiczny. Zasadniczo rozrdznia si¢ tu dwie grupy ukltadow, tj. uktady
kombinacyjne i sekwencyjne. Ukladem kombinacyjnym jest taki uktad, w ktorym
stan sygnalow wyjsciowych zalezy tylko od stanu sygnalow wejsciowych w danej
chwili. Uktadem sekwencyjnym jest natomiast taki uktad, w ktorym stan sygnatow
wyjsciowych zalezy nie tylko od stanu sygnatow wejsciowych w danej chwili, ale
takze od stanu tych sygnatéw w chwilach poprzednich.

2. Podzial ze wzgledu na liniowo$¢ elementow ukladu:

a) uktady liniowe,

b) uktady nieliniowe.

Ulkdtady liniowe — sa to uktady opisywane za pomocg liniowych réwnan algebraicz-
nych, rézniczkowych, réznicowych lub calkowych. Elementy i uktady liniowe spel-

niaja zasade superpozycji, tzn. odpowiedz na wymuszenie bedace kombinacja liniowa
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sktadowych wymuszenia jest rowna kombinacji liniowej odpowiedzi na poszczegdlng
sktadowg wymuszenia. Na ogot kazdy proces jest nieliniowy, lecz zwykle z przyblize-
niem wystarczajgcym do celow technicznych zakltada si¢ jego liniowo$¢ lub linearyzu-
je nieliniowe charakterystyki, zwtaszcza w przypadkach, gdy dziatanie tego procesu
ogranicza si¢ do niewielkiego obszaru wokoét pewnego punktu pracy.

Uklady nieliniowe — sa to uklady zawierajace chociaz jeden element nieliniowy.
Element ten (a zatem i caly uktad) nie moze by¢ opisany za pomoca réwnan liniowych.

3. Podzial ze wzgledu na charakter sygnalow (sposob dziatania elementow uktadu):
a) uklady ciagle,
b) uktady dyskretne.

Uktady ciggle — sa to uktady, w ktérych wszystkie sygnaly sg funkcjami cig-
glymi i mogg przybiera¢ kazda warto$¢ z obszaru swych zmienno$ci. Opisane sg
réwnaniami rézniczkowymi (liniowymi lub nieliniowymi).

Uktady dyskretne — s to uklady, w ktorych przynajmniej jeden sygnal ma cha-
rakter dyskretny, tzn. moze przyjmowac niektdre, wybrane wartosci (kwantowanie)
1 wystepujace tylko w niektorych wybranych chwilach czasu (probkowanie). Opi-
sywane s za pomoca rownan roznicowych.

4. Podzial ze wzgledu na charakter ukladu (wystepowanie procesu przejsciowego):

a) uklady statyczne (bezinercyjne),

b) uktady dynamiczne.

Uktady statyczne — sa to uktady, w ktorych wyjscie w dowolnej chwili czasu
zalezy tylko od wejscia (brak procesu przejsciowego). Uklady te opisane sa rowna-
niami algebraicznymi i sktadaja sie tylko z elementdéw rozpraszajacych energig.

Uldady dynamiczne — sa to uklady, w ktorych wyjscie nie jest jednoznaczng funkcja wej-
$cia 1 zalezy dodatkowo od charakteru procesu przejsciowego (inercyjnosci) i stanu uktadu w
chwili poczatkowej. Opisuje si¢ je rownaniami rézniczkowymi lub réznicowymi.

5. Podzial ze wzgledu na liczbe wejs$¢ i wyjsé:

a) uktady jednowymiarowe,
b) uktady wielowymiarowe.

Uktady jednowymiarowe — sa to uklady o jednym wejsciu i wyjsciu.

Uktady wielowymiarowe — sa to uklady, ktore nie spetniaja wymienionego wa-
runku uktadow jednowymiarowych.
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2. PODSTAWY TEORETYCZNE
LINIOWYCH UKLADOW DYNAMICZNYCH

Sygnaty wystgpujace w obiektach sterowania najczesciej maja charakter ciagly.
Obiekt taki jest wowczas nazywany ciaglym ukladem dynamicznym. Obecnie
rzadko projektuje si¢ uklady sterowania, w ktorych wszystkie elementy uktadu,
takze 1 sygnaly, majg charakter analogowy. Ze wzgledu na coraz powszechniejsze
zastosowanie cyfrowych urzadzen sterujgcych i pomiarowych projektowane uktady
sterowania maja zwykle charakter dyskretny.

2.1. Podstawy teoretyczne ciggtych uktadow
dynamicznych

Uktady dynamiczne s3 przedstawiane i analizowane w dziedzinie czasu, zespo-
lonej i czestotliwosci. W pierwszym przypadku do analizy uktadow stosuje sig
teori¢ rownan roézniczkowych lub rownan stanu. Do analizy w dziedzinie zespolo-
nej jest wykorzystywane ciagte lub dyskretne przeksztalcenie Laplace’a, natomiast
w dziedzinie czgstotliwos$ci — przeksztatcenie Fouriera.

Biorac pod uwage powszechne zastosowanie metod numerycznych i techniki
komputerowej, dominujgce znaczenie maja metody czasowe, niemniej jednak jesz-
cze czgsto operuje sie pojeciem transmitancji, stad jest konieczne — cho¢by pobiez-
ne — przedstawienie podstaw teoretycznych przeksztatcenia Laplace’a.

Przeksztalcenie Laplace’a mozna stosowa¢ do rozwigzywania roOwnan roz-
niczkowych. Analityczne metody rozwiagzywania réwnan rézniczkowych sa pra-
cochtonne w przypadku sygnatu wejsciowego w postaci funkcji niecigglej lub
rzedu rownania wigkszego niz drugi. Wyznaczenie statych catkowania wymaga
zmudnego rozwigzywania réwnan algebraicznych, ktorych liczba odpowiada
rzedowi rownania rézniczkowego. W celu usystematyzowania metod rozwigzy-
wania réwnan rozniczkowych stosowane jest przeksztalcenie Laplace’a. Zasto-
sowanie przeksztalcenia Laplace’a do rozwigzywania réwnan rdézniczkowych
daje nastgpujace korzysci:

wlacza automatycznie warunki poczatkowe,

rozwigzanie uzyskuje si¢ przez proste operacje algebraiczne,

umozliwia proste ujecie nieciggtych sygnatow wejsciowych,
— rozwigzania ogolne i szczegolne uzyskuje si¢ jednoczesnie.
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Wada tej metody jest przede wszystkim to, ze brak zrozumienia teorii moze
prowadzi¢ do powaznych bledow, a takze pewne typy rownan roézniczkowych daja
si¢ rozwigza¢ tatwiej metodami klasycznymi. Oczywiscie obecnie ww. zalety nie
maja juz tak istotnego znaczenia w poréwnaniu z okresem, w ktorym technika
komputerowa nie byta powszechnie stosowana.

Przeksztalcenie Laplace’a jest okre§lone wzorem

Fs)=L170)= [ fe dr. @)
)

gdzie s jest tzw. operatorem Laplace’a (zmienna zespolona).

Aby przeksztatcenie to mialo sens, catka wystepujaca po prawej stronie wzoru
musi by¢ zbiezna, t.

j F(te S dt|< o 2.2)
0

Przeksztalcenie powinno by¢ takze jedno-jednoznaczne, tzn. danej funkcji f¢)
powinna odpowiada¢ jedna i tylko jedna transformata F(s) i na odwrét — danej
transformacie powinna odpowiada¢ jedna i tylko jedna funkcja (oryginat) f{¢).

Powyzsze jest spetnione, jesli:

1. Funkcja f{¥) jest ciagla dla t>0, poza co najwyzej punktami izolowanymi,

w ktorych ma nieciaglosci pierwszego rodzaju, tzn. posiada w tych punktach
skonczone granice prawo- i lewostronne, przy czym w skonczonym prze-
dziale lezy skonczona liczba takich punktow.

2. Funkcjaf(f)=0dlaz<0.

3. Funkcja f{¢) jest wyktadniczego rzgdu, tzn. istnieja takie liczby rzeczywiste a

1 M wigksze od zera, ze dlat> 0

|f(0)] < Me® (2.3)

Warunek ten oznacza, ze funkcje f{¥) mozna ograniczy¢ krzywa wyktadnicza.

Transformaty typowych funkcji z reguty nie oblicza si¢ z zaleznosci (2.1), gdyz
sg one juz wyznaczone 1 stabelaryzowane. Zbidr transformat podstawowych funk-
cji zamieszczono w tabeli 2.1.
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Tabela 2.1. Funkcje czasu i transformaty Laplace’a

Lp. A0 F{(s)
1. o(t) 1
1
2. 1(?) -
s
1
3. t )
s
4, t" !
Sn+1
5. eiat 1
SFa
a
6. _ +at
I-e s(sFa)
1
7. —at -
te (s+a)’
8 1 e ?smi 1—52 B ,E<1
' ri-¢? T T2s% +2&Ts +1
1 = t
1- e Tsin[—\ll—§2+(p} 1
_ g2 T 1
9. s(T*s” +2£Ts +1)
t 1-¢
@ =arctg
9
2
10, 1- (1 + ta) e —<
s(s+a)
be ™ — qe™? ab
11. 1+ DRV
a—b s(s+a)s+b)
. 10,
12. s wt 3 3
ST +w
S
13. coswt 3 3
s“t+w
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2.1.1. Wiasciwosci przeksztatcenia Laplace’a

Ponizej przedstawiono podstawowe twierdzenia dotyczace przeksztatcenia La-
place’a, uzyteczne przy stosowaniu tej metody:
Liniowos¢

L [ayfiy(0) + ay fr (D] = a1 Fi(5) + ay Fa (s))] (2.4)

gdzie aj 1 a; sg statymi.

Przesuniecie w dziedzinie zmiennej rzeczywistej. Jezeli F{(s) jest transfor-
matg Laplace’a funkcji f{¢), a #y jest dowolng nieujemng wartoscia rzeczywista, to
transformata funkcji przesunietej f{¢ — 7o) takiej, ze dla t <ty f{t —ty) = 0 wyraza si¢

LS ~10)- W —1)] =0 F(s). 25)

Roézniczkowanie w dziedzinie zmiennej rzeczywistej

gE

w szczegodlnosci dla n = 1 otrzymano

f(t)}—s"F(s) 2 A (O (2.6)

k=0

él[dg)} - f(0+) 2.7)
odic T
def
£O) = 1im f(1) 2.8)
t—0%

jest granica prawostronna.

Transformata funkcji okresowej. Jezeli dana jest funkcja okresowa
fH=ft+kT), k=1,2,3, ... oraz

T
Fr(s)= J' F(t)e ™ dt 2.9)
0

jest transformata funkcji za jeden okres, to

4’ o)=L (2.10)
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Wartos¢ koncowa

lim /(1) = lim SF(s)! (2.11)
MR 520 . '

Wartosé poczatkowa
lim /()= lim sF(s) (2.12)
t—0 §—>00

Podobnie mozna zdefiniowac transformate Fouriera. Transformata Fouriera
wyraza si¢ nastgpujaca zaleznoscia

I[f )= j (e qy (2.13)
0

2.1.2. Odwrotne przeksztatcenie Laplace’a

W wyniku zastosowania przeksztatcenia Laplace’a do liniowego rownania roz-
niczkowego otrzymuje si¢ rOwnanie algebraiczne wzgledem zmiennej zespolone;j s.
Rozwigzanie, a wigc funkcje reprezentujace zachowanie si¢ zmiennych wyjscio-
wych uktadu, réwniez zalezg od 5. Aby zbada¢ dynamike uktadu, nalezy powrocié
do dziedziny czasu. Z tego powodu wprowadzono operacj¢ zwang odwrotnym
przeksztalceniem Laplace’a, ktore oznacza si¢ nastepujgco

W0y =L [¥(s)] (2.14)

Ogolnie wyrazenie na transformat¢ odwrotng y(¢) otrzymuje si¢ ze wzoru Rie-
manna-Mellina
c+jo
1 st
Y(t) = — Ie Y(s)ds (2.15)
2 Y
c—joo
gdzie ¢ = Res.

Bezposrednie korzystanie ze wzoru Riemanna-Mellina jest trudne i w praktyce
stosowane bardzo rzadko, gdyz wystepujaca w tym wzorze catka — poza pewnymi
prostymi przypadkami — nie daje si¢ obliczy¢ bez zastosowania teorii funkcji
zmiennej zespolonej. Oryginaly dla najczgsciej wystepujacych transformat za-
mieszczono w tabeli 2.1. Najczgséciej jednak transformata okreslona jako wynik
rozwigzania rownania rézniczkowego albo nie znajduje si¢ w tabelach, albo wyste-
puje w postaci uniemozliwiajacej korzystanie z tabel. Wowczas nalezy ja prze-
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ksztalci¢ do takiej postaci (np. roztozy¢ na utamki proste), aby mozna byto postu-
zy¢ si¢ tabelami lub ewentualnie korzysta¢ z podstawowych twierdzen dotycza-
cych transformaty Laplace’a.

Najczesciej transformate odwrotng y(f) otrzymuje si¢ poprzez zastosowanie:

— bezposrednio tablic,

— metody rozkladu na utamki proste,

— metody residudw.

Przypadek bezposredniego korzystania z tablic zostat juz krotko przedstawiony
1 w dalszych rozwazaniach zostanie pominiety. Ponizej bardziej szczegétowo zo-
stang przedstawione pozostate metody.

A. Metoda rozkiadu na utamki proste

Gdy transformata odpowiedzi Y(s) jest wielomianowq funkcjq wymierng, tj.
bedacg ilorazem dwoch wielomianow o statych wspotczynnikach

L(s) _b,s" + By 18" bys + by

Y(s)= (2.16)

M(s)  a,s"+a, 15" 4. +as+ag

to oryginat y(¢) transformaty Y(s) wyznacza si¢ po jej roztozeniu na utamki proste
1 po zastosowaniu tablic. Zaktada sig, ze stopien m wielomianu licznika jest mniej-
szy od stopnia n wielomianu mianownika. Gdy natomiast zachodzi n = m, to nalezy
dokona¢ dzielenia licznika przez mianownik, co spowoduje obnizenie stopnia licz-
nika. W metodzie rozktadu transformaty na utamki proste moga wystapi¢ rozne
przypadki, w zaleznos$ci od tego, jakie sa pierwiastki mianownika M(s).

1. Przypadek pojedynczych pierwiastkow wielomianu M(s)

Po podzieleniu licznika i mianownika transformaty (2.16) przez wspolczynnik a,
otrzymano
Byys™ + by 18"

s" +an_1sn*1 +...+tas+ag

+ ... +bis+by

Y(s)= , nh>m 2.17)

przy czym pozostawiono bez zmian oznaczenia wspotczynnikow licznika i mia-
nownika. Oznaczajac pierwiastki mianownika, tj. rownania charakterystycznego

s" +a, qs"!

+..tas+ay=0 (2.18)
przez s;, i=1,2, ..., n, to wyrazenie (2.17) mozna zapisa¢ w postaci
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m—1

s" by, _1s"T + .+ bis+ b

Y(s)= b

(2.19)
(s=sD(s—52) . (s—5,)
Po roztozeniu transformaty (2.19) na utamki proste otrzymano
n C:
Y(s)=> — (2.20)

Wspolczynniki ¢; wyznacza si¢ po sprowadzeniu sumy po prawej stronie wzoru
(2.20) do wspolnego mianownika i porownaniu do siebie wyrazow przy odpowied-
nich potegach s w licznikach wzoréw (2.19) i (2.20). Z otrzymanego w ten sposob
uktadu réwnan liniowych znajduje si¢ szukane wspodtczynniki rozktadu (2.20).
Czesto korzysta si¢ takze z faktu, ze wspotczynnik c¢; jest rowny residuum funkcji
(2.19) w biegunie s;

L(s) L(s) =
CTIS M) [M(s)( S’)} 221
Poniewaz
lim L(s)=L(s;), lim M(s)=0 (2.22)
to
5 —; 1 o dM(s)
Jm e e T g ke (2:23)

zatem po uwzglednieniu tego, ze wszystkie pierwiastki wielomianu M(s) sa poje-
dyncze, a wige M '(s;) # 0, z rownania (2.21) otrzymano

_ L(sy)

= (2.24)

Wobec tego odpowiedz y(f) wyraza si¢ zaleznoscia

y(t)=L"! {Z } Zce (2.25)

i=1° 7%

lub uwzgledniajac zaleznosc¢ (2.24)

yo)= Z Aj(f S (226)
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przy czym
M'(s;)=(s; —s1)(8; =52) o (857 =5;21)(8; = S;51)-(8; —5,) (2.27)

Czesto w mianowniku wystepuje pojedynczy biegun rowny zeru. Wtedy, zapi-
sujac M(s) = sN(s); rownanie (2.16) ma postac

Y(s)= % (2.28)
Przyjmujac
M'(s)=N(s)+sN'(s),
M'(0)=N(0),
M'(s;)=s;N'(s;)#0
rownanie (2.26) zapisano w formie rownowaznej
y(ty =29 i L) i (2.29)
NO) & s Ns)

Przyjeto tu, ze stopien wielomianu M(s) = sN(s) jest rowny n, a zerowym pier-
wiastkiem tego wielomianu jest s; = 0. Oczywiscie w przypadku wystgpowania
miejsca zerowego s1 = 0, wspotczynniki ¢; mozna takze okresli¢ z rownania (2.21)
lub (2.24).

Przyktad 2.1

S2

(s—1)(s—2)(s +3)

Wyznaczy¢ oryginat transformaty Y(s) =
Rozwigzanie
Zadang transformate nalezy rozlozy¢ na utamki proste

_L(s) 52 _a ., 9 .
CM(s) (s—=D(s-2)(s+3) s—1 s-2 s+3

Y(s) (2.30)

Miejscami zerowym mianownika sg: s; = 1, so = 2 1 s3 = —3. Na podstawie za-
leznosci (2.21) wspotezynniki ¢y, ¢ 1 ¢3 wynosza:
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R I 7C) PN !
Cl‘sli‘S[M(s)(s Sl)}‘iﬁ{(s—@(sﬁ)} 4

. L(s) : s? 4 23]
¢ = lim (S—Sz)}th — == (2.31)
s—)s2|:M(S) so2| (s=1)(s+3) 5
L . s> 9
c3 = lim (S—S3)}= lim |—————|=—
s—>53|:M(S) s—-3| (s=D(s-2)| 20
Roéwniez na podstawie rownania (2.24) otrzymano:

_L(sp) 1 or = L(sy) _4 _ L(s3) _9

A= - 1 2= = 8B=75 Yy
M'(sp) 4 M'(sy) 5 M'(s3) 20

(2.32)

przy czym; patrz rownanie (2.27):

M'(s1)=(s1 —s2)(s1 —s3)=(1-2)1+3)=—4
M'(s3)=(s3 —s1)(s2 —53)=(2-1)(2+3)=5 (2.33)
M'(s3)=(s3 = s1)(s3 —52) =(-3-1)(-3-2)=20

Wspotczynniki ¢, ¢p i ¢3 mozna obliczy¢ takze w oparciu o metode wspot-
czynnikOw nieoznaczonych. Sprowadzajac prawg strong roéwnania (2.30) do
wspolnego mianownika i przyrownujac do zadanej transformaty Y(s) otrzymano

3 _ c1(s=2)(s+3)+cr(s=D(s+3)+c3(s—1(s-2)

+-2
§S—S] S—8p S+53 (s=D(s=2)(s+3)

2
N

T (5—D(s—2)(s+3)

(2.34)

Poniewaz sg to rozne postacie tego samego wyrazenia, wigc liczniki obu utam-
kow sa sobie rownowazne, co po przeprowadzeniu przeksztalcen algebraicznych
mozna zapisaé

(c] +cy +cj )52 +(c) +2¢p —3c3)s +(=6¢c) =3¢y +2¢3) = 15 +0s+0 (2.35)
Poréwnujac wspotczynniki przy odpowiednich potegach s otrzymano uktad réwnan:

Cl +Cp +C3 =1
cl+ 2C2 - 36’3 =0 (2.36)
—6C1 - 362 + 2C3 =0
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ktory rozwigzujac metoda wzoréw Cramera uzyskano:

. o=t a=y5 (237)

ENJIE

Clz—

Uwzgledniajac obliczone warto$ci wspotczynnikéw, réwnanie (2.30) przyjmie
postaé

1 1 1
Y(s)=—1 +4 + 2.38
(<) d9-1 d5-2 20543 (238)

Zgodnie z tabelg 2.1 lub rownaniem (2.25)

y()=—te +de + 2 (2.39)

Podane rozwazania dotycza zaréwno przypadku pojedynczych pierwiastkow
rzeczywistych, jak i zespolonych (w szczegolnosci urojonych). W przypadku pier-
wiastkow zespolonych wspotczynniki rozktadu na utamki proste sg takze zespolo-
ne. Jest to niedogodne i na ogét wzory (2.26) i (2.29) stosuje si¢ do wyznaczania
sktadnikow y(f) dla pojedynczych i rzeczywistych pierwiastkow wielomianu M(s).

Sktadniki y(f) odpowiadajace pojedynczym pierwiastkom zespolonym wyzna-
cza si¢ tak, zeby wystepujace w nich wspolczynniki byty rzeczywiste. Jezeli wie-
lomian M(s) ma n pierwiastkow rzeczywistych i pojedynczych oraz 2p pierwiast-
kéw zespolonych (tzn. p réznych par pierwiastkow zespolonych sprzgzonych),
zalezno$¢ pozwalajaca otrzymac oryginat y(7) jako funkcje zmiennej rzeczywistej
ma postac [20]

n p
(0)=) ¢’ +2Re D e’ (2.40)
i=1 k=1
lub analogicznej do wzoru (2.26)

_N L) s L(sg) 2.41
W)EMMG ZM(sk> 24D

Wreszcie, gdy wsrdd pierwiastkow pojedynczych rzeczywistych wystepuje je-
den pierwiastek rowny zeru, wowczas wzor (2.41) przyjmuje postac

L(0) L(s;) sit 3 L(sy) Syt
y(1) = N Z; SN ) +2Rekz_1 P TIRN (2.42)
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Przyktad 2.2
Wyznaczy¢ odpowiedz uktadu o transmitancji
_Y(s) 10

G =
W=z (5)  (s+2)(s +65+25)

na sygnal wejsciowy u(f) = 6, przy warunkach poczatkowych
y(0)=3(0)=y(0)=0

Rozwigzanie

Transformata odpowiedzi obiektu ma postaé

60

¥(s) = :
s(s+2)(s” + 65+ 25)

Wprowadzono oznaczenia:
M(s) = s(s +2)(s% + 65 + +25) = sN(s)
N(s)=(s +2)(s° + 65 + 25)
N'(s)=(s% +65+25)+ (s +2)(25 + 6)
Wielomian M(s) posiada pierwiastki:
s1=0, s»=-2, s3=-3-j4, s4=-3+j4
Zgodnie z réwnaniem (2.42)

_LO) L) eszt”Re[ L(s3) esﬂ:

YO=50) 5N (s) 53N '(s3)

6
=—+

(2.43)

(2.44)

(2.45)

60e 2! 60e( 3141
3 +2Re
5 (2)(=2)" +6(-2) +25]

(3= JI(3- )+ 2023 - #4)+6] |

+—e 3 (16cos4t —13sin4t)

(3-j4)
=é—£e_2t +2Re 15 = 77 =§—£e_2t 3
5 17 85

5 32+ 26
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2. Przypadek wielokrotnych pierwiastkow wielomianu M(s)

Niech wielomian M(s) n-tego stopnia posiada » r6znych pierwiastkow s1, so, ... ,
s, kazdy o wielokrotnosci odpowiednio m1, mo, ..., m;. Transformata odpowiedzi
Y(s) ma postaé

bys™ +b, 15"+ L+ bys+by

Y(s)= - — - (2.46)
(s=s)"T(s=52)"2 . (s=5,.)""

a po roztozeniu na utamki proste

cli €12 Clmy 1 €22 €2my
Y(s)= + 7t + + 7+t +

S5 (s=s1) (s=sp)™ S22 (s—57) (s —57)"?

bl G2 St Crm,
S5 (S_Sr) (S_Sr)mr

lub w innej postaci

Y(s)=) Z (2.47)

zlkl(s S)

Wspotczynniki cj; wyznacza si¢ ze wzoru

1 A" T L)
=155, 4 {M(s)(s W } >

lub w oparciu o metodg wspotczynnikéw nieoznaczonych.

Odpowiedz y(f) okresla si¢ na podstawie odwrotnego przeksztalcenia transfor-
maty Y(s)

m —lesll‘

P(t) = g &1 + 12! ity GmtT €T s el syt
1 ! | 21 '
2-D! (my =1)! 2-1)! 0.49)
my —1 m.— :
—C2m2t e’ +...+cr1es Cral Sl 4 Crm, ! eSrt
(mp = 1)! T2 (m, —1)!
lub w postaci ogdlne;j
¥ = Z Z e'i! (2.50)
i=1 k=1 (k 1)'
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Wzory (2.47) do (2.50) sa stuszne zarowno dla wielokrotnych pierwiastkow
rzeczywistych, jak i dla wielokrotnych pierwiastkow zespolonych i sprz¢zonych,
jednak wygodniej jest stosowac je tylko dla pierwiastkéw rzeczywistych. Wynika
to z tego, ze wspotczynniki rozktadu na utamki proste, odpowiadajace pierwiast-
kom zespolonym, sg takze zespolone. Nalezy tu podkresli¢, ze przypadek wielo-
krotnych pierwiastkow zespolonych spotyka si¢ rzadko przy wyznaczaniu odpo-
wiedzi uktadéw dynamicznych.

Przyktad 2.3

Wyznaczy¢ przeksztatcenie odwrotne transformaty Y(s) danej rownaniem

Y(s)= S+33
(s+2)

Rozwigzanie
Mianownik (s + 2)3 posiada trzykrotny pierwiastek s; = —2. Wobec tego trans-

formate Y(s) zapisano zgodnie ze wzorem (2.47)

_ S+33: 11 + 0122+ 13 5
(s+2) s+2 (s+2)° (s+2)

Y(s) (2.51)

Stosujac metodg wspotczynnikéw nieoznaczonych, co ogranicza si¢ do sprowa-
dzenia wyrazenia po prawej stronie do wspolnego mianownika i poréwnania wspot-
czynnikow w liczniku przy odpowiednich potggach s, otrzymano uktad rownan:

c11=0, 4dciitcip=1, 4ci1+2c12+tc13=3 (2.52)
astad: ¢11=0, ¢p=1 1 ¢3=1.

Wspolczynniki rozktadu na utamki proste mozna réwniez wyznaczy¢ w oparciu
o rownanie (2.48). Woweczas:

a2 | s+3
11

=—— lim —
G-D! s ds?| (s+2)°

1 d|{ s+3 3
g =—— lim — (s+2)° |=1 (2.53)
RRCEPI T dsLHzf }

(s+2)3}=0

i s+3
= m
(B-3)! 52| (s+2)°

3

(s+2)3}=1
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Ostatecznie, transformata Y(s) roztozona na utamki proste przyjmie postaé

¥(s) = 1 1

_ 2.54
(s+2)2+(s+2)3 (@34)

Korzystajac z tabeli transformat (tabela 2.1) znajduje si¢ transformat¢ odwrotng

H=te 2 y 14272 2.55
y(0) 5

B. Metoda residuéw

Metoda residuéw jest ogdlniejsza od metody rozktadu na utamki proste, gdyz
ma zastosowanie takze do transformat nie bedacych funkcjami wymiernymi. Pod-
stawowym wzorem tej metody jest

LY ()]= res [Y(s)e™] (2.56)

;i S=8;
gdzie s; — bieguny funkcji Y(s). Jezeli Y(s) jest funkcjg wymierng, to

ml'*l
res [Y(s)e™]= ! lim d 1[Y(s)(s_sl.)ml'esf] (2.57)

S=8; (mi -1)! S—>S; ds™i™

gdzie m; jest krotno$cig bieguna s;.

Przyktad 2.4
3s+1

Wyznaczy¢ odpowiedz y(¢) dla danej transformaty Y(s) = VI
s (s+4)

Rozwigzanie

Transformata Y(s) ma dwa bieguny, tj. biegun trzykrotny s; = 0 i jednokrotny
sp=—4. Residua w poszczegolnych biegunach wynosza:

2
res [V (s)es’]=l lim d—z 33S—+1S3e” =i(8t2 +447-3)
s=5] 2550ds” | s7(s+4) 64

(2.58)

res [Y(9)6" 1= lim | ——(s+ 4)e" = tee ™
§=59 s—>-4| 57 (s+4) 64
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Zatem

2
0= res [Y(s)e"]= 61—4(8t2 +44-3+1 1e“”) (2.59)

i=1 5=Si

Wyznaczanie odpowiedzi obiektu poprzez roztozenie sygnatu
wejsciowego na skladniki
Odpowiedz y(f) obiektu liniowego mozna wyznaczy¢ rozkladajac — zgodnie
z zasadg superpozycji — sygnat wejsciowy u(?) na sktadniki i sumujac poszczeg6lne
odpowiedzi na te sktadniki. Jezeli
u(t) = w1 (t) + up(®) + ... +ur(t) (2.60)
to

k
Y= i) (2.61)
i=1
przy czym y1(f), y2(?), ..., yi(f) sa odpowiedziami na skladowe wymuszenia u(?),
uy(f), ..., ug(?).

Przedstawiony sposob wyznaczania y(¢) dogodnie jest stosowa¢ wowczas, gdy
sygnat wejsciowy u(f) jest odcinkami ciggly 1 ma skonczong liczb¢ punktéw nie-
ciaglosci pierwszego rodzaju, tzn. takich, w ktorych ma okreslong granice lewo-
stronng 1 prawostronng. Sygnal u(f) odcinkami ciagglty rozktada si¢ na sktadniki
przesunigte w czasie i dziatajace na obiekt przy t = ¢;, i = 1, 2, ..., k (¢; — i-ty punkt
niecigglosci pierwszego rodzaju) i rowne tozsamosciowo zeru dla ¢ < ¢;, czyli

ui(t) = u(t —t;)-1(¢ — ;) (2.62)

Pomnozenie we wzorze (2.62) i-tego sktadnika przez funkcje 1(¢ — ¢;) powoduje,
ze u;(t) = 0 dla ¢ < ¢;. Suma wszystkich sktadnikoéw powinna wynosi¢
k
D ui(t—1) At ;) = u(?) (2.63)

i=l1
Transformujac réwnanie (2.63) otrzymano
Lu;(t—t;)-1(t—1;)]=U; (s)e™i (2.64)
a stad transformaty sktadowe odpowiedzi

Y;(s) = G(s)U;(s)e " (2.65)
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Transformata odpowiedzi wypadkowe;j jest zatem nastepujaca

k
Y(s)=G()D Us(s)e™ (2.66)
i=1
a stad szukana odpowiedz

yy=L""

k
G(5)Y Ui(s)e™ ] (2.67)
i=1

Przyktad 2.5

Yes)_ s
U(s) s+1

sygnal wejsciowy w postaci impulsu prostokatnego (rys. 2.1), przytozonego do
+

Wyznaczy¢ odpowiedz uktadu o danej transmitancji G(s) =

wejscia w chwili =0

A u(t)

»
»

0 5 t

Rys. 2.1. Sygnat wejsciowy u(r)

Rozwigzanie

Sygnatl wejsciowy u(f) roztozono na dwa sktadniki
u(t) =2-1(t) 2-1(t - 5) (2.68)

Transformata sygnatu wejsciowego jest wyrazona nastepujaco

U(s) = 2 2,52 (1—e—5S) (2.69)

s S N

natomiast transformata sygnatu wyjsciowego

Y(s)=G(s) U(s) =L3(1—e—55)=i—ie‘5s (2.70)
s+1s s+1 s+1
Odpowiedz uktadu wynosi
y(t)=2e"" ()2 1t - 5) Q2.71)
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Przyktad 2.6

Wyznaczy¢ transformate sygnatu wejsciowego u(¢) podanego na rysunku 2.2a.

a) A u(t)
[ S
I
I
:
L >
0 ' 12 t
b) A | |
uy(t) : :
: t-1(0) |
| I
| I
| |
| |
1 | >
0 : 1 12 t
u,(1) : :
: :
| |
| I
| I
| I
| |
0 1 12 t
Tu® 22 (1) 1(t-1)
I
I
: (t-2) 1(t-2)
I
| R
0 1 2 t

Rys. 2.2. Rozktad sygnatu u(f) na sktadowe: a) sygnat zadany, b) sktadowe sygnalu zadanego

Rozwigzanie

Sygnal wejsciowy u(f) roztozono na trzy sktadowe (rys. 2.2b)
u(®) =10 -2t =11 -1) + (¢ -2) - 1(t -2) (2.72)
Transformata tego sygnatu wynosi

1 2 _ 1 _» 1 _ 2
U@B)=———¢€  +—e¢ S=—(1—2e Yte ) (2.73)
Sz Sz S2 S2
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2.2. Podstawy teoretyczne dyskretnych ukiadow
dynamicznych

2.2.1. Wprowadzenie

Ukladami dyskretnymi regulacji automatycznej nazywane sg uklady, w kto-
rych informacja jest przekazywana za pomocag sygnatéw dyskretnych (niecia-
glych). Rozrozniane sa sygnaty dyskretne w poziomie i sygnaty dyskretne w cza-
sie. Sygnalem dyskretnym w poziomie jest nazywany sygnat, ktory moze przyj-
mowac¢ dwie lub wigcej wartosci dyskretnych. Natomiast sygnatem dyskretnym
w czasie jest nazywany sygnat bedacy ciggiem impulsow.

Przeksztalcenie sygnalu ciaglego w dyskretny jest nazywane dyskretyzacjq sy-
gnalu. Rozréznia si¢ dyskretyzacje w poziomie (kwantowanie) i dyskretyzacje
sygnalu w czasie, zwane prébkowaniem. Kwantowanie sygnalu wystepuje np.
w uktadach przekaznikowych. Przyklady dyskretyzacji sygnalu przedstawiono na
rysunku 2.3.

a)

()

)

b)

d)

f(t)

/7 t / t

0 T 2T 3T 4T 0 T 2T 3T 4T

Rys. 2.3. Przykiad sygnahlu: a) ciggtego, b) kwantowanego, c) probkowanego, d) kwanto-
wanego i probkowanego

Uktady z probkowaniem sygnatu sg nazywane ukladami dyskretnymi. Uktady
dyskretne sg wiec uktadami regulacji automatycznej, w ktorych informacja jest
przekazywana tylko w dyskretnych chwilach, zwanych chwilami impulsowania
(probkowania). Uktady dyskretne mogg by¢ uktadami liniowymi lub nieliniowymi.
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W ukladach dyskretnych oprécz prébkowania wystepuje takze kwantowanie i bi-
narne kodowanie. Uktady takie sg rowniez nazywane ukladami cyfrowymi.

Przedstawienie sygnatu cigglego w postaci ciggu impulséw jest nazywane mo-
dulacja impulsowsg i w rozwazaniach teoretycznych jest realizowane za pomoca
urzadzenia zwanego impulsatorem. Uklad dyskretny ze wzgledu na proces kwan-
tyzacji jest ukladem nieliniowym. Przyktad struktur uktadu dyskretnego, prezen-
towanych w celu rozwazan teoretycznych oraz zastosowan praktycznych, ilustruja
odpowiednio rysunki 2.4 1 2.5.

Impulsator impulsowy

* t « t
W(t: ?e(tl —o0—0o— |[E (2 Regulator |U (Q Ekstrapolator u(t OBIEKT y()=

Rys. 2.4. Schemat blokowy dyskretnego uktadu regulacji

Podstawowymi elementami uktadu regulacji sa:

a) impulsator — element przetwarzajacy sygnat ciagly e(¢) na impulsy e'(¢),

b) regulator impulsowy — urzadzenie przetwarzajace ciag impulsow e (7) w ciag
impulséw u'(£) (regulator impulsowy spetia zadanie podobne do zadania
regulatora ciagtego),

c) ekstrapolator — element, ktéry ciag impulsow u (7) aproksymuje np. funkcja
schodkowa u(?),

d) obiekt regulacji o charakterze cigglym.

w(t (0 Przetwornik |e"(t) [Regulator u*(Q Przetwornik [u(t) |
A/C cyfrowy C/A OBIEKT

y(t);

Rys. 2.5. Schemat aplikacyjny dyskretnego uktadu regulacji

Elementami uktadu dyskretnego o charakterze aplikacyjnym sa:

a) przetwornik A/C — przetwornik analogowo-cyfrowy, ktory probkujac cy-
klicznie sygnat uchybu e(7) przetwarza go na sygnat cyfrowy (binarny) e'(¢),

b) regulator cyfrowy — urzadzenie mikroprocesorowe, ktore w wyniku cyklicz-
nego przetworzenia sygnatu e (f) wyznacza potrzebna warto$é sygnatu steru-
jacego u’ (1),
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c) przetwornik C/A — przetwornik cyfrowo-analogowy, ktory przeksztalca
wprowadzana cyklicznie z regulatora cyfrowego wartos¢ sygnatu sterujace-
g0 u(¢) na schodkowy sygnat sterujacy u(?),

d) proces — obiekt regulacji o charakterze cigglym.

Struktura uktadu dyskretnego przedstawiona na rysunku 2.4 ma znaczenie czy-
sto teoretyczne, tzn. stuzy do modelowania matematycznego. Opracowano i s3
stosowane modele matematyczne impulsatora i ekstrapolatora. Trudno jest nato-
miast zbudowac¢ uzyteczny w praktyce model matematyczny przetwornikoéw analo-
gowo-cyfrowych i cyfrowo-analogowych.

Z teoretycznego punktu widzenia probkowanie sygnatu oznacza proces, w kto-
rym nastgpuje wytworzenie ciggu impulsow o pewnej skonczonej szerokosci 7
i 0 wysokos$ciach rownych wartosci funkcji cigglej w chwilach czasowych odpo-
wiadajacych chwilom probkowania (rys. 2.6b).

a) tf(t) b) 4 (1) ¢) 4 £
A A A
// - ~\.\\ //—’—/-\ /:\ \\
4 S ’ = = N
= | 2
| | 2| =
< = = —
t ~ e
t t = = & t
0 0 T 2T 3T 0 T 2T 3T

Rys. 2.6. Proces probkowania: a) sygnat ciagly, b) sygnat probkowany — rzeczywisty,
¢) sygnat probkowany — idealny

Opis matematyczny takiego impulsatora jest problemem trudnym, dlatego tez
w celu utatwienia analizy matematycznej procesu probkowania przyjmuje si¢ pe-
wien idealny jego model, nazywany impulsatorem idealnym. W modelu tym kaz-
dy z impulsoéw rzeczywistych jest zastapiony przez impuls o nieskonczenie matej
szerokos$ci, nieskonczenie duzej wysokosci i o powierzchni jednostkowej pomno-
zonej przez warto$¢ funkcji w chwili probkowania (rys. 2.6¢).

W kazdym dyskretnym uktadzie sterowania wystepuje zawsze przynajmniej jeden
ekstrapolator. W ukladzie praktycznym funkcj¢ te spetnia przetwornik cyfrowo-
analogowy. Jego zadaniem jest aproksymacja sygnatu miedzy kolejnymi probkami,
zwykle funkcja stala. Ze wzgledu na realizowalnos$¢ fizyczna w procesie ekstrapolacji
mozna uwzglgdniac jedynie przeszte i biezace wartosci dyskretne sygnatu.
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Najczesciej jest stosowany ekstrapolator zerowego rzedu o transmitancji

l_e—ST
Hy(s)=

(2.74)

Ekstrapolatory rzedu wyzszego zazwyczaj nie sg stosowane ze wzgledu na
skomplikowang realizacje¢ praktyczna. Ekstrapolator rzgdu zerowego wykorzystuje
jedynie ostatnig warto$¢ dyskretng sygnatu i aproksymuje ten sygnat migdzy prob-
kami funkcja stala (rys. 2.7).

*
4 £(1)
m
! =

' -
1 1

1
! 1
! 1
! 1
! 1
! 1
! 1
1

t

>
»

I
I
I
I
I
I
I
!
0 T 2T 3T

Rys. 2.7. Sygnat wyjsSciowy ekstrapolatora zerowego rzgdu

2.2.2. Analiza procesu prébkowania

Obecnie zostanie dokonana analiza wplywu czestotliwosci prébkowania na
mozliwo$¢ odtworzenia sygnatu ciaglego na podstawie odpowiadajacego mu sy-
gnalu dyskretnego. Niech na wejscie impulsatora idealnego zostanie wprowadzona
funkcja ciggta o postaci

f(t) = Asinwyt (2.75)

Widmem sygnatu ciaglego f{¢) jest |F(jw )|, a sygnatu impulsowego 1 (¢) —
[F'(jo)|, przy czym

F )| = | 3 Flioy + ko] (2.76)
k=—o

Widmo sygnatu impulsowego jest wigc suma wielokrotnie powtorzonego widma
sygnalu ciaglego (rys. 2.8a), przesunigtego o wielokrotno$¢ @; = 2n/T (rys. 2.8b).
Amplitudy wszystkich harmonicznych sg rowne amplitudzie sygnatlu f{r) pomno-
zonej przez czynnik 1/T.
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a) A[F(jo) b) 4 [F* (o)
1 prazek podstawowy
A
1A/T
o) w
Oy > 0, —30; 052m; OO @, Ot O g2, -

Rys. 2.8. Widma czgstotliwosciowe: a) sygnatu cigglego, b) sygnatu probkowanego

Niech z kolei na wejscie impulsatora idealnego wprowadzony zostanie sygnat
fiH) = e . Widmo czestotliwosciowe |F'(jw )| takiego sygnatu pokazano na rysunku
2.9a. Sygnat wyjsciowy £ (f) ma widmo czestotliwosciowe, ktére pokazano na ry-
sunku 2.9b (dla duzej wartosci okresu probkowania 7) i 2.9¢ (dla matej wartosci 7).
Jezeli warto$¢ okresu probkowania 7 jest duza, to poszczegélne sktadowe
(w szczegodlnosci sktadowa podstawowa i1 nastepne) nie zachodza na siebie. Wow-

czas poprzez filtrowanie z sygnatu 1 *(f) mozna wyodrebni¢ sktadowa podstawowa,
eliminujac sktadowe o wyzszych czgstotliwosciach.

a)

|F(j()))| f(t) :e-t
. 1
Fo)= —
()= 175

_2n 21

0% O = — , = =

[0 " T Tz

b) 4 -
F*(jo
10 PN o —joy)
[FGo)l (o - 20,)]
t X _::’:: { \’\ ®
0 T, 2T, oN 20, "
)
1o (o)
[F(o+jo, )| 1 F(jo -]
A ‘ . o)l
s [F(jo)| ATy :
> e b [ e | e aQ
T,2T, 4T, -0, 0 05

Rys. 2.9. Widma czgstotliwosciowe: a) sygnatu cigglego, b) sygnatu probkowanego z duzg

warto$cig okresu probkowania, ¢) sygnatu probkowanego z matg wartosécig okre-
su probkowania
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W przypadku uktadow dyskretnych istotna jest odpowiedz na pytanie: kiedy
i jak mozna zrekonstruowaé sygnat ciagly f(¢f) na podstawie sygnatu dyskretnego
77(9). Intuicyjna odpowiedz na to pytanie jest nastepujaca:
sygnal pierwotny f(f) moina odzyskad, jeieli nie zachodzi nakladanie si¢ skla-
i dowej podstawowej i sktadowych o wyiszych czestotliwosciach widma sygnatu |
prébkowanego. Wowczas mozina odfiltrowaé sktadowq podstawowq widma sy-
| gnatu probkowanego, bez jakiegokolwiek znieksztalcenia fazy i wemocnienia.

Powyzsze stwierdzenie jest zgodne z tre$cig twierdzenia Shannona-Kotielnikowa
(nazywanym takze twierdzeniem Someya-Shannona), wedtug ktorego

i sygnal ciggly, prébkowany 7z czestotliwoscig co najmniej dwukrotnie wiekszq
od granicznej czestotliwosci swego widma, moZe byé ponownie odtworzony
1z sygnalu impulsowego. '
Charakterystyki filtru do odfiltrowania sktadowej podstawowej przedstawiono
na rysunku 2.10.

a) b)
A .
IG(jo)| 4 g(t)
1 .
_sin(nt/T)

o) g()= nt/T

0 T

T(P N /b
o N/ 0 T\ _/2T

0

Rys. 2.10. Charakterystyki filtru: a) czgstotliwosciowe, b) odpowiedz impulsowa

Filtr o charakterystykach przedstawionych na rysunku 2.10 nie da si¢ zrealizo-
wac fizycznie. Stad petna rekonstrukcja sygnalu ciaglego f(¢) na podstawie jego
sygnahu impulsowego /() jest w praktyce niemozliwa. Przyblizona rekonstrukcja
sygnatu moze by¢ przeprowadzona przez ekstrapolator.

Jesli znane sg state czasowe ciaglych cztonow uktadu regulacji, to przyjmuje

okres préobkowania powinien byé co najmniej dwa rzedy mniejszy od naj-
mniejszej stalej czasowej uktadu regulacji.



2.3. Przeksztatcenie =2

2.3.1. Definicja

Do opisu i analizy uktadow dyskretnych jest wykorzystywana technika prze-
ksztalcen dyskretnych, ktore stanowia odpowiednik przeksztatcenia Laplace’a
znajdujacego zastosowanie w analizie uktadéw ciaglych. Rozwdj metod analizy
opartych na przeksztatceniach dyskretnych wigze si¢ z szerokim zastosowaniem
komputeréw. Sposrdd wielu przeksztatcen dyskretnych, najszersze zastosowanie
znalazlo przeksztalcenie 2

Przeksztalceniem (transformata) £ dyskretnej funkcji czasu f(¢) jest nazy-
wane przeksztatcenie operatorowe

ZIf (0] =Z kD] = Fz) (2.77)
okreslone wzorem
F(z)=Y f(kT)z™* (2.78)
k=0

gdzie: f(kT) — oryginat dyskretny, F(z) — transformata funkcji (k7).
Rownanie (2.78) jest dyskretnym przyblizeniem ciaglego przeksztalcenia La-

place’a. Nalezy zwroci¢ uwage na zastapienie calki przez sume, funkcji f{¢) przez
fkT) oraz ¢ ™ przezz .

Warunkiem istnienia transformaty F(z) jest zbiezno$¢ szeregu (2.78). Zbiezno$¢

ta jest zapewniona, jezeli
| f(kT)|<o dla k<oo (2.79)

oraz
| fT) < dla k>N (2.80)

gdzie: a — odpowiednio dobrana liczba dodatnia (¢ < o), N — dostatecznie duza
liczba naturalna.

Ogolnie mozna stwierdzi¢, ze transformaty = istnieja dla funkcji dyskretnych,
ktore rosng nie szybciej od funkcji wyktadniczych. Na przyktad dla funkcji dys-
kretnych f(k) = k! oraz f(k) = exp(akz) (a#0) nie istnieja transformaty = poniewaz
funkcje te rosng szybciej od funkcji wyktadniczych.
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2.3.2. Transformaty podstawowych funkciji

Transformata jednostkowej funkcji skokowej. Niech 1(k) bedzie funkcja
skokowa, dyskretng, okreslong zalezno$cia

1(k)_l da k>0 2.5
1o dla k<0 '

Korzystajac z definicji przeksztalcenia = (réwnanie (2.78)) oraz ze wzoru na
sume¢ postepu geometrycznego, otrzymano
Fz)=Z[l(k)]= )Y Wk)z " =) z " =——= dla |z[>1 (2.82)
2O e

Transformata funkcji liniowej. Niech dyskretna funkcja liniowa ma posta¢
f(kT) = bkT (2.83)

Transformata tej funkcji jest okreslona nastgpujaco

F(z)=Y f(T)z7F =bT(1+227" 43272 4,27 = D2 la (2151 (2.84)

= (z-1)?
Transformata funkcji wykladniczej. Funkcja wyktadnicza ma postaé

ak
eak:{e dla k>0 2.55)

0 dla k<0

Korzystajac z definicji przeksztalcenia = oraz ze wzoru na sume postepu geo-
metrycznego, otrzymano

_ ak _—k .z a
F(z)= Ze 7_z—ea dla |z > e?| (2.86)
1— -

y4

Transformaty 2 najczgsciej spotykanych funkcji zamieszczono w tabeli 2.2
(obszerny wykaz transformat znajduje si¢ w pracy [10]).
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Tabela 2.2. Tabela transformat =~

| Fo) i
1. 0] ! :
1 z
2. 1(5) ; z—1
1 Tz
3 t s_2 (z— 1)2
1 z
4 e s+a z—e
5. l—e® ? G e_aT)Z
s(s+a) (z=D)(z-eT)
@ zsinwT
6. sinwt 2 4+ > 22 —2zcosaT +1

2.3.3. Wlasciwosci przeksztatcenia 2

Podobnie jak w przypadku ciaglego przeksztatcenia Laplace’a istnieje wiele

twierdzen dotyczacych dyskretnego przeksztatcenia 2 Najistotniejsze z nich przy-
toczone zostang ponizej.

Twierdzenie o liniowosci

| Z[afi(KT) + by (KT)] = aFy (2) 4 bFy (2) | (2.87)

.........................................................

Twierdzenie o przesunieciu w dziedzinie czasu

m—1
ZLf T +mT)-1(kT)] = z" [F(z) -y f(nT)z"} (2.88)

n=0

gdzie: m — dowolna dodatnia liczba catkowita, a Z[ f(kT)]= F(z). W szczegolno-
sci dla funkcji przesunigtej, np. w lewo

- Z[f(kT =mT)1(kT —=mT)]=z""F(z) (2.89)
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Twierdzenie o transformacie réznicy
Z[Af (k)] =(z - 1)F(z) - z/(0) (2.90)

przy czym Af'(k) =f[(k + 1)T] — f (kT) — roznica pierwszego rzgdu.
Twierdzenie o wartosci koncowej

Jim f(KT) = lim(z ~DF (2) (2.91)

2.3.4. Odwrotne przeksztatcenie 2

Proces wyznaczania warto$ci dyskretnych funkcji /' (kT) na podstawie znajomo-
$ci transformaty F(z) nosi nazwe odwrotnego przeksztatcenia 2

Z7NF(2))= f(kT), k=0,1,2,.. (2.92)

Odwrotne przeksztalcenie 2 mozna zrealizowa¢ nastepujgcymi metodami:
— rozktadu na utamki proste,

— szeregu potegowego,

— residuow.

A. Metoda rozkiadu na utamki proste

Niech transformata dyskretna F(z) ma posta¢ wielomianowej funkcji wymierne;j

L
Fz) =12 (2.93)
M(z)
Zaktada si¢, ze rbwnanie charakterystyczne
n .
M(z)=> a;z' =0 (2.94)
i=0
ma wylacznie pierwiastki zj, zp, ..., z,; jednokrotne i rozne od jednos$ci. Funkcje
wymierng (2.93) mozna roztozy¢ na utamki proste, zgodnie z zaleznoscia
n
Fz) =22 =y (2.95)

M(z) ‘—z-z
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gdzie wspodlczynniki ¢; (podobnie jak w uktadach ciaglych) sa wyznaczane w opar-
ciu o metodg wspotczynnikéw nieoznaczonych lub z réwnania

_ L(z;)
e (2.96)
gdzie:
M'(zi)=d]‘jz(z) (2= 2) e G = 2 = 2ia0) o (5 2) 20 (297)

1

Oryginal transformaty (2.95) jest suma oryginatow poszczegodlnych utamkow
prostych. Oryginaly te mozna znalez¢ w tablicach transformat dyskretnych.

Oryginat transformaty (2.95), po uwzglednieniu réwnan (2.96) i (2.97), wyraza
si¢ zalezno$cig

n

L(z;) k-1
KTy=) 222 2.98
S(kT) ,~§:1M'(Zi)zl (2.98)

W przypadku, gdy na uktad dziata wymuszenie w postaci funkcji skokowe;j, je-
den z pierwiastkow roéwnania charakterystycznego (2.94) jest réwny jednosci.
Mozna wowczas napisac

M(2)=(z=1)M;(z) (2.99)

przy czym rownanie M1(z) = 0 ma pierwiastki zi, zy, ..., z,.1 jednokrotne i rozne
od jednosci.

Z wyrazenia

M'(z)= My(z)+(z—-1)M"; (2) (2.100)
wynika, Ze
M, (1) dla z;=1
M'(z;)= o , : (2.101)
(z; =1)M'(z;) dla z; —pierwiastka réwnania M;(z)=0
Uwzgledniajac (2.101) w rownaniu (2.98) otrzymano
n-1
roery=—Lt0_, > LG ) k1 (2.102)
M) I (z =DM (z;)
przy czym
, dMq(z
M) =T ) )G - E)e G - 2) (2109)
z=z;

1
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Jezeli robwnanie charakterystyczne (2.94) posiada r r6znych pierwiastkoéw zq, zo,
.. z; odpowiednio o krotnosciach m; + mp+...+ m;, = n, to — analogicznie jak
w uktadach ciagglych — oryginatl transformaty (2.100) jest okreslony wzorem [12]

rm,l

(K=D!' g1
kT - 2.104
FUT)=D"" ¢y TR (2.104)
i=1 /=0
przy czym
1 dmi e
¢ = |y L @03
(m; =1=1)! 4™ M(z) !
Przyktad 2.7
Wyznaczy¢ oryginat transformaty
z
F(z)= 2.106
2) (z+0,5)(z—0,3) ( )
metodg rozktadu na utamki proste.
Rozwigzanie
Oryginat transformaty F(z) wyznaczono korzystajac z zaleznosci (2.98)
f(kT):ﬂ P L Lz2) A=
z1—2z Zy—z
1 2 7 =-0,5 2 1 22=0,3 (2107)
08( 0,51 + 0203" 120,625(-0,5)%71 +0,375(0,3)%!

)

B. Metoda szeregu potegowego

Stosujac metodg szeregu potgegowego mozna znalez¢ tylko pewng liczbe po-
czatkowych wyrazow funkcji f(kT), np. przy obliczaniu odpowiedzi skokowe;.
Woweczas nie ma potrzeby wyznaczania wyrazenia ogolnego dla dowolnego £, lecz
mozna otrzymaé poszukiwane wartos$ci przez rozwini¢cie F(z) w szereg potegowy
wzgledem Z_l. Z definicji transformaty F(z) wynika, ze

F(2)=f0)+ f(D)z"'+ F21)z72 +... (2.108)

Jezeli transformata F(z) zostanie przedstawiona w postaci nieskonczonego sze-
regu potegowego wzgledem z_l, to wspotczynniki liczbowe jego kolejnych wyra-
z6w beda szukanymi warto$ciami f (k7). Funkcje F(z) mozna latwo rozwingé
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w szereg nieskonczony, wykonujac dzielenie wielomianu w liczniku przez wielo-
mian w mianowniku transformaty F(z).

Zaleta tej metody, istotng zwlaszcza przy rozwazaniu uktadow regulacji wyz-
szych rzgdow, jest to, ze nie trzeba okresla¢ biegunow transformaty F(z). Nato-
miast wadg jest silna kumulacja btedéw zaokraglen. Jesli wigc trzeba obliczaé
wigksza liczbe punktow, nalezy zadba¢ o bardzo dokladne wyznaczenie pierwszej
warto$ci rozwini¢cia w szereg.

Przyktad 2.8
Wyznaczy¢ oryginal transformaty

0,181z

F(2)=—
z° —1,638z+ 0,638

(2.109)

Rozwigzanie

Dzielagc wielomian w liczniku przez wielomian w mianowniku transformaty
F(z) otrzymano
0,181z"'+0,29722 + 03722+ ...

0,181z : 22-1,638z+ 0,638
0,181z — 0,297 + 0,115z

0,297 — 0,115z

0.297 — 0,487z '+ 0,192

0,372z"' — 0,19z

Zatem
F(z)=0181z"" + 0297272 + 0372z + .. (2.110)

Porownujac F(z) ze wzorem (2.114) otrzymano:

£(0)=0, f(I)=0,181, fQ2T7)=0297, f(31)=0372,... (2.111)

C. Metoda residuéw
Jezeli transformata F(z) jest funkcjg wymierng, to na podstawie twierdzenia
Cauchy’ego o residuach jest stuszna zaleznos¢

FT)= res[F(2)2* 7" _— (2.112)

przy czym z; sa biegunami funkcji F1 (z)zk_l.
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Jezeli biegun z; jest biegunem jednokrotnym funkcji F(z), to residuum funkcji
F (z)zk_1 w tym punkcie oblicza si¢ ze wzoru
res[F(z)zF1,_, = lim [(z—2z)F(z)z*™"] (2.113)
! Z—2Z;
Natomiast jezeli biegun z; jest biegunem m;-krotnym funkcji F(z), to residuum
funkcji F (z)zk_1 w tym punkcie jest okreslone zaleznoscia
k-1 1 T m; k-1
res [F(z)z ] = lim I (z—2z;) " F(2)z (2.114)

FTE (ml- —1)' zZ—>2z; dzmi—

Nalezy tu podkresli¢, ze przeksztalcenie odwrotne 2 okre§la na podstawie
transformaty F(z) jej oryginal dyskretny f(kT), ktoremu moga odpowiada¢ roézne
funkcje ciagle f(f). Wynika stad, ze przeksztalcenie 2 jest wzajemnie jednoznacz-
ne tylko wzgledem oryginatu dyskretnego.

Przyktad 2.9
Dana jest transformata dyskretna

~0,4z% +1,08z

F(2)= ~
(z+0,5)(z-0,3)

(2.115)

Wyznaczy¢ oryginat dyskretny f(kT).
Rozwigzanie

SUT)=Z 7 [F(2)]=res[F(2)2" '] ._gs+res[F(2)z* 1.5 (2.116)

~0,4-0,25-1,08-0,5
(-0,5-0,3)>

res[F(z)z" 1] .__g5= (-0, 1 =2-0,5F  (2.117)

k-1 .
res|F(z)z _nx= lim —
[F(2)z" "].203 105

d|-04z% +1,08z k-1
z—0,3dz

]: (4k -2)0,3% (2.118)

Ostatecznie
FkT) = 2(=0,5)" + (4k —2)0,3F (2.119)
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3. METODY OPISU UKLADOW LINIOWYCH

Wrhasnosci statyczne i dynamiczne uktadu, zwane czesto odpowiednio charakte-
rystykami statycznymi i dynamicznymi, wyrazane sa za pomocg réoznych form
zapisu. Najczesciej sg to: rOwnania rézniczkowe, transmitancje, rownania stanu, cha-
rakterystyki czasowe lub czestotliwosciowe. Posta¢ zapisu narzuca okreslong metode
analizy lub syntezy uktadu i uzalezniona jest gtéwnie od celu, ktoremu ma stuzy¢.

3.1. Rownania rézniczkowe i roznicowe

3.1.1. Réwnania rozniczkowe

Rownanie rozniczkowe zwyczajne, opisujace ciagly, jednowymiarowy obiekt
sterowania o statych skupionych ma ogélng postacé

F=p, 3 Vit ul™, 2,2, 258 1)=0 (3.1)

przy czym: y — sygnal wyjsciowy; u — sygnal wejsciowy; z — zaktocenia dziatajace
na obiekt. Rownanie to w przypadku ogdlnym opisuje jednowymiarowy obiekt
nieliniowy i niestacjonarny. Gdy obiekt jest stacjonarny, w rownaniu nie wystgpuje
bezposrednio zaleznos¢ od czasu, co oznacza, ze parametry uktadu (wspotczynniki
rownania (3.1)) sa state. Gdy natomiast obiekt jest liniowy, rownanie (3.1) jest
liniowa kombinacja sygnatéw i ich pochodnych. W przypadku ciagtego i stacjo-
narnego uktadu liniowego réwnanie (3.1) mozna zapisa¢ w postaci

n m
0, 920 0 YD =b, 9 “(t) i 34O oy +
d¢” d¢
. (3.2)
d” z(v) dz(r)
+det—k+ ...+CIT+C()Z(1)

Zaleznie od warunkow pracy rozréznia sie cztery przypadki:

1. Na obiekt dziala zarowno sygnal sterujacy u(z), jak i sygnat (lub sygnaly) za-
ktécajacy z(7). Dynamike obiektu opisuje rdéwnanie (3.2).

2. Na obiekt dziata tylko sygnat sterujacy, a zaktocenie i jego pochodne sg rowne zeru.

3. Na obiekt nie dziata sygnat sterujacy (sygnat ten i jego pochodne sg rowne ze-
ru), natomiast dziata zakldcenie z(7).

4. Na obiekt nie dziataja zadne sygnaly zewnetrzne.
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Jezeli na obiekt nie dzialaja zadne sygnaly zewngtrzne, woéwczas rdwnanie opi-
sujace jego wiasciwos$ci upraszcza si¢ do postaci

n
a, %+ ot %+a0y(t) -0 (3.3)

Jest to rownanie obiektu w stanie swobodnym. Przez analogi¢ do zjawisk
w uktadach mechanicznych jest takze nazywane réwnaniem ruchu swobodnego
lub réwnaniem drgan wlasnych. Charakteryzuje ono zachowanie si¢ obiektu po
odjeciu wszelkich sygnatow zewnetrznych i ma duze znaczenie przy badaniu wia-
snosci dynamicznych obiektow.

W przypadku obiektu liniowego, opis za pomoca réwnania rozniczkowego jest
poprawny w catlym zakresie dopuszczalnych (ze wzgleddw konstrukcyjnych
i technologicznych) zmian wartosci sygnalu wejsciowego u(f) i wyjsciowego y(¢).
Gdy natomiast obiekt jest nieliniowy, opis za pomoca liniowego réwnania rdéznicz-
kowego jest zasadny tylko w otoczeniu pewnego punktu, wybranego na charakte-
rystyce statycznej, wokot ktoérego model matematyczny byt linearyzowany. Row-
nanie liniowe opisuje wigc pewien wyidealizowany obiekt, ktorego rzeczywiste
procesy sa nieliniowe. Przyjecie takiego uproszczenia opisu jest uzasadnione
w przypadku, gdy wiasnosci dynamiczne i statyczne obiektu rdznig si¢ stosunkowo
nieznacznie od rzeczywistych. Zastosowanie linearyzacji umozliwia dokonywanie
analizy obiektu z wykorzystaniem metod stosowanych w uktadach liniowych.

Istotng wilasciwos$cia obiektu w stanie ustalonym jest zalezno$¢ sygnatu wyj-
sciowego od wejsciowego, ktora nazywa si¢ charakterystyka statyczna. Wyzna-
cza si¢ jg z roOwnania rdézniczkowego poprzez przyréwnanie wszystkich pochod-
nych do zera.

Eksperymentalnie punkt lezagcy na charakterystyce statycznej wyznacza si¢
wprowadzajac na wejscie obiektu staty sygnal i mierzac w stanie ustalonym jego
wyjscie. Dokonujac pomiaru dla roznych, ale stalych wartosci sygnatu wejsciowe-
g0, otrzyma si¢ zbidr punktow, ktéry po odpowiedniej aproksymacji stanowi cha-
rakterystyke statyczna.

3.1.2. Rownania réoznicowe

Odpowiednikiem rownania rézniczkowego w uktadach dyskretnych jest row-
nanie roznicowe, w ktorym czas ma warto$¢ dyskretng. Rownanie réznicowe
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mozna otrzyma¢ z roOwnania rézniczkowego, zastepujac pochodna rdznicg pierw-
szego rzedu. Rozroznia si¢ roznice: wyprzedzone, wsteczne i centralne.
Pochodna sygnatu f(r) w chwili ¢ = kT (k = 0, 1, 2, ...) moze by¢ wyznaczana
z zaleznosci (réznica wyprzedzona)
YO gy Ser)=10) G

dr |r=kT T —>0
gdzie: f(K)=f(kT), f(k+ 1) =f[(k + D)T].
W realizacji praktycznej uktadu dyskretnego okres probkowania 7> 0 i wowczas

df(t)

t|e=k

=220 L f0]= a7 ) (3.5)

przy czym A f(k) — roznica pierwszego rzedu.

Analogicznie mozna wyznaczy¢ druga pochodna

f(k+1) S _[fe+2)— fle+D]-[rk+D-r0)]
f(t)‘t k=

r? (3.6)
:f(k+2)—2f§k+1)+f(k)Z%Azf(k)
T T

gdzie A f(k)—rdznica drugiego rzedu.

Nalezy zauwazy¢, ze obliczajgc pochodng jako roznice wsteczng

f(t)‘ g = W (3.7)
wowczas
oy g =10 2f(kT21) +f(k=2) 53)

Kazde rownanie rézniczkowe uktadu dynamicznego mozna przeksztatcié w row-
nanie roéznicowe dokonujac probkowania sygnatoéw w czasie i1 przyblizajac pochodne
roznicami. Niech uktad dynamiczny opisany bedzie rownaniem rézniczkowym

Lod &, d
Dai—y(t)= Y by—u(®), n=m (3.9)
iz dr = dt
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Jesli sygnaty y(f) 1 u(f) zostang poddane probkowaniu z okresem 7, wowczas
réwnanie rézniczkowe (3.9) przechodzi w rownanie réoznicowe o postaci

toa 2 b
> LA y(k) = Z—llAlu(k) (3.10)
i—o T =0T

Ogodlnie i-ta wsteczna roznica funkcji dyskretnej £ (k) jest okreslona zalezno$cia

i

Nf (k)= D raf (k=n) (3.11)
n=0
gdzie
_(_1\2i+n i!
=D T

W tabeli 3.1 przedstawiono warto$¢ wspotczynnikdéw r, dla siedmiu pierwszych

roznic.
Tabela 3.1. Wartosci wspotczynnikow 7,

Rzad roznicy i o 7| 2 r3 7y s s 77
1 1 -1
2 1 -2 1
3 1 -3 3 -1
4 1 -4 6 -4 1
5 1 =5 10 -10 5 -1
6 1 -6 15 -20 15 -6 1
7 1 -7 21 =35 35 =21 7 -1

Rozwigzanie y(k) réwnania (3.10) jest przyblizeniem rozwigzania roOwnania
rozniczkowego (3.9) w chwilach probkowania. Doktadnos¢ tego przyblizenia ro-
$nie, gdy okres probkowania 7T— 0. Rownanie (3.10) jest rOwnaniem rekurencyj-
nym; jego rozwigzanie polega na wyznaczeniu punkt po punkcie wartosci odpowie-
dzi y(k), dla danej funkcji wymuszajacej u(k) i danych warunkow poczatkowych.

Dokonujac przeksztalcenia = roéwnania réznicowego (3.10) mozna otrzymac
transmitancj¢ dyskretng G(z). Zastosowanie roéznicy wstecznej do aproksymacji
pochodnej pozwala bezposrednio zastosowac twierdzenie o przesunieciu funkcji.
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Przyktad 3.1

Dane jest rownanie rézniczkowe
Tiy(0) + y(1) = Ku(t) (3.12)

Wyznaczy¢ rownanie réznicowe.

Rozwigzanie
Roéwnanie rézniczkowe zastapiono rownaniem réznicowym, przyjmujac réznice

wsteczng

Bk y(k =)+ y(k) = Ku(k) (3.13)
T

3.2. Transmitancje operatorowe

3.2.1. Transmitancja operatorowa uktadu ciggtego

Transmitancjg operatorowa G(s) jednowymiarowego uktadu liniowego i stacjo-
narnego nazywa si¢ wielko$¢ okreslong jako stosunek transformaty Laplace’a Y(s)
sygnatu wyjsciowego obiektu do transformaty U(s) sygnatu wejsciowego, przy
zerowych warunkach poczatkowych

) (3.14)

przy czym transformaty Y(s) i U(s) okreslone sg nastepujaco:

Y(s) = j y(t)e ' de, U(s) = j u(t)e ™ dt (3.15)
0 0

Dla uktadéw opisanych liniowymi réwnaniami rézniczkowymi o statych
wspotczynnikach transmitancja operatorowa jest funkcja wymierng zmiennej ze-
spolone;j s, tj. jest ilorazem dwdch wielomianéw o postaci

m
_ L(S) :bmS +...+b1S+b0’ m<n (316)

M(s) a,s" +..+ays+ag

G(s)

Pierwiastki licznika, tzn. réwnania L(s) = 0, nazywa si¢ zerami, natomiast
pierwiastki mianownika — biegunami transmitancji.
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Charakterystyke statyczng z transmitancji (3.16) wyznacza si¢ przyjmujac s = 0,
co w przypadku réwnania rézniczkowego jest rownoznaczne zerowaniu si¢ po-
chodnych. Charakterystyka ta okreslona jest zalezno$cia

L y=—u (3.17)
a jej wspotczynnik jest nazywany wspélczynnikiem wzmocnienia.
W przypadku wielowymiarowego uktadu o » wejsciach i m wyj$ciach definiuje
si¢ macierz transmitancji, zwang takze transmitancja macierzowa

Gii(s)  Gpa(s) -+ Gp(s)
G(s)=| Gai(s) Gnls) - Gop(s) (3.13)
Gml(s) GmZ(S) Gmr(s)
gdzie:
Y, . .
G,.J.(s)=Uj((SS)), i=1,2,m, j=1,2,..r (3.19)

Transmitancje Gyi(s) sa rowne stosunkowi transformaty i-tego sygnatu wyj-
sciowego do transformaty j-tego sygnalu wejsciowego, przy zatozeniu, ze wszyst-
kie pozostate sygnaty wejsciowe 1 warunki poczatkowe obiektu sg rowne zeru.

Opis wielowymiarowego uktadu liniowego za pomoca macierzy transmitancji
mozna potraktowac jako wynik prob zastosowania analogicznego podejscia jak
w przypadku uktadéw jednowymiarowych. Takie rozszerzenie znanego z teorii
uktadéw jednowymiarowych podej$cia do zagadnien dynamiki uktadow wielowy-
miarowych moze by¢ czgsto dogodne. Poza tym zaleta opisu za pomoca macierzy
transmitancji jest to, ze transmitancje stanowigce elementy tej macierzy reprezentu-
ja wlasciwosci dynamiczne poszczegolnych czesci uktadu. Umozliwia to doswiad-
czalne wyznaczanie tych elementéw oraz calej macierzy transmitancji.

Opis ten ma istotne wady. Jedna z nich jest ujecie wszystkich wlasnosci dyna-
micznych obiektu tylko w okreslonych przypadkach, np. gdy poszczegdlne wejscia
oddziatuja na wszystkie wyjscia obiektu. Powyzsze wlasnosci opisu uktadow wie-
lowymiarowych przy uzyciu macierzy transmitancji spowodowaty, ze wprowadzo-
no i powszechnie stosuje si¢ ich opis w przestrzeni stanéw (za pomocg roéwnan
wektorowo-macierzowych), ktory pozwala na petniejsze przedstawienie zjawisk
dynamicznych w uktadzie, a takze stwarza dogodne warunki prowadzenia obliczef
za pomocg komputerow.
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3.2.2. Transmitancja operatorowa uktadu dyskretnego

Dogodna postacig opisu liniowych uktadow ciaglych jest wykorzystanie pojecia
transmitancji, tzn. stosunku transformat Laplace’a sygnatu wyjsciowego i wejscio-
wego. Analogicznie, do opisu uktadow dyskretnych jest stosowane pojecie, tzw.
transmitancji dyskretne;.

Transmitancja dyskretng G(z) jednowymiarowego ukladu dyskretnego jest
nazywana wielko$¢ okre§lona jako stosunek dyskretnej transformaty Laplace’a
sygnatu wyjsciowego Y(z) do transformaty sygnalu wejsciowego U(z) przy zaloze-
niu ze warunki poczatkowe sg zerowe

(3.20)

Dla dyskretnych uktadéw liniowych, opisanych liniowymi réwnaniami, trans-
mitancja dyskretna jest wiclomianowg funkcjg wymierng zmiennej z (tj. ilorazem
dwoch wielomianoéw) o postaci

G(z)= L&) (3.21)
M(z)

Pierwiastki rownania L(z) = 0 s3 nazywane zerami, a pierwiastki rownania
M(z) = 0 — biegunami transmitancji dyskretnej (3.21).

Niech dany bedzie dyskretny uktad wielowymiarowy, liniowy o p wejsciach i ¢
wyjsciach. Symbolem Uj(z) okreSlono transformat¢ 2 j-tego wejscia u; (j = 1, 2,
..., ), natomiast symbolem Yj(z) — transformate = i-tego wyjscia y; (i = 1, 2, ..., q)
tego uktadu.

Wtasciwosci dynamiczne wielowymiarowego uktadu dyskretnego o p wejsciach
1 ¢ wyj$ciach okresla dyskretna transmitancja macierzowa (lub macierz transmi-
tancji dyskretnych) o postaci

G(z) Ga(2) -+ Gpp(2)
G(2)=|Gu(2) Gn(@) - Gp(d) (3-22)
Gu(2) Gya(2) Gyp(2)
gdzie
_ Y
G,,-(z)——Uj = (3.23)
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jest transmitancjg dyskretng migdzy i-tym wyjSciem, a j-tym wejsciem wielowy-
miarowego uktadu dyskretnego, przy zatozeniu, ze wszystkie wejscia z wyjatkiem
J-tego sg rowne zeru oraz warunki poczatkowe sg takze zerowe.

Wprowadzajac oznaczenia:

Ui (z) h(z)
U@z)= U2, V(@)= 1) (3:24)
U,(z) Y,(2)

transformatg sygnatu wyjsciowego mozna zapisac

Y(2) = G)U(z) (3.25)

3.3. Transmitancja widmowa

3.3.1. Transmitancja widmowa ukladu ciggtego

Jezeli na wejscie elementu liniowego wprowadzone zostanie wymuszenie har-
moniczne o stalej pulsacji w, to na wyjsciu po zaniknieciu przebiegu przejsciowe-
go ustali si¢ odpowiedz harmoniczna o tej samej pulsacji @, ale w ogdlnym przy-
padku o innej amplitudzie i fazie niz wymuszenie (rys. 3.1). Teoretyczng podstawe
analizy w dziedzinie czgstotliwo$ciowej stanowi transmitancja widmowa.

u(ty=Upsinwt

y()=Yosin(wt+¢)
U(jw)y=U,e™

Y(j)=Yoe" "

G(jo)

Rys. 3.1. Schemat blokowy uktadu liniowego z wymuszeniem harmonicznym

Transmitancja widmowa G(jw) liniowego uktadu stacjonarnego nazywa si¢
iloraz warto$ci zespolonej odpowiedzi Y(jw) wywotanej wymuszeniem harmonicz-
nym do wartosci zespolonej U(jw) tego wymuszenia

(3.26)

Transmitancj¢ widmowa G(jo) wyznacza si¢ z transmitancji operatorowej na
podstawie zaleznos$ci
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P G(j0)=G6)[s=j0 | (3.27)

Wynika to z faktu, ze przeksztalcenie Fouriera dla s = jo jest szczegdlnym

przypadkiem przeksztatcenia Laplace’a. Wobec tego transmitancja widmowa, od-
powiadajaca transmitancji operatorowej (3.16), ma postaé

by, (jo)" + ...+ bjjo+b

G(jw) = <n (3.28)

a,(jo)" + .. +ajjo+ag

Wyrazenie to mozna przedstawi¢ takze w innych postaciach:

a) jako iloraz dwéch wielkosci zespolonych

GUCO):M (3.29)
c(w)+jd()
przy czym:
_ 2 4 6
a(a))—bo —bza) +b4(0 —b6a) + .-
Ww)= bla)—b3a)3 +b5a)5 —b7a)7 + - (3.30)

c(w)=a —aza)2 +a4a)4 —a6a)6 4o

d(a))zala)—a3a)3 +a5w5 —a7a)7 + e

b) jako suma sktadnika rzeczywistego i urojonego (postac algebraiczna)

G(jo)=P(o) +j0(@), (3.31)

przy czym po uwzglednieniu (3.29)

P(e) = a(a));:(a)) + b(za))d(a)) (332)
c(w)+d (o)
O() - Heelo) —a(@)d(@) (333)
c(w)+d (w)
c) w postaci wykladniczej
G(jo) =|G(jo)le!?'®) = A(w)e?*) (3.34)
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gdzie modut

———————————————————————————————————————————

A(@)=|G(j0) = P2 (@) + O*(@) (3.35)

lub po podstawieniu réwnan (3.32) i (3.33)

_|d*(w)+b*(w)
A(w) = /—Cz(w)+d2(w) (3.36)

a faza (argument)

-------------------------

! _ Q)
) 37
lub
3 b(w)c(w)—a(w)d(w)
plo)=arcte @) No)d(@) (3.38)
d) w postaci trygonometrycznej
G(jo)=|G(jw)|[cos p(w)+ jsin p(w)] (3.39)

Modut transmitancji okresla si¢ takze w inny sposob niz to wynika z zalezno$ci
(3.35) Iub (3.36), a mianowicie (patrz rys. 3.1)

—————————————————

|GG = ﬁ (3.40)

Zatem z zaleznosci (3.36) i (3.42) wynika, ze wyrazenie G(jw) jednoznacznie
okresla stosunek amplitudy harmonicznego sygnatu wyjsciowego do amplitudy
harmonicznego sygnatu wejsciowego, a takze przesunigcie fazowe tych sygnalow
w stanie ustalonym. Stosunek amplitud, wyrazony zaleznoscig (3.40), jest nazywa-
ny wzmocnieniem czestotliwo$ciowym uktadu. Zaro6wno wzmocnienie, jak i prze-
sunigcie fazowe, sg funkcjami pulsacji @ sygnalu wejsciowego. Dlatego wyraze-
nie G(jw) jest nazywane transmitancja widmowa, gdyz charakteryzuje sposob,
w jaki dany obiekt reaguje na harmoniczny sygnal wejsciowy, dla catej szerokosci
widma jego pulsacji .

Uktady wielowymiarowe opisuje si¢ za pomocg macierzy transmitancji wid-
mowych, analogicznie jak w przypadku transmitancji operatorowych.

61



3.3.2. Transmitancja widmowa ukiadu dyskretnego

Niech bedzie dany dyskretny uktad liniowy o wymuszeniu harmonicznym
u(t) = Upsinax, ztozony z idealnego impulsatora, ekstrapolatora i cztonu dynamicz-
nego reprezentujacego obiekt sterowania. Dyskretne wymuszenie w postaci zespo-
lonej mozna zapisaé nastepujaco

jka)p

u(k)=Uged ™ =Uqe (3.41)

przy czym @), = T jest pulsacja bezwymiarows.

Niech U(jawy) oznacza warto$¢ zespolong wymuszenia, natomiast ¥(ja,) — war-
tos$¢ zespolong odpowiedzi ukladu na to wymuszenie. Dyskretng transmitancja
widmowg nazywa si¢ zalezno$¢

: Y(jop)
G(j a)p) = - P (3.42)
U(jop)
Transmitancja ta jest wielkoscia zespolona, a wigc

przy czym:
P(@,)=Re[G(jo,)],  O@,)=Im[G(jo,)]
Migdzy dyskretng transmitancja widmowa G(jw,) a dyskretng transmitancjg
G(z) zachodzi zalezno$¢
G(jow,)=0G(z) _d®p (3.44)

T _Gjol _ oy

gdyz z=¢° =e

W odréznieniu od transmitancji widmowej uktadu ciaglego, dyskretna transmi-
tancja widmowa jest funkcja okresowa pulsacji @, , gdyz

G(jw, +2nm)=G(jw,), n=0,1,2,... (3.45)

przy czym okres tej funkcji jest rowny 2.

Macierz dyskretnych transmitancji widmowych uktadu wielowymiarowego jest
definiowana identycznie jak macierz transmitancji widmowych wielowymiarowe-
go uktadu ciagltego.
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3.4. Réwnania stanu

3.4.1. Réwnania stanu uktadéw ciagtych

Uktady zaré6wno jedno- jak i wielowymiarowe opisuje si¢ relacjami typu wej-
scie-wyjscie lub zaklocenie-wyjscie. W zwigzku z tym w uktadach tych analizuje
si¢ sygnaly wejsciowe 1 wyjsciowe oraz zakltdcenia, nie po§wigcajgc wigcej uwagi
innym sygnatom. Takie podejscie doprowadzito do okres$lenia odpowiednich me-
tod analizy i1 syntezy, ktore majg istotne znaczenie w teorii liniowych ukladow
sterowania i s3 w wielu przypadkach z powodzeniem stosowane. Jednak teoria,
ktora powstata na podstawie rozwazan w relacji wejscia-wyjscia ma t¢ wadg, ze nie
daje bezposredniego obrazu dynamiki danego uktadu jako catosci. Obraz ten moz-
na otrzymac¢ dopiero po przeprowadzeniu dodatkowych rozwazan, majacych na
celu wyznaczenie przebiegdw sygnaldw wystepujacych wewnatrz danego uktadu.

Mozna bezposrednio zastosowac opis matematyczny ukladu, ktory ujmuje nie tyl-
ko relacje typu wejscie-wyjscie, ale takze okresla tzw. stan wewnetrzny uktadu. Me-
tody oparte na takim opisie matematycznym w teorii sterowania sg metodami zmien-
nych stanu. Istotng zaleta tych metod, w pordwnaniu z metodami opisu dynamiki
uktadu typu wejscie-wyjscie, jest to, ze umozliwiaja one sterowanie nie tylko wyj-
sciem, ale takze wielko$ciami fizycznymi, ktore okreslajg stan wewnetrzny uktadu.

Pojecie stanu uktadu zostanie zobrazowane na prostym przyktadzie. Niech dy-
namika uktadu dynamicznego bedzie opisana roéwnaniem roézniczkowym drugiego
rzedu. Relacje migdzy wyjsciem a wejsciem uktadu przedstawia rysunek 3.2.

u(?) »(2)
— ¥ VO +tay()+agy()=ult) —»

Rys. 3.2. Schemat blokowy uktadu dynamicznego opisanego rownaniem rézniczkowym

Dynamike tego uktadu mozna zapisa¢ w postaci rownan stanu. W ujgciu mate-
matycznym polega to na zastgpieniu réwnania rdzniczkowego drugiego rzedu
uktadem rownan rézniczkowych pierwszego rzedu. W tym celu zostang przyjete
dwie pomocnicze zmienne x| i x, zdefiniowane nastepujaco:

x1(6) = y(1)

3.46
X () = (1) (340
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Po zrézniczkowaniu stronami tych rdwnan otrzymano:

x1 (1) = y(1) = x2(2)

: . . (3.47)
X (8) = y(1) = —agy(1) —ay y(2) + u(t)
Ostatecznie, uwzgledniajac rownania (3.46):
X1 (2) = x2(1) (3.48)

Xp () = —agx)(t) — ayxy (t) + u(t)

Réwnania (3.48) zapisano w postaci wektorowo-macierzowej:

o [ x@ ] 0 L x| |0
x(t)—{xz(t)}—{_ao —aj[xz(ﬂ}mw) (3.49)
xl(t):|

3.50
x2(?) (.30)

yn=[t o] [

Roéwnanie (3.49) jest nazywane réwnaniem stanu, natomiast rownanie (3.50) —

réwnaniem wyj$cia. Schemat blokowy uktadu dynamicznego, opisanego ww.
rOwnaniami jest nastepujacy

ey | () =x(0) x(1) (1)
TP () =—agr (D —aO+uy [P € T

Rys. 3.3. Schemat blokowy uktadu dynamicznego opisanego rownaniem stanu

Porownujac rysunki 3.2 i 3.3 mozna zauwazy¢, ze w ukladzie opisanym rowna-
niami stanu dodatkowg wielkosciag wyjsciowa jest wektor x(¢), nazywany wekto-
rem stanu. Jego wspolrzedne nosza nazwe¢ zmiennych stanu. Zbidor zmiennych
stanu okresla tzw. stan ukladu. Stan uktadu jest wiec najmniej licznym zbiorem
wielkosci, zawierajagcym wystarczajacg ilos¢ informacji do jednoznacznego okre-
$lenia uktadu. Zmienne stanu niekoniecznie musza mie¢ sens fizyczny; moga to
by¢ odpowiednio dobrane wielkosci abstrakcyjne.

Niech ogolnie dla rozwazanego ukladu modelem matematycznym bedzie
uklad n rownan rézniczkowych zwyczajnych pierwszego rzedu. Mozna wybrac
w tym ukladzie n liniowo niezaleznych wielkos$ci fizycznych lub abstrakcyjnych,
ktére oznaczono przez x1(t), x2(¢), ..., x,(f). Przestrzen o wspotrzgdnych x1, xo, ..., X,
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jest nazywana przestrzenig stanu. Koniec wektora x(¢) kre§li w przestrzeni sta-
nu trajektorie stanu.

Réwnania stanu uktadu sg uktadem n réwnan rézniczkowych pierwszego rzedu,
w ogolnym przypadku nieliniowych i niestacjonarnych. Rownania stanu uzupetnia-
ja réwnania wyjscia, ktére sg rownaniami algebraicznymi, pokazujacymi, w jaki
sposob wektor zmiennych stanu x(¢) i sterowanie u(¢) oddziatuja na wyjscie y(¢)
uktadu. Roéwnania te zwykle zapisuje si¢ w postaci wektorowo-macierzowe;:

—————————————————————————

X(1)= Ax() + Bu(1); (3.51)

(1) = Cx(6) + Du(t) | (3.52)

gdzie: x — n-wymiarowy wektor stanu, u(f) — r-wymiarowy wektor sterowania, y(f) —
m-wymiarowy wektor wyjscia, A — nxn-wymiarowa macierz stanu, B — nxr-
wymiarowa macierz sterowan (wejs¢), C — mxn-wymiarowa macierz wyjs$¢, D — mxr-
wymiarowa macierz transmisyjna (bezposredniego oddziatywania wejscia na wyjscie).

Schemat blokowy ukladu odpowiadajacego rownaniom (3.51) i (3.52) przed-

stawiono na rysunku 3.4. Blok ze znakiem calki reprezentuje operacje calkowania
pochodnej wektora stanu.

u(t)

Rys. 3.4. Schemat blokowy uktadu opisanego rownaniami stanu

W przypadku uktadu jednowymiarowego » = 1 i m = 1. W réwnaniach (3.51)
1(3.52) wektory u(?) i y(¢) nalezy zastapi¢ wielkosciami skalarnymi u(z) i y(f), na-
tomiast macierz B ma wymiar nx1, a macierz C — wymiar 1xn.

Majac réwnania stanu mozna tatwo wyznaczy¢ transmitancje operatorowa,
a w przypadku uktadu wielowymiarowego — macierz transmitancji operatorowych.
Niech uktad dynamiczny opisany bedzie rownaniami (3.51) i (3.52). Réwnania te
W postaci operatorowej, dla zerowych warunkow poczatkowych x(0) = 0, przyjmu-
ja postac:

sX(s)= AX(s)+ BU(s) (3.53)
Y(s)=CX(s)+DU(s) (3.54)
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przy czym X(s), U(s), ¥(s) sa transformatami Laplace’a odpowiednio wektorow
x(?), u(?) 1 y(¢). Z rownania (3.53) otrzymano

sX(s) — AX(s) = BU(s) (3.55)
oraz
[sI — A] X(s) = BU(s) (3.56)

Z réwnania (3.56) wyznaczono X(s), przy zatozeniu, ze macierz [sI — A] jest
nieosobliwa (czyli, ze istnieje jej macierz odwrotna; jest to spelnione, jezeli wy-
znacznik tej macierzy jest rozny od zera)

X(s) = [sI — AT 'BU(s) (3.57)
Podstawiajac zalezno$¢ (3.57) do (3.54) otrzymano
Y(s) = (C[sI - A]"' B+ D) U(s) (3.58)

a stad macierz transmitancji

Gs)= XS _csr- a1 B+D (3.59)
U(s)
Natomiast dla uktadu jednowymiarowego
G(5)=2) _crsr— a7 B+ D! (3.60)
5 U(s) :

Przy wyznaczaniu macierzy G(s) najbardziej pracochtonne jest obliczanie ma-
cierzy odwrotnej [sI — A] , szczegdlnie wowczas, gdy korzysta si¢ z metod anali-
tycznych.

3.4.2. Réwnania stanu ukladéw dyskretnych
Niech dane beda rownania stanu uktadu ciggtego o postaci:

x(t)=A.x(t)+ B.u(t) (3.61)
y(t)=C.x(t)+ D_.u(t) (3.62)
Rozwiazanie rownania (3.61) w chwili ¢ = (k+1)7, dla warunku poczatkowego
x(tp) = x(kT) ma postac
(k+)T
x(k+1) = el x(k)+ jeAc (DT~ B yryds (3.63)
kT
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Zaktadajac, ze dyskretyzacja uktadu ciagglego jest dokonywana poprzez wpro-
wadzenie do uktadu impulsatora i ekstrapolatora zerowego rzgdu, w wyniku czego
sygnat u() jest wielowymiarowg funkcja schodkowa, to rownania (3.62) i (3.63) sa
okreslone nastepujaco:

x(k +1) = Ax(k) + Bu(k)

(3.64)
y(k)=Cx(k)+ Du(k)
gdzie:
A2T?
A=exp(ADN~I+ AT+ C2 4o (3.65)
-1

B=A. [exp(A.T) - 1] B, (3.66)
c=C,, D=D, (3.67)

Jezeli okres probkowania 7 ma malta warto$¢, wowczas pomija si¢ nieliniowe
cztony rozwinigcia w szereg potggowy macierzy exp (A.7), co prowadzi do zalez-
nosci przyblizonych:

A=IT1+A4.T (3.68)

B~B.T (3.69)
Identyczne zaleznosci, tj. (3.68) i (3.69), mozna otrzymaé zastgpujac w rOwna-
niu (3.61) pochodng przez réznice wyprzedzona

(O] = %[x(k +1)— x(k)] (3.70)

co po podstawieniu do rownania (3.61) daje w wyniku
x(k+1)=[1+ A.T|x(k)+ B Tu(k) (3.71)

Analogicznie jak w uktadach cigglych, mozna wyznaczy¢ zwigzek migdzy row-
naniami stanu (3.64) a transmitancjg dyskretng. W tym celu nalezy do réownan
(3.64) zastosowaé dyskretne przeksztalcenie 2, przy zerowych warunkach poczat-
kowych:

zX(z) =A X(z) + B U(z) (3.72)
Y(z) = CX(z) + D U(z) 3.73)

przy czym X(z), ¥(z) i U(z) sa transformatami Z odpowiednio x(k), y(k) i u(k).
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Z réwnania (3.72) otrzymano

zX(z) —A X(z)=B U(z) (3.74)
oraz
[z - A] X(z) = BU(2) (3.75)
a stad
X(@)=[z1-A] ' BUG) (3.76)

Podstawiajac zalezno$¢ (3.76) do (3.73) otrzymano
Y(z) = (Clzl - A] ' B + D) U(z) (3.77)

a stad macierz transmitancji dyskretnych

6= YO _crzr—ar'B+D (3.78)
U(z)
lub transmitancja dyskretna
6(2)=29) _clr-ar'B+D (3.79)
i U(z) !

3.5. Charakterystyki czasowe

Wtasciwosci statyczne i dynamiczne uktadu przedstawia si¢ czgsto za pomoca
charakterystyk czasowych i czestotliwosciowych. Charakterystyki te przedstawiaja
wlasciwosci dynamiczne i statyczne uktadu w sposob graficzny lub w postaci roéw-
nan matematycznych. Wyznacza si¢ je eksperymentalnie lub na podstawie modelu
matematycznego. Istnieje takze mozliwo$¢ rozwigzania zadania odwrotnego, tzn.
znalezienia modelu matematycznego w oparciu o dang charakterystyke uktadu
dynamicznego.

3.5.1. Charakterystyki czasowe uktadow ciagtych

Najbardziej rozpowszechnionymi charakterystykami czasowymi sa charaktery-
styki (odpowiedzi) skokowe A(f) i impulsowe g(?).

Charakterystyka jednostkowa (skokowa) jednowymiarowego uktadu linio-
wego nazywa si¢ odpowiedz tego uktadu na sygnal jednostkowy 1(¢), przy zero-
wych warunkach poczatkowych. Charakterystyka skokowa dobrze charakteryzuje
zardwno wlasciwosci statyczne, jak i dynamiczne uktadu. Wyznaczajac ja dla r6z-
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nych wartosci amplitud sygnatu wejsciowego tatwo mozna dokonaé¢ weryfikacji
liniowosci uktadu, gdyz w przypadku uktadow liniowych charakter procesu przej-
sciowego odpowiedzi skokowej jest niezaleiny od amplitudy sygnatu wejsciowego.
Sygnaty skokowe czesto wystepuja w uktadach elektrycznych, mechanicznych,
hydraulicznych itd. Wnioski sformulowane na podstawie analizy odpowiedzi sko-
kowych maja charakter ogolny.

Charakterystyka (odpowiedzia) impulsowa nazywa si¢ odpowiedz ukladu na
sygnat wejSciowy w postaci impulsu Diraca, przy zerowych warunkach poczatko-
wych. Impuls Diraca 0 () jest sygnatem, ktory spetnia warunki:

|0 przy ¢#0
o(t)= (3.80)
+o00 przy ¢t=0

oraz

j&(t)dt:l (3.81)

dla kazdego &> 0.

Transformata Laplace’a odpowiedzi impulsowej uktadu dynamicznego jest
réwna jego transmitancji operatorowe;j

L [g(0]=G(s)! (3.82)

co oznacza, ze odpowiedz impulsowa g(¢) znajduje si¢ po dokonaniu transformacji
odwrotnej transmitancji G(s).

Fizyczne znaczenie odpowiedzi impulsowej jest duze, mimo ze przedstawia ona
reakcje obiektu na impuls Diraca, ktorego w rzeczywistosci nie mozna wytworzy¢,
to jednak z do$¢ dobrym przyblizeniem charakteryzuje zachowanie si¢ tego obiektu
po przyltozeniu do jego wejscia krotkotrwatego i o duzej amplitudzie sygnatu rze-
czywistego. Na przyktad przebiegi zblizone do odpowiedzi impulsowej wystepuja
w obwodzie elektrycznym przy przepigciach albo w uktadach mechanicznych, po
gwaltownej chwilowej zmianie sity zewngtrznej lub zewngtrznego momentu obro-
towego.

Transformata odpowiedzi skokowej H(s) okreslona jest zwigzkiem

H(s)= G(s)é (3.83)
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Na podstawie tej zaleznosci mozna sformutowaé zwigzek

G(s)=sH(s) (3.84)
Odpowiedz impulsowa jest wigc pochodng wzgledem czasu odpowiedzi jednost-
kowej
- dh()
t)= 3.85
BT (5
a z kolei odpowiedz jednostkowa jest catkg odpowiedzi impulsowe;j
o Co :
()= [ g()dr! (3.86)
: 0 :

Wzory (3.85) 1 (3.86) umozliwiajg wyznaczenie jednej z tych odpowiedzi, gdy
znana jest druga.

Majac dang charakterystyke impulsowg g(f), mozna wyznaczy¢ odpowiedz
uktadu liniowego na dowolne wymuszenie u(f) korzystajac ze wzoru (tzw. zalezno-
$ci splotowej)

: 4 :
W(t) = j g(t—z’)u(r)dri (3.87)
L o

lub

t
¥ =[g@u-r)dr (3.88)
0

Analogicznie odpowiedz uktadu y(f) na dowolne wymuszenie u(f) mozna okre-
sli¢ w oparciu o charakterystyke skokowa (jednostkowa) A(?)

t
y(t) =%‘([h(t—r)u(r)dr (3.89)
lub

t
W(t) = % g h(oyu(t—7)d 7 (3.90)

Powyzsze zalezno$ci wynikaja z twierdzenia o transformacie splotu dwoch funkcji.
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3.5.2. Charakterystyki czasowe ukiadéw dyskretnych

Dyskretnymi charakterystykami (odpowiedziami) czasowymi sg nazywane od-
powiedzi w stanie nieustalonym dyskretnych uktadéw liniowych na odpowiednie
wymuszenia, przy zerowych warunkach poczatkowych. Podstawowymi dyskret-
nymi charakterystykami czasowymi s3: dyskretna charakterystyka impulsowa
1 dyskretna charakterystyka skokowa.

Dyskretng charakterystyka (odpowiedzig) impulsowa g(k) (przypomina sig,
ze g(k) = g(kT)) dyskretnego uktadu liniowego nazywa si¢ dyskretna odpowiedz
tego uktadu na wymuszenie w postaci funkcji Diraca J (k) przy zerowych warun-
kach poczatkowych. Miedzy charakterystyka impulsowa g(k), a ciagla charaktery-
styka impulsowa g(f) zachodzi zaleznos¢

gk)=g®)|,_,.r (3.91)

Na przyktad dla cztonu inercyjnego pierwszego rzgdu o transmitancji operatorowe;j

K
G(s)= 3.92
(s) ST 41 (3.92)
i charakterystyce impulsowej
g(t)=L7'[G(s)] =§e_”‘ (3.93)
1
dyskretna charakterystyka impulsowa ma posta¢
_ _ K k11

g(k)=g(0)] 147 = - (3.94)

1

Dyskretna charakterystyka impulsowa jest oryginatem transmitancji dyskretne;j
tego uktadu

2 =2""1G2)] (3.95)

Zwiazek miedzy charakterystyka impulsowa g(k), wejsciem u(k), a wyjSciem
uktadu y(k) jest okreslony zaleznoscia splotowa

k-1
y(ky =" glk—iu(i) (3.96)

i=0
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Dyskretng charakterystyka (odpowiedzig) skokowg /(k) dyskretnego uktadu
liniowego nazywa si¢ dyskretng odpowiedz tego uktadu na wymuszenie w postaci
jednostkowej funkcji skokowej przy zerowych warunkach poczatkowych. Rowniez
1w tym przypadku jest stuszna zalezno$¢

h(k) = h(®)| ;=1 (3.97)

Na przyktad dla analizowanego juz cztonu inercyjnego pierwszego rzedu

h(t)=K(1-e /Ty (3.98)
natomiast

h(k)=h(t)|,_,. = K(1—-e /T (3.99)

t=kT

3.6. Charakterystyki czestotliwosciowe
3.6.1. Charakterystyki czestotliwosciowe uktadéw ciggtych

Pelng informacje o wtasciwosciach uktadu w dziedzinie czestotliwosci zawiera-
ja charakterystyki czestotliwosciowe. Charakterystyki czgstotliwo§ciowe zajmowa-
ly do lat osiemdziesigtych XX wieku wazne miejsce w teorii sterowania. Obecnie
w zwigzku z powszechnym zastosowaniem techniki komputerowej i metod nume-
rycznych, dominujace znaczenie maja metody analizy i projektowania w dziedzinie
czasu. Charakterystyki czestotliwosciowe stosuje si¢ w zasadzie tylko dla uktadow
liniowych, cho¢ moga by¢ réwniez z powodzeniem stosowane dla pewnych klas
uktadéw nieliniowych.

Jezeli na wejscie dowolnego uktadu liniowego wprowadzone zostanie wymu-
szenie harmoniczne u(f) o pulsacji @ (pulsacja ma sens czestotliwosci katowej
ijest mierzona w radianach na sekundg; @ = 2xf, czgstotliwos¢ f= 1/7, T — okres
oscylacji) 1 amplitudzie Uy opisane zaleznos$cia

u(t) =Uysinot =Uysin 2n f't (3.100)

to wymuszenie harmoniczne w postaci drgan sinusoidalnych przeniesionych przez
liniowy uktad dynamiczny nie zmieni swojej pulsacji o, natomiast ulegnie zmianie
amplituda i faza, wobec czego na wyjsciu ukladu w stanie ustalonym pojawi si¢
sygnat y(f) opisany nastepujaca zaleznos$cia

y(t) = AUy sin(at + @) = Y sin(wt + @) = Y sin(2nft + ) (3.101)
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gdzie: A — wzmocnienie obiektu dynamicznego, Yo — amplituda sygnatu wyjscio-
wego y(f), ¢ — przesunigcie fazowe.

Wzmocnienie A4 jest funkcja pulsacji @ i jest okreslone nastgpujaco

Y
Alw) = Jol@) (3.102)
Up(@)
Jesli przyja¢ Ug(w) = const, wowczas przy zmianie pulsacji @ bedzie nastgpo-
wata zmiana wspotczynnika A(w), zgodnie ze wzorem

L= =G (3.103)

Ogolnie mozna powiedzie¢, ze A(w) okresla zalezno$¢ stosunku amplitudy sygna-
hu wyjsciowego y(7) do amplitudy sygnatu wejsciowego u(f) w funkcji pulsacji .

Wzmocnienie A(@) oraz przesuniecie fazowe @(@w) mozna wyznaczy¢ z trans-
mitancji widmowej G(jw) ukladu (patrz p. 3.3) i przedstawi¢ w réznych uktadach
wspotrzednych, otrzymujac w ten sposob charakterystyki czestotliwosciowe. Roz-
roznia si¢ nastgpujace rodzaje charakterystyk:

— amplitudowo-fazowa,

— amplitudowa i fazowa,

— logarytmiczng amplitudowa i fazowa,

— logarytmiczng amplitudowo-fazowa.

Charakterystyka amplitudowo-fazowa przedstawia wykres krzywej, ktora
przy zmianie pulsacji @ kresli na plaszczyznie zmiennej zespolonej wektor G(jw)
poprowadzony z poczatku uktadu wspotrzednych.

1 Im[G(j0)=Q(w)

0| ®—»ow Q o=0 >
Lo(0) ! A Re[G(jo)]=P(w)
/o&, I
@/)/ :
1) o,

Rys. 3.5. Charakterystyka amplitudowo-fazowa
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Na pokazanej przyktadowo na rysunku 3.5 charakterystyce amplitudowo-fazowe;j
koniec tego wektora przesuwa si¢ od punktu A na osi rzeczywistej (przy @ = 0) do
punktu 0 (przy @ =+ ). Dlugo$¢ wektora G(jw), odwzorowana w skali przyjetego
uktadu wspotrzednych, jest warto$cig wspolczynnika wzmocnienia A( @) uktadu
dla danej pulsacji @;.Wektor ten jest nachylony wzgledem dodatniego kierunku
osi rzeczywistej P(w) pod katem ¢(w;) Jako dodatni kierunek kata ¢(w) przyj-
muje si¢ kierunek przeciwny wzgledem kierunku ruchu wskazéwek zegara.

Charakterystyka amplitudowa przedstawia zaleznosci modutu transmitancji
A(w) od pulsacji @ (rys. 3.6a).

a) b)
4 A(0)=|G(jo)| T P(w)=argG(jo)
) 0 10 20 30 40 Z
TS~ .
0 2

2} 4

10 20 30 40
Rys. 3.6. Charakterystyki: a) amplitudowa, b) fazowa

Charakterystyka fazowa (rys. 3.6b) przedstawia wykres zalezno$ci argumentu
@(w) transmitancji G(jw) od pulsacji @.

Charakterystyka logarytmiczna amplitudowa Lm(w) przedstawia wykres za-
leznos$ci migdzy logarytmem dziesigtnym modutu transmitancji A(®) i logarytmem
dziesi¢tnym pulsacji o (rys. 3.7a).

a)

[dB]} Lm(@)=20log|G(jo)| 4 p(w)=argG(jo)
0. 1 10 100 o
0 1 2 logo
1 10 100 o .
0 1 \ log'(» 2
-10+ Tt

Rys. 3.7. Charakterystyki logarytmiczne: a) amplitudowa, b) fazowa

Charakterystyka logarytmiczna fazowa przedstawia wykres (rys. 3.7b) za-
lezno$ci argumentu ¢ w), wyrazonego w skali liniowej w stopniach lub radianach,
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od logarytmu dziesi¢tnego pulsacji @. Charakterystyke fazowa zwykle rysuje si¢
pod logarytmiczng charakterystyka amplitudowa, przy zachowaniu tej samej skali
logarytmicznej pulsacji .

Logarytm modutu 4(w) podaje si¢ w skali liniowej w decybelach (dB), a prze-
dziaty pulsacji w dekadach. Warto$¢ Lm(w) w decybelach okre$la si¢ z zaleznosci

Lm(w)=201g A(®)=201l0og|G(jw)| [dB] (3.104)

Mnoznik 20 jest umowny; zostal wprowadzony, aby operowac najczesciej war-
tosciami Lm(w) rzedu od kilku do kilkudziesigciu dB, wygodnymi do obliczen
pamigciowych. Jezeli Lm(w) jest rowne jednemu dB, to 20lg4(w) = 1, co odpowia-
da stosunkowi amplitud sygnatow na wyjsciu i wejsciu

5—0 ~ 2010 ~ 1,122 (3.105)
0

Pulsacja zmienia si¢ o dekade, jezeli ap = 10@;. Nalezy zwroci¢ uwage na to,
ze pulsacji rownej zeru odpowiada na osi odcietych w skali logarytmicznej punkt
nieskonczenie odlegly w kierunku wartosci malejacych. Dlatego nie mozna umiej-
scowi¢ na tej osi pulsacji @ = 0 1 w zwigzku z tym o$ rzednych prowadzi¢ przez
punkt odpowiadajacy wybranej matej wartosci @.

W przypadku ztozonej postaci transmitancji, powstatej w wyniku szeregowego
potaczenia cztonéw dynamicznych

. A(o)4 (o)
G(o)= B,(0)By () (3.106)

wzmocnienie w decybelach i przesunigcie fazowe oblicza si¢ w nastepujacy sposob:
LmG(w)=Lm4,(jo)+LmA4,(jo)-LmB|(jo)-LmB,(jo)=

(3.107)
=20log |4 (jw)| + 201og |4, (jw)| — 2010g |B; (jo)| — 2010g |B; (jo)|
p=argG(jw)=arg 4(jo)+arg Hh(jow)—-arg Bj(jw)—arg B,(jw) =
' j ' ' 3.108
ImAl(]a))+arcthmA2(‘]w)—arct ImBl(Ja))—arct ImB,(jw) ( )

=arct
g Re 4(jo) Re 4, (jw) Re B|(jw) Re B, (jw)
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W przypadku mniej ztozonych transmitancji warto§¢ LmG(jw) 1 ¢(®) mozna
wyznaczy¢ z zalezno$ci

LmG(jo) = 20logy P* (@) + 0* () (3.109)
oraz B
| O) |
p(o)= arCtg?Z) | (3.110)
przy czym e
| G(jw)=P(0)+j0) | 3.111)

3.6.2. Charakterystyki czestotliwosciowe
uktadoéw dyskretnych

Dyskretnymi charakterystykami czgstotliwo$ciowymi sg nazywane rézne posta-
cie wykresow (zaleznosci) dyskretnej transmitancji widmowej G(ja,) jako funkcje
pulsacji bezwymiarowej @,. Do najczgsciej spotykanych charakterystyk czgstotli-
wosciowych naleza:

— dyskretna charakterystyka amplitudowo-fazowa,

— dyskretna charakterystyka amplitudowa i dyskretna charakterystyka fazowa,

— dyskretna logarytmiczna charakterystyka amplitudowa i1 dyskretna logaryt-

miczna charakterystyka fazowa.

Niech bedzie dana transmitancja dyskretna uktadu otwartego G,(z). Stosujac

podstawienie

steJa)T

z=e —elr (3.112)

otrzymano

G, (2)|,_jop =Gy(e*“P) (3.113)

Uwzgledniajac, ze

P =cosw, +jsinm, (3.114)
zaleznos¢ (3.113) przyjmuje postac
G, (') =G, (cosw,, jsinw,) = P(w,) +jO(®,) (3.115)
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skad:

Alwp) = G,y (&P) =JP2(wp)+Q2(wp) (3.116)
(D(wp)=argGO(ejwp)=arctgi((%i; (3.117)

Wykres zaleznosci A(w,) stanowi dyskretng charakterystyke amplitudows, na-
tomiast wykres zalezno$ci ¢ (w,) — dyskretng charakterystyke fazows ukfadu
dynamicznego. Z wyrazen (3.116) i (3.117) wynika, ze charakterystyki uktadu
dyskretnego sg funkcjami okresowymi, o okresie 27. Ze wzgledu na okresowosc,
charakterystyki te sa wykreslane tylko dla @, zmieniajacego si¢ od 0 do 7.

Przyktad 3.2

Wykresli¢ dyskretng charakterystyke amplitudowo-fazowg uktadu ztozonego
z idealnego impulsatora, ekstrapolatora i cztonu catkujacego.

Rozwigzanie

Transmitancja operatorowa uktadu ma posta¢

—sT
Gs)=1=¢ 5:1((1—e*“r)i2 (3.118)
S S Ky

Korzystajac z tablic transformat otrzymano
1 Tz KT

G(z):K(l—Z1)ZL—2}:K(1—21)(Z_1)2 T (3.119)

Dyskretna transmitancja widmowa wyraza si¢ zatem nastgpujaco

cosw, —1—jsinw
G(j0,) =G| _jw, == g PR
P z=e P o, 2(1-
e P -1 cosw,,) (3.120)
= P(w,)+j0(@,)
gdzie:
KT
P(w,)=———
(0,)=—=
KT sina)p
®,)=————""——
oA p) 2 l-cosw

p
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Dyskretna charakterystyka amplitudowo-fazowa czlonu catkujgcego ma postac
potprostej rownoleglej do osi O(@,), potozonej w trzeciej ¢wiartce (rys. 3.8).
W przypadku, gdy 7— 0 (uktad dyskretny przechodzi w uktad ciagtly), dyskretna
charakterystyka amplitudowo-fazowa przyjmuje posta¢ zblizong do charakterystyki
amplitudowo-fazowej ciggltego cztonu catkujacego.

4 Q)
_KT
2 p(a?)
_ 0 "
ad A
_T _KT
@y 2¢ 5
@,=0

Rys. 3.8. Dyskretna charakterystyka amplitudowo-fazowa cztonu catkujacego

Konstruowanie dyskretnej charakterystyki amplitudowo-fazowej dla ukladow
wysokiego rzedu bez wspomagania komputerowego jest ucigzliwe. Mozna wow-
czas wyznaczy¢ charakterystyki logarytmiczne, ktorych konstrukcja polega na
zasadzie skladania odpowiednich charakterystyk asymptotycznych. Takie poste-
powanie jest stosowane do pobieznego oszacowania ksztattu charakterystyk czesto-
tliwosciowych. W przypadku konieczno$ci doktadnego ich wyznaczania nalezy
skorzysta¢ z metod komputerowych.

Do wyznaczania charakterystyk logarytmicznych jest wykorzystywane prze-
ksztatcenie biliniowe o postaci [12]

z—

w=

lub w= Z+1, gdzie w =ju (3.121)
z+1 z—1

Z pierwszej zalezno$ci rownania (3.121) otrzymano zwiazek
. U (3.122)
1—ju
ktory podstawiajac do dyskretnej transmitancji uktadu G(z) uzyskano funkcje wy-
mierng zmiennej ju
Gy (ju)=G(2)| _l+ju (3.123)
1-ju
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Z zaleznosci (3.122) wynika, ze

ju = (3.124)
z+1
a po podstawieniu z = ¢ or
jol _

=Sl @l (3.125)

eIl 11 2
Zmienng
oT

mozna zatem interpretowaé jako zmodyfikowana pulsacje. Z zaleznosci (3.126)
wynika, ze zmianom pulsacji @ w przedziale (0, ©/T) odpowiadajg zmiany zmody-
fikowanej pulsacji u w przedziale (0,00).

Charakterystyki czestotliwo$ciowe uktadu dyskretnego mogag by¢ zatem wykre-
slane w zaleznosci od u w taki sam sposob, jak dla uktadow ciaglych. Sa one jed-
nak bardziej ztozone niz odpowiednie charakterystyki uktadow ciagtych.

Przyktad 3.3
Korzystajac z przeksztatcenia (3.122), wykresli¢ charakterystyki czestotliwo-
sciowe uktadu dyskretnego z przyktadu 3.2.

Rozwigzanie

Transmitancja dyskretna uktadu zlozonego z idealnego impulsatora, ekstrapola-
tora i cztonu catkujacego ma postac

G(z) = K_Tl (3.127)
Uwzgledniajac przeksztatcenie (3.122), otrzymano
. . KT KT .
Gy (ju) = G(2)|_1+ju =————j=—=P(u)+ jO(u) (3.128)
l—ju 2 214
gdzie:

KT . KT
Pu)y=-—, Ow)=-j— (3.129)

2 2u

Charakterystyke amplitudowo-fazowa zamieszczono na rysunku 3.9a.
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a) b)

dB ALm G(ju)
40
AQ W) LmL Lm (1-w)
KT P (u) . w PPt
U 00 : > 20 .."m{.. _,--—"' -
031 .....~~.]a-—'-—-" 10
a1 0 ~~~ee. 1 lgu
KT ..h.
w0 i N A
Lm 1‘-;VW Svead -
A P@)
N 5 i T
arg (1ow) | == _ )
—
s~\~\~§
T —
- ~“——-
] T
1
_ MBw
-
arg 13’]"

Rys. 3.9. Charakterystyki czgstotliwosciowe uktadu dyskretnego: a) amplitudowo-fazowa,
b) logarytmiczna, asymptotyczna amplitudowa i fazowa

Dyskretna, logarytmiczna charakterystyke amplitudowa i fazowa otrzymano
podstawiajac
Gi(w) = G(z)|_tew = AL 12W (3.130)
S 2w

a nastepnie wykreslajac, dla transmitancji G(w), logarytmiczne charakterystyki
asymptotyczne (rys. 3.9b). Charakterystyki te wykresla si¢ w ten sam sposob, jak
charakterystyki transmitancji operatorowe;j

KT 1-s

Gls)=—-—— (3.131)
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3.6.3. Eksperymentalne wyznaczanie charakterystyk
czestotliwosciowych

Wyznaczanie charakterystyk czgstotliwosciowych polega na zarejestrowaniu
w stanie ustalonym przebiegu wyjsciowego obiektu, gdy na wejscie jest doprowa-
dzony harmoniczny sygnat pobudzajacy o statej amplitudzie i czestotliwosci. Do-
konanie tego rodzaju pomiarow dla réoznych czestotliwosci sygnatu wejsciowego
pozwala znalez¢ kolejne punkty charakterystyki czestotliwosciowej, a otrzymana
charakterystyka w pelni charakteryzuje wtasnosci obiektu.

Do dokonania pomiaréw, w celu wyznaczenia charakterystyk czgstotliwos$cio-
wych, jest niezbedne zastosowanie generatora przebiegow sinusoidalnych. Po-
trzebny w praktyce zakres pomiarowy waha si¢ w granicach od okoto 0,01 do kil-
kudziesigciu hercow. Na wejscie badanego uktadu jest podawane wymuszenie
harmoniczne o postaci

u(t)=U,sin ot (3.132)

Jezeli badany obiekt jest liniowy i nie dzialajg na niego zadne dodatkowe sy-
gnaly sterujace i zaktocenia, wowczas na wyjscie uktadu w stanie ustalonym poja-
wia si¢ sygnat wyjsciowy y(¢), opisany zaleznoscia

y(t) =Yy sin(wt + @) (3.133)
Zarejestrowane przebiegi czasowe harmonicznej funkcji wymuszajacej u(f)

i wyjsciowej y(¢) dla obiektu liniowego, przy ustalonej pulsacji o, sg pokazane na
rysunku 3.10.

)

N~
A

=

)

u(t)= U sinomt

v

A O
=
ol----
[N
—

e

v
-

EY 4y() Y=Y sin(ot+o)
DA
i ! 0,75T R
i) 0,25T : t
\]I./
e 7 .
« e SN
" Stan ) Stan ustalony .

przejsciowy
Rys. 3.10. Odpowiedz obiektu na wymuszenie harmoniczne
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Z zarejestrowanych przebiegéw czasowych mozna okresli¢ nastepujace parametry:

1 2n . Y
f=7 Mz, o=2nf- - [rad/s],  |GGo)|,_ oo = U—‘; (3.134)

. . 21 360
LmG(jw)=20log|G(jw)| [dB], ¢= lp = lp@ [rad], ¢ =1, - [°] (3.135)

3.6.4. Zwiagzek miedzy charakterystykami czasowymi
a czestotliwosciowymi

Charakterystyki czasowe wyznacza si¢ w oparciu o znajomo$¢ modelu matema-
tycznego w formie rownania rozniczkowego lub transmitancji albo ewentualnie
w oparciu o badania eksperymentalne. Niekiedy droga badan eksperymentalnych
wyznacza si¢ tylko charakterystyki czestotliwosciowe 1 wowczas powstaje pytanie,
czy dysponujac charakterystyka czestotliwo$ciowg mozna — na jej podstawie —
wyznaczy¢ charakterystyki czasowe.

Jezeli transmitancja widmowa G(jw) uktadu liniowego ma posta¢ (3.111) — przy
czym jej bieguny maja ujemne cze¢$ci rzeczywiste, a zaden z pierwiastkow wielo-
mianu w jej liczniku nie jest rowny zeru — to mozna wykazac [11], ze odpowiedz
skokowa tego uktadu dla ¢ > 0 wyraza si¢ nastepujaco:

h(;):EJM dw (3.136)
T 0 w
lub
h(t)= P(0)+2 JM do (3.137)
T (4]
0

Podobnie mozna wyznaczy¢ charakterystyke impulsowa dla ¢ > 0

2(t)=2 jp(a))cos odo=—2 j O(w)sinotd @ (3.138)
T 0 T 0

Istnieje rowniez mozliwo$¢ wyznaczenia charakterystyk czestotliwo$ciowych
na podstawie charakterystyk czasowych. Jezeli dana jest odpowiedz impulsowa
g(?), to czg$¢ rzeczywista P(w) i cze$¢ urojong O(w) wyznacza si¢ ze Wzorow:
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P(o) = j g(t)cosmrdt (3.139)
0

O(0)=— f g(t)sinards (3.140)
0

Charakterystyka skokowa moze rowniez postuzy¢ do wyznaczenia charaktery-
styk czestotliwosciowych, np. charakterystyki amplitudowo-fazowej (dla 4(0) = 0):

P(w)zj%cosa)tdt (3.141)
0
O(w)= —I dzgt) sinard ¢ (3.142)
0

Dowdd zaleznosci (3.139) — (3.142) znajduje si¢ w pracy [12].

Przedstawione sposoby otrzymywania charakterystyk czgstotliwosciowych na
podstawie charakterystyk czasowych sg na ogot mato przydatne dla celow prak-
tycznych. Wynika to z matej doktadno$ci otrzymywania charakterystyk czaso-
wych, np. wskutek dziatania zaktocen.
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4. METODY ANALIZY UKLADOW LINIOWYCH

Kazde urzadzenie techniczne zastosowane w procesie technologicznym musi
spetnia¢ pewne wymagania z punktu widzenia wlasciwosci statycznych i dyna-
micznych, ktore z kolei zapewniaja poprawng jako$¢ produkowanych wyrobow.
Na przyktad uktad napedowy posuwu noza tokarskiego obrabiarki-kopiarki musi
cechowac si¢: duza predkoscig dziatania, duzym tlumieniem oscylacji oraz mozli-
wie minimalnym btedem, co gwarantuje dobre $ledzenie noza za wzornikiem. Aby
osiggna¢ wymienione parametry uktadu napedowego, nalezy zbudowa¢ odpowied-
ni uktad regulacji. W tym celu niezbedna jest pelna znajomos$¢ dynamiki uktadu
napgdowego, ktorg mozna otrzymaé¢ drogg analizy eksperymentalnej lub analizy
okreslonego uprzednio modelu matematycznego.

Analiza eksperymentalna jest na og6t ktopotliwa, kosztowna i nie zawsze moz-
liwa do przeprowadzenia. Badanie praktyczne skutkow dziatania sygnatow steruja-
cych i zaktocen na uklad tatwiej jest przeprowadzi¢ analizujgc jego model matema-
tyczny, przy czym nalezy liczy¢ si¢ z bledami, wynikajacymi z niedoktadnosci
modelowania matematycznego. Obecnie szybko rozwijajaca si¢ technika kompute-
rowa umozliwia stosowanie réznorodnych metod analizy oraz ztozonych modeli
matematycznych uktadéow dynamicznych.

Oprdcz analizy obiektu dokonuje si¢ takze analizy dynamiki catego uktadu ste-
rowania. Wynika to z ogoélnej metodyki projektowania ukltadu sterowania, ktorg
mozna sprowadzi¢ do nast¢pujacych etapow:

synteza (budowa) modelu matematycznego obiektu,

analiza modelu matematycznego obiektu,
— synteza uktadu sterowania,
analiza uktadu sterowania.

Analiza uktadu sterowania jest niezb¢dna w celu wstgpnego potwierdzenia po-
prawnosci jego zaprojektowania; ostateczne potwierdzenie nastepuje podczas eks-
ploatacji.

Analiza ukladu dynamicznego (lub modelu matematycznego) polega na pobu-
dzeniu go sygnatem zdeterminowanym lub losowym i badaniu zmian wartosci
wielkosci wyjsciowych. Aby mozna byto poréwnaé ze sobg zachowanie réznych
uktadow, a takze wprowadzi¢ i stosowaé ujednolicone kryteria oceny wtasciwosci
dynamicznych i statycznych, sg stosowane standardowe sygnaly wejsciowe. Anali-
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za zjawisk zachodzacych w procesie przejsciowym i w stanie ustalonym jest prze-
prowadzona na podstawie odpowiedzi uktadu na te typowe wymuszenia. Najcze-
$ciej stosuje si¢ nastepujgce sygnaty wejsciowe:

1. Skok jednostkowy 1(7). Przy stosowaniu tego typu sygnalu zatozono, ze czas
jego narastania jest rOwny zeru, co jest tylko przyblizeniem sygnatu rzeczywistego,
jednak w wielu przypadkach jest to zatozenie dopuszczalne. Niekiedy stosuje si¢
sygnat skokowy o amplitudzie Uy, ktory zapisuje si¢ w postaci u(f) = Up-1(?).
Funkcja skokowa przedstawia nagle przylozenie sity, napiecia, ci$nienia itd. Za-
miast skoku jednostkowego stosuje si¢ takze skok przesunigty w czasie lub impuls
prostokatny.

2. Impuls (funkcja) Diraca J(¢). Impuls Diraca jest definiowany jako impuls
o nieskonczenie wielkiej amplitudzie i nieskonczenie matym czasie trwania oraz
o polu rownym jednosci. Analitycznie mozna to zapisa¢ nastepujgco

t#0

0 [e 0]
5(t):{oo dla oraz j S(t)yde =1 4.1

Funkcja impulsowa przedstawia: impuls elektryczny, uderzenie mechaniczne
lub hydrauliczne itp. Tego rodzaju sygnat, jakkolwiek zdefiniowany w sposob
zupehnie abstrakcyjny, znajduje zastosowanie w badaniu dynamiki uktadow.

3. Funkcje potegowe. Funkcje te ogdlnie mozna przedstawi¢ w postaci
u(t)y=Uyt" -1(1) n=1,2,.. 4.2)

Jesli n = 1, to u(z) jest funkcjg liniowo-narastajaca, jesli n = 2 — funkcja parabo-
liczng itd. Wymienione funkcje wykorzystuje si¢ gtownie do analizy ukladow $le-
dzacych.

4. Funkcja harmoniczna. Najczgsciej stosuje si¢ sygnat sinusoidalny o postaci
u(t)=Uysinwt 4.3)
Na tego typu sygnale bazujg gtéwnie czgstotliwosciowe metody analizy.

W dalszej czesci rozdziatu zostang przedstawione metody analizy modelu ma-
tematycznego uktadu dynamicznego, w kolejnosci wedhug stosowanego modelu
matematycznego. Beda to wigc metody: klasyczne, operatorowe, czestotliwo-
Sciowe i przestrzeni stanow. Stosujac inne kryterium podziatu, metody analizy

mogg by¢ w dziedzinie: czasu (klasyczne i przestrzeni stanéw), zmiennej zespolo-
nej (operatorowe) i czestotliwosci (czgstotliwosciowe).
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4.1. Metody klasyczne

Klasyczne metody analizy bazujg na teorii rozwigzywania roOwnan rozniczko-
wych 1 sa zaliczane do metod analizy ukladéw w dziedzinie czasowej. Metody
omawiane ponizej moga by¢ stosowane wylacznie w przypadku liniowych rownan
rozniczkowych zwyczajnych. Maja one jednak te zalete, ze w wyniku ich zastoso-
wania uzyskuje si¢ rozwigzanie w ogolnej analitycznej postaci, stuszne dla wszyst-
kich dopuszczalnych warto$ci parametrow i warunkow poczatkowych.

Rozwigzanie rdzniczkowego, niejednorodnego rownania liniowego, sktada sig
z dwoch czesci:

— rozwiazania szczegdlnego rownania niejednorodnego, ktore opisuje zacho-
wanie si¢ uktadu w stanie ustalonym; rozwigzanie to cz¢sto jest nazywane
sktadowa wymuszonag i charakteryzuje wtasciwos$ci modelu matematycznego
w odniesieniu do danego wymuszenia,

— rozwiazania ogélnego rownania jednorodnego, opisujacego stan nieustalony
uktadu; rozwigzanie to jest nazywane takze skladowa swobodng.

Rozwigzanie rownania rdzniczkowego jest sumg rozwigzania szczegdlnego
1 ogb6lnego. Jest to jedna z podstawowych wlasnosci liniowych rownan rézniczko-
wych zwyczajnych.

4.1.1. Rozwigzanie szczegdlne réwnania rézniczkowego

Rozwigzaniem szczegélnym jest funkcja spelniajgca wyjSciowe roéwnania roz-
niczkowe z zadang funkcja wymuszajaca 1 otrzymuje si¢ go z rozwigzania niejedno-
rodnego réwnania rdzniczkowego. Jezeli rozwigzanie to jest dane w postaci funkcji
uwiklanej, to nazywa si¢ je calka szczegdlng tego rownania. W przypadku analizy
stacjonarnych uktadoéw liniowych zachodzi konieczno$¢ rozwigzania rownan rdznicz-
kowych o stalych wspotczynnikach, przy czym prawe strony tych rownan sg okreslone
przez funkcje standardowe typu: impuls Diraca, funkcje potegowe lub harmoniczne.
Wowczas mozliwe jest dla rownania niejednorodnego znalezienie rozwigzania szcze-
golnego za pomoca metody uzmienniania stalych lub metody wspélczynnikow
nieoznaczonych, wychodzac ze znanej z gory postaci jego rozwigzania.

Niejednorodne rownanie rozniczkowe rz¢du n, o statych wspoétczynnikach, ma
postaé

YD)+ a1y " V@) + o+ a i (1) + agy(0) = u(2) (4.4)

86



Rozwigzanie szczegbdlne, w zalezno$ci od postaci funkcji wymuszajacej u(?),
przewiduje si¢ w nastepujacy sposob:

1. Jezeli u(?) = P(¢), gdzie P() jest wielomianem wzgledem czasu ¢, ktory w szcze-
g6lnosci moze by¢ liczba stala, r6zng od zera (zero nie jest pierwiastkiem rownania
charakterystycznego), to rozwigzanie szczegoélne rownania niejednorodnego (4.4)
mozna znalez¢ w postaci wielomianu

yu = Q1) (4.5)

przy czym stopien wielomianu Q(#) jest taki sam jak wielomianu P(¥), lecz z nie-
oznaczonymi wspotczynnikami. Gdy natomiast zero jest pierwiastkiem réwnania
charakterystycznego o krotnosci £, to

v =1*Q() (4.6)

2. Gdy u(t) = P(t)eat, przy czym a nie jest pierwiastkiem réwnania charaktery-
stycznego, to

Vu =Q(0)e (4.7)

Jezeli a jest pierwiastkiem roéwnania charakterystycznego o krotnosci £, to
k t
Yu =t Q(t)e" (4.8)

3. Jezeli u(7)=e" [P (t)cos t + P, (¢)sin wt], gdzie P1(¢) 1 P(¢) sa wielomianami
wzgledem ¢. Wielomiany te moga by¢ w szczegdlnosci liczbami stalymi, a jeden
z nich moze by¢ tozsamosciowo rowny zeru. Niech m bedzie najwyzsza potega
wielomianoéw P1(?) i P(7), to

y, =e“[Q,(t)cos wt + Q5 (¢)sin et ] (4.9)

gdzie Q1(¢) 1 Q2(¢) s wielomianami stopnia m o nieoznaczonych wspolczynnikach.

4. Niech u(t)=uj(t) +uy(t) +..4+u;(t), gdzie u(t), uy(t),..., u;(¢) sa funkcjami
skladowymi wymuszenia, a yq, ¥5,..., ¥; sa rozwigzaniami szczeg6lnymi odpo-
wiadajacymi funkcjom u (1), uy (), ... u;(¢) . Wodwczas

Yu=V1+yrt+..ty; (4.10)

jest rozwigzaniem szczegdlnym rownania (4.4).
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4.1.2. Rozwigzanie ogoélne réwnania rézniczkowego

Rozwigzaniem ogolnym nazywa si¢ funkcje spelniajgce wyjsciowe rownanie
rozniczkowe (4.4) przy zalozeniu, ze funkcja wymuszajgca u(f) = 0. RoOwnanie
takie nazywa si¢ jednorodnym réwnaniem rézniczkowym zwyczajnym, ktoremu
odpowiada réwnanie charakterystyczne

A va, A aitay=0 (4.11)

Posta¢ rownania ogolnego jest zalezna od rodzaju pierwiastkow réwnania cha-
rakterystycznego (4.11). Rozréznia sie¢ tu trzy przypadki:

1. Wszystkie pierwiastki rOwnania charakterystycznego sa rowne i rzeczywi-
ste. Rozwigzanie ogdlne przyjmuje wowczas postac

LY = Cleklt +Cze7“2t +...+Cne7“”t (4.12)

gdzie: A4, 4y,..., 4, — pierwiastki rdwnania charakterystycznego, Ci,C,,...,C,
— stale wyznaczane z warunkow poczatkowych.

2. Wszystkie pierwiastki rownania charakterystycznego sa rozne, ale wsrod
nich s pierwiastki zespolone. Niech 4; =0 + jo bedzie pierwiastkiem zespolo-
nym réwnania charakterystycznego, a 1, =J —jo — pierwiastkiem zespolonym
sprzezonym z nim. Tym dwdm pierwiastkom odpowiadaja dwa liniowo niezalezne
rozwigzania szczeg6lne

V= e coswt, Yy = % sin oot (4.13)

Jezeli pierwiastki 4; 1 A, sg czysto urojone, tzn. Ay = jo oraz A, =—jw, to
kazdej parze takich pierwiastkow zespolonych odpowiadaja dwa rzeczywiste li-
niowo niezalezne rozwigzania szczegdlne

Y| =cosat, Vo =sinwt 4.14)

Rozwigzanie ogdlne rownania jednorodnego jest kombinacjg liniowg wszystkich
rozwigzan szczegolnych z dowolnymi statymi wspotczynnikami Cy, Cs,...,C,,. Pier-

wiastkowi rzeczywistemu A; w rozwigzaniu ogélnym odpowiada wyrazenie C ke’lk h
natomiast pierwiastkom zespolonym 4; =6 * jw odpowiada wyrazenie

e (Cjcosarx + Cy sinwt) 4.15)
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a czysto urojonym pierwiastkom sprzgzonym A, = £j® — suma dwoch sktadnikow

Cjcoswt +C; sinwt (4.16)

3. Rownanie charakterystyczne posiada pierwiastki wielokrotne. Niech A,
bedzie k-krotnym pierwiastkiem rownania charakterystycznego (rzeczywistym lub
zespolonym). Wowczas odpowiada mu £ liniowo niezaleznych rozwigzan, tworza-
cych rozwigzanie ogolne o postaci

eﬁlf(c1 +C2t+...+thk_1) (4.17)

Jezelid; =0 + jo jest pierwiastkiem zespolonym réwnania charakterystyczne-

go o krotnosci k, to wymienionemu oraz takze sprz¢zonemu z nim pierwiastkowi
Ay =0 —jw, o tej samej krotno$ci, odpowiada rozwigzanie ogolne

e&[(Cl +Cot+ ... +thk_1)cosa)t+(Ck+1+ Ciiot ... +C2ktk_1) sinwt} (4.18)

Z kolei dla pary pierwiastkow urojonych 4; , =tjw o krotnosci k rozwigzanie

ogolne ma postaé
k-1 =1\ -
(Cl +Cot 4.+ Cpt )coswt+(Ck+1t+...+C2kt )sma)t (4.19)

Gdy rownanie charakterystyczne posiada pojedyncze i wielokrotne pierwiastki
rzeczywiste, a takze pojedyncze i wielokrotne pary pierwiastkow zespolonych, to
suma odpowiadajacych im rozwiagzan ogoélnych daje rozwigzanie ogdlne jednorod-
nego rownania rézniczkowego.

Przyktad 4.1

Rozwigza¢ réwnanie rézniczkowe

2
Y sV 6yt dla p(0)= (0)=0
dr?de

Rozwigzanie

Poniewaz funkcje wymuszajaca nalezy traktowaé jako sktadnik pewnego wie-
lomianu pierwszego stopnia wzgledem czasu ¢, wigc rozwigzania szczegdlnego
nalezy szuka¢ rowniez w postaci wielomianu pierwszego stopnia
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Yy =bo+bt (4.20)
gdzie: by, b1 — stale, ktdre nalezy wyznaczy¢ z warunkow poczatkowych.

Rézniczkujac dwukrotnie réwnanie (4.20), a nastgpnie podstawiajgc do danego
roOwnania rézniczkowego i poréwnujac wspotczynniki w wyrazeniach podobnych
po obu stronach rownania, otrzymano uktad réwnan:

6b =1

(4.21)

6b0 + Sb] =0

a stad:
5 1
by =——, == 4.22
0="3¢ b=+ (4.22)
Rozwigzanie szczeg6lne ma zatem postaé
5 1

Yu="3ce (4.23)

Pierwiastki rownania charakterystycznego P 451+6=0 wynosza A =-2
i A, =-3, wiec rozwigzanie ogolne wyraza si¢ zaleznoscia

y, =Ce 2 +Cpe ™! (4.24)

Rozwigzanie catkowite jest sumg rozwigzan (4.23) i (4.24)

5 1 ~2t 3t

=——+—1t+Cie" " +Cye 4.25

y=-3¢tsit0 2 (4.25)
State catkowania C; 1 Cy wyznacza si¢ z uktadu rownan:
y(0)=0= % +C+Cy (4.26)
»(0)=0 =%—2C1 -3C, 4.27)
stad
o=+ i ¢ =-1 (4.28)
1= 2 9 .

Ostatecznie rozwigzanie réwnania rozniczkowego stanowi funkcja

5 1 1 o 1 3
fom it 2 1 429
Y= 51y 9 (4.29)
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4.1.3. Rozwigzanie réwnan réznicowych

Roéwnania réznicowe, ze wzgledu na rekurencyjng postaé, rozwigzuje si¢ nume-
rycznie. W tym celu wystarczy zna¢ warunki poczatkowe, a nastepnie obliczaé
wartosci zmiennych zaleznych w kolejnych chwilach czasowych. Aby obliczy¢
dyskretng warto$¢ sygnatu wyjsciowego uktadu np. w chwili czasowej £ = 1000,
nalezy postugujac si¢ metoda iteracyjng rozwigza¢ réwnanie dla kazdej wartosci
dyskretnego operatora czasu k z przedziatu £ € [1, 1000]. Uwzgledniajac obecng
moc obliczeniowa komputeroéw, rozwiazanie tak postawionego zadania nie stanowi
wiekszego problemu.

Niekiedy jednak niezbedne sg zaleznosci, ktére podobnie jak w uktadach cia-
gltych, uogdlniaja rozwigzanie rownan réznicowych. Ré6wnania réznicowe rozwia-
zuje si¢ w oparciu o odwrotne przeksztatcenie 2

4.2. Metody operatorowe

Klasyczna metoda rozwigzywania rownan rozniczkowych staje si¢ bardzo praco-
chlonna w przypadku sygnalu wejsciowego w postaci funkcji niecigglej lub rzedu
réwnania wigkszego niz drugi. Wyznaczenie statych catkowania wymaga zmudnego
rozwigzywania roéwnan algebraicznych, ktérych liczba odpowiada rzedowi rownania
roézniczkowego. W wymienionych przypadkach sa stosowane metody numeryczne
lub ewentualnie (sporadycznie) metody operatorowe. Sposrod metod numerycznych
do rozwigzywania rownan rozniczkowych zwykle stosuje si¢ metode Runge-Kutty
czwartego rzedu. Blad rozwigzania tej metody jest funkcjg kwadratu okresu catkowa-
nia, a wigc bardzo maty w przypadku malej wartosci tego okresu. Mozna tez stoso-
waé aproksymacj¢ pochodnych za pomoca réznic, cho¢ w tym przypadku btad roz-
wigzania dla danej warto$ci okresu probkowania jest wigkszy.

4.2.1. Schematy blokowe

Schematy blokowe stosuje si¢ do graficznego przedstawiania zalezno$ci wystg-
pujacych w uktadach automatyki. Schematy te, nazywane czgsto schematami struk-
turalnymi, przedstawiaja wzajemne powigzania pomi¢dzy poszczegdlnymi zespo-
tami analizowanego elementu lub uktadu, tzn. podajg kierunki przeptywu sygnatow
oraz zwigzki migedzy sygnatami wejsciowymi i wyjSciowymi wszystkich zespolow.
Znajomos$¢ schematu blokowego niekiedy utatwia wyznaczenie opisu matematycz-
nego uktadu i analiz¢ jego wlasciwosci.
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Schematy blokowe elementéw lub uktadéw automatyki sporzadza si¢ na pod-
stawie ich schematow konstrukcyjnych lub wyznaczonych uprzednio modeli ma-
tematycznych. Sporzadzanie schematdéw blokowych na podstawie schematow kon-
strukcyjnych sprawia zwykle wiele trudno$ci. Przyczyng tego jest konieczno$é¢
doktadnego zrozumienia dziatania analizowanego urzadzenia, rozroznienia wejsé
1 wyj$¢, okreslenia wzajemnych powigzan migdzy elementami z uwzglednieniem
natury fizycznej wystepujacych sygnaléw. Budowa schematu blokowego na pod-
stawie modelu matematycznego jest zagadnieniem stosunkowo prostym i przed-
stawiona zostanie na przykladzie.

Przyktad 4.2

Zbudowa¢ schemat blokowy obcowzbudnego silnika pradu statego, ktorego

(&
‘<\\O
O,
%

Obwod
wzbudzenia

schemat ideowy zamieszczono na rysunku 4.1.

Rt
o ;t 1
4 —_

Obwod
U, twornika

: f\/lj\tf\ B Obwod ‘
mechaniczny

Rys. 4.1. Schemat ideowy silnika pradu statego

Rozwigzanie

Rownania silnika wyznaczone w oparciu o drugie prawo Kirchoffa i zasadg
d’Alemberta majg postac:

Me:CMit
di da
U =L ~L+Ri+Cp— 4.30
t £ tlt Ea’t ( )
dza da
MeszZJ—z'l'B—
dt dt
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gdzie: M, — obrotowy moment elektryczny; Cys i1 Cg — parametry stale; M, — mecha-
niczny moment oporu; J — moment bezwladnos$ci; o — kat obrotu walu; B — wspot-
czynnik tarcia wiskotycznego; 7; 1 L;— rezystancja i indukcyjno$¢ twornika; U,,, R,,
i L,, — napigcie zasilania, rezystancja i indukcyjnos$¢ obwodu wzbudzenia.

Stosujac przeksztatcenie Laplace’a do rownan (4.30) otrzymano:
M (s) = Cpr1(s)
U;(s)—Crga(s) = (sL, + R)I,(s) (4.31)
M, (s)=M,,(s)=(Js+B)a(s)

Schemat blokowy, odpowiadajacy uktadowi réwnan (4.31), przedstawia rysu-
nek 4.2.

u(s) T ION e O o(s)
— SLt+Rt M sJ+B v

C |«

Rys. 4.2. Schemat blokowy silnika pradu stalego

Kazdy schemat blokowy sktada si¢ z trzech rodzajow elementow podstawowych:

a) elementu dynamicznego lub statycznego, ktéry ma jedno wejscie i jedno
wyjscie, przy czym sygnat wyjsciowy Y(s) jest iloczynem sygnatu wejscio-
wego U(s) 1 transmitancji G(s) tego elementu,

b) wezla sumacyjnego, ktory ma tylko jedno wyjscie (skalarne lub wektorowe)
i co najmniej dwa wejscia (skalarne lub wektorowe), przy czym sygnat wyj-
sciowy jest sumg sygnalow wejsciowych z uwzglednieniem ich znakéw,

c) wezta zaczepowego, ktéry ma jedno wejscie i co najmniej dwa wyjscia, przy
czym sygnaty wejsciowe 1 wyjSciowe sg sobie rowne.

Ogodlne zasady postepowania przy budowie schematu blokowego mozna spro-

wadzi¢ do nastgpujacej procedury:

a) dokona¢ transformacji Laplace’a uktadu rownan rézniczkowych,

b) ustali¢ sygnat wejsciowy i wyjsciowy uktadu,

¢) na podstawie uktadu rownan operatorowych narysowac schemat blokowy.
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Wiele interesujacych przyktadow z zakresu budowy schematow blokowych za-
mieszczono w pracach [2] 1 [9].

Podczas analizy wtasciwos$ci oraz warunkow pracy liniowych uktadéw automa-
tyki zachodzi czgsto konieczno$¢ przeksztatcania schematéw blokowych w celu
doprowadzenia ich do postaci dogodnej do dalszych rozwazan. Jest to mozliwe
zuwagi na jednorodno$¢ i addytywnos$¢ ukladow liniowych. Przy wszystkich
zmianach schematu obowigzuje zasada:

kazida wydzielona czes¢ ukladu, w ktorej sq dokonywane zmiany, powinna po
zmianie zachowaé swe wlasciwosci statyczne i dynamiczne. Rowniez dowolna
czes¢ ukladu nie podlegajgca przeksztalceniu, w wyniku zastosowanego prze-
ksztalcenia nie moze ulec zmianie, tzn. zastgpienie czesci ukladu ukltadem
| réwnowainym nie moZe spowodowal jakiejkolwiek zmiany w czesci ukladu
i nie podlegajgcej przeksztalceniu.

Przeksztatcenie schematu blokowego jest rownowazne przeksztalceniu uktadu
rownan opisujacych ten uktad i prowadzi do zmiany uktadu potaczen elementow
schematu lub jego uproszczenia.

Znane sa nastgpujace sposoby przeksztatcania (upraszczania) schematow blo-
kowych [21]:

— metoda przeksztatcania uktadu rownan opisujacych uktad,

— metoda krok po kroku poprzez kolejne dokonywanie prostych przeksztatcen

schematu.

Metoda przeksztalcen ukladu réwnan opisujacych stosuje si¢ najczesciej na
etapie budowy schematu blokowego i nie bedzie szerzej analizowana.

Metoda krok po kroku pozwala zaro6wno przeksztalca¢, jak i upraszczac
schemat blokowy. Stosuje si¢ ja do przeksztalcania dowolnie skomplikowanych
schematow. Metoda ta ma istotne zalety, gdyz:

— nie wymaga okreslenia klasy schematu, a wigc ma zastosowanie do wszyst-

kich schematow uktadéw liniowych,

— umozliwia dokonywanie kontroli poprawnos$ci kazdego kroku, a wigc za-

pewnia poprawny wynik przeksztatcen.

Zasady wykonywania podstawowych operacji przeksztatcania schematow blo-
kowych liniowych uktadéw jednowymiarowych, metodg krok po kroku, zamiesz-
czono w tabeli 4.1.
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Tabela 4.1. Zasady redukcji schematow blokowych

Lp. | Przeksztatcenie Schemat pierwotny Schemat réwnowazny Roéwnanie
1 2 3 4 5
1 Potaczenie y u y
" | szeregowe —» G [P G > —» GG —» y=GiGau
. —» G
2 Potaczenie + u y
" | réwnolegle —> A —p! GG, > y =G, £Gy)u
_> Gz -
u +
Eliminacja G u G y y= G u
3. | petli sprzezenia F —p — 1+GH
zwrotnego 1+GH -
H [«
u+
Wytaczenie g G u 1 + G
4, | czionu + » — GH y= u
sprzgzenia P H F 1+ GH
Zwrotnego H
Wylaczenie > G,
cztonu przed > +
> petle - y =G, #Gy)u
réwnolegty o +
Ll G2
Zmiana y u v
6. | kolejnosci G P G [ —» G, [P G > y=G; Gu
cztonow
. u y
Przesuwanie y G
7. | zaczepu przed » G > | y=Gu
blok y <4+ G
+— y
u y
—» G
Przesuwanie y
8. | zaczepu za > G —» y=Gu
blok u 1
<+— 4+— —
G
Rozdzielenie
9. | wezla P
Zaczepowego
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Tabela 4.1 - cd.

Lp.

Przeksztalcenie

Schemat pierwotny

Schemat rownowazny

Roéwnanie

10.

Przesuwanie
wezta
sumacyjnego
przed blok

Uy

+

o 2,

u

1
—
G

y=Guliu2

Przesuwanie

wezla

sumacyjnego
za blok

(=1

2

ls

!

g

y=G(w tuy)

12.

Przesuwanie
zaczepu przed
wezet
sumacyjny

u + G y
e Ay S
u +
i
Uz '

+
+

13.

Przesuwanie
zaczepu za
wezet
sumacyjny

y
u + y
—o—D{ P
+
0
l %)

+

O
+
+
O

u

14.

Zmiana
potozenia
weztow
sumacyjnych

u;
u

u

1
1

u
+
y
+ 115
Uy

+
+
+

y
+
y
y
y

+
*
U3

+ y

15.

Laczenie
weztow
sumacyjnych

Uy

"+ g

u
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Przyktad 4.3

Okresli¢ transmitancje¢ uktadu przedstawionego na rysunku 4.3.

u—>(+ H G[ J;(i_ q GZ l G3 Z

[ "

Rys. 4.3. Schemat blokowy uktadu

Rozwigzanie
Aby otrzymaé transmitancj¢ zastepcza ukladu, nalezy przesunaé zaczep 1 za
blok G3 (regula 7 w tabeli 4.1) oraz dwukrotnie zastosowac¢ regule 3. W wyniku
tych operacji uzyska si¢ transmitancj¢ zastepczg uktadu w postaci
G1G,G3
1+ G]Gz + H]G2G3

G(s) = (4.32)

4.2.2. Posta¢ kanoniczna uktadu ze sprzezeniem zwrotnym

Przez posta¢ kanoniczng rozumie si¢ taka strukture uktadu, ktora zawiera minimal-
ng liczbe cztonow. W przypadku uktadéw o ztozonej strukturze otrzymuje si¢ ja droga
redukcji schematu blokowego. Posta¢ kanoniczng uktadu ze sprzezeniem zwrotnym
przedstawiono na rysunku 4.4a, a w przypadku gdy H(s)= 1 —na rysunku 4.4b.

a) b)

U(s) ~E(s) Y(s) U(s) ~E(s) Y(s)
G(s) > Go(s) >
T ¥

H(s)

Rys. 4.4. Uktady ze sprz¢zeniem zwrotnym

Dla uktadu ze sprzezeniem zwrotnym rozréznia si¢ nastepujace rodzaje
transmitancji:
1) transmitancja ukladu otwartego

———————————————————————————————————

O |
Gy(s) = G(s)H(s) =L0—(SS)§ (4.33)

__________________________________

97



2) transmitancja ukladu zamknietego

;Gz(s): Ys) __ G(s) _ L,(s) (4.34)
L J@) 1EGHs) M),
3) transmitancja uchybowa
Gy (s)= £ ! (4.35)

Transmitancj¢ uktadu zamknigtego G (s) oraz transmitancje uchybowa G (s)
okresla si¢ z rownan opisujacych uktad ze sprzgzeniem zwrotnym, ktére majg postac:

Y(s)=G(s)E(s) (436)
E(s)=U(s)x H(s)Y(s)
Réwnanie
My(s)=0 (4.37)

nazywa si¢ rownaniem charakterystycznym ukladu otwartego, natomiast
1£G(s)H(s)=0 lTub M,(s)=0 (4.38)

réwnaniem charakterystycznym ukladu zamknietego. W dalszych rozwaza-
niach istotne znaczenie bgdzie mial problem wyznaczania pierwiastkéw réwnania
(4.37) lub (4.38). W przypadku wysokiego stopnia tych réwnan jedynie efektywne
sa metody numeryczne.

4.2.3. Dyskretna aproksymacja uktadéw ciagtych

Z przedstawionych wyzej rozwazan wynika, Zze wyznaczenie transmitancji
dyskretnej uktadu regulacji z obiektem majacym charakter ciagly wymaga prze-
ksztalcenia jego transmitancji G(s) do postaci dyskretnej G(z). Przeksztatcenie to
nazywa si¢ dyskretng aproksymacja (lub dyskretyzacja) uktadow ciagtych.
Istnieje wiele metod dyskretyzacji uktadéw ciaglych. Przed przystapieniem do
ich szczegotowego omodwienia zostanie przedstawiony problem wptywu umiej-
scowienia impulsatora (lub impulsatoréw) w uktadzie ciagtym na sposob dyskre-
tyzacji tego uktadu. Na rysunku 4.5 zamieszczono trzy rézne struktury uktadow
otwartych.
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a)

U(s) U (s) G(s) Y(s) oY (s)

T T

b)

U(s) _U(s) Gi(s) X (s) xT1 s) 6x(S) Y(s) _Y(s)
T T

U(s) _U(s) Gi(s) Xi(s) Gis) Y(s)o/ Y'(s)
T T

¢)

Rys. 4.5. Schematy impulsowych ukladow otwartych

Dowodzi si¢ [21], ze dla uktadu z rysunku 4.5a

Y(2)
G(z)=——==Z[G(s 4.39
(2) UG) [G()] (4.39)
Uktad przedstawiony na rysunku 4.5b sktada si¢ z dwdch cztonow ciaglych
przedzielonych impulsatorem, a wigc transmitancja zastepcza uktadu ma postac

Y(z)
U(z)

G(2)= = G1(2) Go(2) = Z[G ()] Z[Ga(s)] (4.40)

Wreszcie, dla uktadu pokazanego na rysunku 4.5¢, stuszna jest zalezno$¢

G(2) = ;ﬁ ; = Z[G1(5) G (5))] (4.41)

Transmitancja zastgpcza uktadu z rysunku 4.5b rdézni si¢ od transmitancji za-
stepczej uktadu z rysunku 4.5¢, gdyz

Z[G1(9)] Z[Ga ()] # Z[G1 () Ga(s)] (4.42)
Czesto w uktadach impulsowych ekstrapolator jest polaczony szeregowo z cztonem

cigglym o transmitancji np. G(s). Wowczas transmitancja zastepcza uktadu wynosi

1_e—ST

G(s)= Gi(s) (4.43)

Transmitancje¢ dyskretng takiego uktadu wyznacza si¢ w nastepujacy sposob

G(z)=Z[G)]=01-zHZ {w} (4.44)
S
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W uktadach dyskretnych rowniez definiuje si¢ transmitancje uktadu otwartego, za-
mknigtego i uchybowa. Typowa strukture uktadu dyskretnego przedstawia rysunek 4.6.

G(s) Y(s)
G(2) Y(2)

Rys. 4.6. Schemat dyskretnego uktadu regulacji

Dyskretna transmitancja uktadu otwartego G,(z) jest odpowiednikiem transmi-
tancji operatorowej uktadu ciggtego 1 wyraza si¢ zaleznoscig

G, (2)=Z[G,()]=Z[G(s)H (s)] (4.45)

(4.46)

Dyskretng transmitancja uchybowa G,(z) nazywa si¢ stosunek transformaty
E(z) do transformaty W(z) przy zatozeniu, ze warunki poczatkowe sa zerowe

_E(2) 1 1

(4.47)

Z przeprowadzonych rozwazan wynika, ze dyskretyzacja uktadow ciaglych po-
lega na zastgpieniu transmitancji operatorowej G(s) uktadu lub poduktadu transmi-
tancja dyskretng G(z). Dokona¢ tego mozna réznymi metodami.

Metoda 1 (w oparciu o tablice transformat)

W tabelach transformat = czgsto jest podane zestawienie transmitancji G(s)
i odpowiadajacych im dyskretnych transmitancji G(z). Jezeli natomiast w tabelach
sa podane tylko transformaty dyskretne F(z) dla funkcji ciaglych f(¢) lub funkcji
dyskretnych f(kT), to chcac wyznaczy¢ dla danej transmitancji G(s) transmitancjg
G(z) nalezy postgpowac nastepujaco:

— wyznaczy¢ charakterystyke impulsowa g(7)

g =L 1G] (4.48)
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— wyznaczy¢ dyskretng charakterystyke impulsowa
g(kT)=g(1)| 1=k (4.49)

— dla wyznaczonej charakterystyki g(¢) lub g(kT) odczyta¢ transmitancje G(z).

Metoda 2 (bazujaca na wyznaczeniu charakterystyki impulsowej)

Dyskretng charakterystyke impulsowa g(k7T), dla danej transmitancji G(s), wy-
znacza si¢ zgodnie z zaleznoscig (4.49). Poszukiwana transmitancja dyskretna G(z)
okreslona jest zalezno$cia

G(z)=Z[g(kT)] (4.50)

Zgodnie z zaleznoscia (4.48) charakterystyka impulsowa g(f) wynosi

_ -1 _ < L(Sl) s;t
gn=2 [G(s)]—gl—M, o° (4.51)
gdzie
Mi(syy =M (4.52)

Dyskretna charakterystyka impulsowa ma zatem postac

n

L(Si) ks.T
kT)=g(t)|,_,r= )y —L—e™i 4.53
D)= g0 =2 e (4.53)

a poszukiwana transmitancja G(z) jest okreslona nastepujaco

n

L(s;) ks;T c L(s;) z
G(2) = Zla(kT)] = 2 T ekl = L 4.54
(Z) [g( )] por M'(Si) [e ] ZM'(Si) Z—eSiT ( )

i=l1
Jezeli w sktad czgsci ciaglej wchodzi ekstrapolator zerowego rzedu, to transmi-
tancj¢ G(s) mozna zapisa¢ w postaci
1-¢'T L
G(S) — © I(S)
s My(s)

(4.55)

przy czym zatozono, ze pierwiastki 57, s3, ..., S, rownania M1(s) = 0 sg rdzne i nieze-
rowe. W tym przypadku poszukiwana transmitancja dyskretna G(z) wynosi [12]

_LO - LiGs) z-1

G(z) ;
Ml(o) i=2 Si Ml(si) z—eSiT

(4.56)
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Przyktad 4.4

Wyznaczy¢ transmitancje dyskretng uktadu ztoZzonego z idealnego impulsatora,
ekstrapolatora zerowego rzgdu oraz cztonu inercyjnego pierwszego rzedu.

Rozwigzanie

Transmitancja operatorowa czes$ci ciggtej ma postac

1-¢T K _l—e_ST Li(s)

G(s)= = 4.57
(<) s sTj+1 s Mq(s) (437)
przy czym
Li(s)=K oraz Mi(s)=sT1+1 (4.58)
Réwnanie Mi(s)=sT1 +1=0 ma pierwiastek s, =—-1/T7.
Transmitancja dyskretna jest okreslona zalezno$cia
_e /N
G(z)= Ll(O) Li(s9) z— IT K Kz Tl/T =K1 e_T/T (4.59)
MI(O) Sle(Sz)Z e’2 1 _IZ § 1 z—¢ 1

Metoda 3 (dyskretna aproksymacja pochodnych)
Metoda ta zostata juz omoéwiona w rozdziale 3.1.2. Bazuje na aproksymacji po-
chodnej za pomoca réznicy pierwszego rzedu

arw fkED= () (460)

dt‘tkT TeO T

Metoda 4 (metoda operatoréw catkowych)

Inne ujecie, rtOwnowazne opisanemu powyzej, wprowadzaja metody wykorzystujg-
ce operatory calkowania numerycznego. Istnieje wiele metod tego typu, a wszystkie
sprowadzajg si¢ do zastepowania operatorow catkowania s, wystepujacych w trans-
mitancji G(s) opisujacej uktad, odpowiednimi funkcjami zmiennej z, reprezentujacymi
operatory catkowania numerycznego. W wyniku jest otrzymywana pewna funkcja
zmiennej z, ktora stanowi transmitancje dyskretng G(z) analizowanego uktadu.

Najczgsciej jest stosowana metoda operatoréw calkowych Tustina. Metoda
Tustina ogranicza si¢ do wykorzystania, wprowadzonej przez Tustina, definicji
operatorow catkowania. Operator catlkowania ma postac

17"
57" =B1+Z 1} ; n=123.,N (4.61)
1-z~
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Przyktad 4.5
Stosujac metode operatorow catkowych Tustina wyznaczy¢ transmitancj¢ dys-

kretng uktadu o transmitancji

K
Tis+1

G(s) =

Rozwigzanie

Transmitancj¢ operatorowg G(s) mozna przedstawi¢ w postaci

-1
Gls)=—8 K (4.62)
-1
Iis+1 T +s
Podstawiajac
a T 1+ Z_l
s ==
21-71
otrzymano
G(z) = KT z+1 (4.63)

2 (1+h)z+1-1

4.2.4. Podstawowe parametry cztonéw dynamicznych
i uktadéw regulacji

Niech uktad dynamiczny (otwarty lub zamkniety) opisany bedzie transmitancja
0 postaci
Ky (bys™ + ...+ bis+1)

sK(a,s" +a, 1s" M+t ags+1)

G(s) = (4.64)

Uktad ten charakteryzujg nast¢pujace parametry:

1. Wspolczynnik wzmocnienia statycznego K, ktéry okresla wzmocnienie
uktadu w stanie ustalonym przy stalym sygnale wejsciowym. W ogdlnym przypad-
ku okresla si¢ go wyznaczajac granice

Ko = lim G(s) (4.65)
s—0
jesli oczywiscie k = 0. Jezeli transmitancja uktadu posiada bieguny réwne zeru

(k> 0), to nie mozna okreslic K, gdyz lim G(s) — . Wowczas dla k=1 okresla
s—0

si¢ tzw. statyczny wspolczynnik wzmocnienia predkosciowego, jako
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K, = lim sG(s) (4.66)

s—0
co odpowiada stosunkowi amplitudy predkosci zmian sygnatu wyjsciowego do
amplitudy sygnatu wejsciowego. W analogiczny sposéb dla £ = 2 mozna okresli¢
wspolczynnik wzmocnienia przyspieszeniowego.

2. Wzmocnienie amplitudowe uktadu jest okreslone jako modut z G(jw), co
odpowiada stosunkowi amplitud sygnalu wyjsciowego i wejsciowego w stanie
ustalonym, przy wymuszeniu harmonicznym. Dla uktadow dynamicznych wzmoc-
nienie to jest funkcja pulsacji @ sygnalu wymuszajacego. Miedzy wzmocnieniem
statycznym K a wzmocnieniem amplitudowym zachodzi relacja

K=|G(jm)|,_, (4.67)

3. Stala czasowa T, dla ukladu pierwszego rzedu jest definiowana jako czas,
w ktorym uklad osiaga 63,7% warto$ci ustalonej lub czas, w ktorym uklad osiaga
stan ustalony, jesli poruszatby si¢ z predkoscia rowng predkosci w chwili ¢ = 0.
Uktad wyzszego rzedu posiada wiele stalych czasowych, ktorych wartosci sa od-
wrotnoscig wartosci biegunow transmitancji G(s).

Istotne znaczenie praktyczne ma uktad drugiego rzedu o transmitancji

E 1 1/a
G(s)= =— %g (4.68)
! as” +as+ag 252+—s+1

Oy, Oy

Pierwiastki rownania charakterystycznego tego uktadu, dla wyrdznika A < 0,

2
a . |4arap —a .
sl’zz—zalzijf 240 - =otjo, (4.69)
a

. 2 .
Sljz=—§a)nija)n\/1—§ =0t joy, 4.70)

Uktad drugiego rzedu charakteryzuja nastgpujace parametry:

Wynosza

lub

1. Wspolezynnik tlumienia & Thlumienie w uktadzie charakteryzuje wspot-
czynnik aj. Jezeli a) osiagnie tzw. warto$¢ krytyczna, rowna ay;, = 2\Jasray, to
transmitancja (4.68) posiada biegun podwdjny (A = 0). Wspotczynnik thumienia &
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zdefiniowany jest jako stosunek rzeczywistego wspotczynnika thumienia a; do

krytycznego wspélczynnika thumienia ay.., czyli

a _ 9

o 4.71)
Y 2 V240

Rozroéznia si¢ thumienie:

a) podkrytyczne (&< 1) — bieguny uktadu zespolone (A < 0),
b) krytyczne (&= 1) — biegun rzeczywisty, podwdjny (A = 0),
c¢) nadkrytyczne (&> 1) — bieguny rzeczywiste, rézne (A > 0).

2. Pulsacja drgan wlasnych niettumionych @,. Jest to pulsacja drgan odpo-
wiedzi uktadu w przypadku braku thumienia, tj. dla £ = 0 (a1 = 0). Wowczas na
wyjsciu uktadu powstaja oscylacje, ktorych amplituda nie maleje z uptywem czasu.
Pulsacje @, wyznacza si¢ z zaleznosci

®, = /Z—(Z) (4.72)

3. Pulsacja drgan wlasnych ttumionych ;. Jest to pulsacja drgan uktadu dla
&> 0, czyli jest to pulsacja, z jaka oscyluje odpowiedz uktadu ttumionego. Dla
0<¢é<l

®, = 01— &> (4.73)

4. Okres drgan 7;,. Uwzgle¢dniajac rownanie (4.73) i zalezno$¢ @ = 27f, okres
drgan 7;; wynosi

S (4.74)

el 2
f w,\1-¢&

5. Przeregulowanie x. Parametr ten okresla maksymalne odchylenie odpowie-
dzi skokowej uktadu odniesione do wartosci ustalonej tej odpowiedzi i jest wyra-
zony najczesciej w procentach. Na podstawie rysunku 4.7 mozna napisaé

o= max P 00 _ ol - | 100 o] (4.75)

h, /1_52

105



A h(t)

>
>

t

Rys. 4.7. OdpowiedZ skokowa uktadu drugiego rzgdu

6. Stala czasowa 7. Stala czasowa uktadu oscylacyjnego jest okreslona rownaniem

————————————

T = — (4.76)

gdyz odpowiedz swobodna tego uktadu ma postaé

_ l1_ £2
yu(t)= ! e éa)nt sin wn\11—§2t+arctg 155 4.77)

1-&2

a zgodnie z definicjg statej czasowej wyktadnik liczby e begdzie rowny —1, gdy jest
spetniona zaleznos¢ (4.76).

Przyktad 4.6
Dana jest transmitancja uktadu drugiego rzedu
6
G(s) = 5 (4.78)
s +3s+2

Obliczy¢ podstawowe parametry charakteryzujace ten uktad.

Rozwigzanie

Poszukiwane parametry mozna obliczy¢ z ww. zaleznosci lub z poréwnania od-
powiednich wspdlczynnikow zaleznosci (4.68). Porownujac odpowiednie wspot-
czynniki transmitancji
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= 5 (4.79)

otrzymano: K =3, o, = V2 oraz E=—Fr.

4.2.5. Regulacja statyczna i astatyczna

A. Astatyzm ukladoéw ciggtych

Dowolnie ztozony uktad regulacji, droga redukcji schematu blokowego, mozna
przeksztalci¢ do postaci przedstawionej na rysunku 4.4b. Ogdlng posta¢ transmi-
tancji uktadu otwartego przedstawia wyrazenie

Ky (bys™ +...+ bys +1)

k

Go(s) =
? s"(a,s" +...+aps +1)

(4.80)

gdzie Kj — wspodtczynnik wzmocnienia statycznego polozenia (gdy £ = 0), predko-
sci (gdy k= 1), przyspieszenia (gdy k = 2) itd. Czynnik s* w mianowniku transmi-
tancji reprezentuje k-krotny biegun s = 0. W zalezno$ci od wartosci k rozréznia sig
nastepujace uktady zamkniete:

— statyczne lub inaczej astatyczne zerowego rzedu (k = 0),

— astatyczne pierwszego rzedu (k= 1),

— astatyczne p-tego rzedu (k= p).

Nalezy zauwazy¢, ze czynnik sk wystepuje w mianowniku transmitancji uktadu
otwartego, w przypadku transmitancji uchybowej G, (s) wystapi w jej liczniku.
Uchyb w stanie ustalonym wynosi:

e, = lim e(f) = lim sE(s) = lim s (4.81)
i t

—0 50 s=0 1+G,(s)

Jego warto$¢ jest uzalezniona od rzedu astatyzmu uktadu oraz od typu wymu-
szenia. Ponizej przeanalizowane zostang nastepujgce wymuszenia:

1. Wymuszenie w postaci sygnalu skokowego — u(¢) = Up-1(¢). Uchyb ustalo-
ny dla tego typu wymuszenia nazywa si¢ uchybem potozenia i wynosi:
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! . U U,
— gdy k=0 e, = lim 0o - 0.
! s=>01+G,(s) 1+Kj:

- gdy k>0 e,~=0

(4.82)

Stad wniosek, ze sygnat u(r) = Uy-1(f) bedzie odtwarzany w stanie ustalonym
bez uchybu, jezeli k> 0.

2. Wymuszenie w postaci sygnalu liniowego — u(¢) = Ujt-1(f). Uchyb ustalony
dla wymuszenia liniowo-narastajacego nosi nazwe uchybu predkosciowego i przyj-
muje wartosci:

—dlak=0 €y —> 0,

—dlak=1 ¢, =—L, (4.83)

—dlak>1  e,=0.

Mozna zauwazy¢ ogo6lng prawidtowos¢, ze chcac zachowac np. stalg wartosé
uchybu ustalonego, nalezy wraz z podniesieniem stopnia wielomianu sygnatu ste-
rujacego u(t) zwigkszy¢ takze rzad astatyzmu uktadu.

3. Wymuszenie w postaci sygnalu parabolicznego — u(¢) =U th -1(¢). Uchyb
ustalony przy wymuszeniu parabolicznym nazywa si¢ uchybem przyspieszeniowym:

— gdy k<1 €y —> 0,
—gdy k=2 e, :ﬁ, (4.84)
K3

- gdyk>2 e, =0.

Uktad astatyczny drugiego rzedu nadaza wigc za sygnatem parabolicznym ze
stala wartos$cig uchybu ustalonego.

Na rysunku 4.8 naszkicowano przebiegi odpowiadajace rozwazanym wyzej przypad-
kom. Przebieg uchybu jest oczywiscie zawsze rdznica pomiedzy przebiegiem u(f) 1 )(2).

a) Tu b) o) tu
t y(t) . t
y(® 0 , y(®)
7 . k=2
ut) L Cu k>1 L L
Uo = A / Q 7 /
/ F_ AR otd /-,
/ k=0 wo (/0 - k2 [fr k<l
! / // /s
/ a u(t) /7
/ U ’,7
£ e

t t t

Rys. 4.8. Odpowiedzi czasowe uktadoéw statycznych i astatycznych
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Sens astatyzmu mozna dos$¢ prosto zinterpretowac. Jezeli uklad regulacji w torze

glownym w ogole nie zawiera cztonow catkujacych, to stalg i niezerowa warto$¢ usta-

long wyjscia y,, spowoduje tylko stala i niezerowa wartos¢ uchybu e, gdyz y,, = Koey,.

Natomiast gdy w ukladzie jest catkowanie, to ustalenie si¢ wartosci y,, na statym po-

ziomie powoduje wartos¢ e, = 0, czyli jest wowczas spetione y, = Uy wobec

H(s) = 1. Jezeli natomiast catkowanie wystapi tylko w sprzezeniu zwrotnym, to
wprawdzie dla u(f) = Uy-1(¢) uchyb ¢, = 0, ale y,# Uy. Przypadek ten zostanie omo-

wiony na ponizszym przyktadzie.

Przyktad 4.7

Dany jest uktad regulacji (rys. 4.9). Okresli¢ uchyb ustalony e, oraz warto$§¢

ustalong odpowiedzi y,,.

U(s)=1/s E(s) 1 Y(s)

Rys. 4.9. Schemat blokowy uktadu regulacji

Rozwigzanie

Transmitancja uchybowa wynosi

E(s 1 s(s+1
Gy = EO 1 ster)
U(S) 1+ _ S +S+1
s+1s
a stad uchyb ustalony
euzlirnssz(s—-’-l)lzo
s>0 s +s5+1S

Natomiast transmitancja uktadu zamknigtego
Y(s) s
UGs) s?+s+1

Gz(S) =

oraz wartos¢ ustalona odpowiedzi uktadu

Vv, = lim sY(s) = 1imsz;—=0
s—0 s—0 s +s5+18

(4.85)

(4.86)

(4.87)

(4.88)
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Uktad ten ze wzgledu na brak catkowania w torze gléwnym i z wystepowaniem
catkowania w sprz¢zeniu zwrotnym nie jest w stanie wytworzy¢ roznej od zera
wartosci odpowiedzi ustalonej na skokowy sygnal wymuszajacy. Powyzsze rozwa-
zania przeprowadzono nie uwzgledniajac zaklocen dziatajacych na uktad regulacji.
Jezeli zaklécenie sumuje si¢ w uktadzie regulacji z sygnatem wyjsciowym, to wia-
sciwosci astatyczne wzgledem sygnatu zaklocajacego sg identyczne jak wzglgdem
sygnatu zadanego.

B. Astatyzm uktadéw dyskretnych

Uktadem dyskretnym statycznym (astatycznym zerowego rz¢du) jest nazywany
uktad nie zawierajacy cztondéw sumujacych (odpowiednik czlondéw catkujacych
w uktadach ciggtych), tzn. ktorego transmitancja dyskretna toru gtéwnego G(z) nie
posiada biegundéw réwnych jednosci. Natomiast uktadem dyskretnym astatycznym
jest nazywany uktad zawierajacy czlony sumujace, a wige ktorego transmitancja
dyskretna toru gldéwnego G(z) ma przynajmniej jeden biegun rowny jednosci.

Rzad astatyzmu uktadu dyskretnego okresla krotno$¢ bieguna rownego jednosci
transmitancji toru gtownego G(z). Przyktadem ukladu astatycznego r-tego rzedu
jest uktad dyskretny o transmitancji toru gtdéwnego G(z)

G(2) = 2+2 (4.89)

(z=1)"(z+0,5)(z-0,2)

Latwo wykaza¢, ze dyskretna transmitancja uchybowa uktadu astatycznego
r-tego rzedu posiada w liczniku czynnik (z—1 )r.

Uchyb ustalony uktadu dyskretnego jest wyznaczany z twierdzenia o wartosci
koncowej

e, = lim e(kT) = lim(z—1)E(z)! (4.90)
k— z—l |

4.3. Metody czestotliwosciowe

Trzecim, réwnorzednym sposobem analizy dynamiki uktadéw, oprocz metod
klasycznych i1 operatorowych, jest analiza uktadow w dziedzinie czgstotliwoscio-
wej. Metoda ta wykorzystuje informacje o charakterystykach czgstotliwosciowych
uktadow, a w zwiazku z tym stosuje si¢ ja gtownie w przypadku uwzglednienia
zaktocen wystepujacych w uktadzie regulacji.
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4.3.1. Cztony podstawowe

Czlonami podstawowymi nazywa si¢ elementarne czgéci lub zespoty, ktore
mozna wydzieli¢ w modelu matematycznym lub w schemacie blokowym uktadu.
Dynamika tych czlonéw jest dokladnie zbadana i czgsto mozna ja wykorzystac
w analizie ztozonych uktadow sterowania.

A. Czion proporcjonalny (bezinercyjny)

Roéwnanie tego cztonu i transmitancja majg postaé

(0) = Ku(n)!, G(s)=K'| (4.91)

przy czym parametr K jest wspotczynnikiem wzmocnienia statycznego, ktory moze
przyjmowa¢ warto$ci dodatnie i ujemne. Odpowiedz skokowa, charakterystyke
amplitudowo-fazowg oraz charakterystyki logarytmiczne cztonu proporcjonalnego
przedstawia rysunek 4.10. Charakterystyka amplitudowo-fazowa jest punktem,
logarytmiczna charakterystyka amplitudowa ma warto$¢ stala. Kat przesunigcia
fazowego ¢ jest rowniez staly, przy czym w zaleznos$ci od znaku K moze wynosi¢
0° lub 180°. Szczegdlny przypadek czlonu proporcjonalnego dla K = —1 nazywa
si¢ inwertorem fazowym. Czlonami proporcjonalnymi sa: dzielnik napiecia, ide-
alny wzmacniacz elektroniczny, pradnica tachometryczna (jesli zatozy si¢ state
wzbudzenie 1 wielko§¢ wejsciowg w postaci predkosci katowej), dzwignia dwura-
mienna, przekladnia zg¢bata, prasa hydrauliczna itd.

4 h(t) 4B 4 Lm(w)
X h(t)=K1(t) 20 log|K|, [K|>1
1 u(t)=1 ,
logw
R 20 loglK|, [K|<1
t
Q(w) +o(w)
0 P(@)=0 (K>0)
-
-K K P(0) . (K <0) o8®

Rys. 4.10. Charakterystyki cztonu proporcjonalnego
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B. Czton inercyjny pierwszego rzedu

Réwnanie i transmitancja czlonu inercyjnego pierwszego rzedu maja odpo-
wiednio postac:

T GO, = Ku(t)é , EG(s) - TSK+ 1 (4.92)

przy czym: K — wspolczynnik wzmocnienia statycznego; T — stata czasowa. Pod-
stawowe charakterystyki czlonu inercyjnego przedstawiono na rysunku 4.11.

4h(t) 4 Lm(o)
g(t) X

______________________ —

3dB -20dB/dek

K
K h(t)
T

g(t)

b ()
lorgm
Rys. 4.11. Charakterystyki czlonu inercyjnego pierwszego rzedu
Odpowiedz impulsowa g(f) 1 skokowa A(?) sa okreslone zalezno$ciami
K -+ _t
g(t)= 76 (), h(t)=K(—-e T)HI(?) (4.93)

Charakterystyka amplitudowo-fazowa jest potokrggiem o srednicy K; minimum
charakterystyki urojonej Q(w) i przesuniecie fazowe ¢(w) = —45° wystepuja dla
w=1/T.

Logarytmiczna charakterystyka amplitudowa wyraza si¢ zaleznoscig

Lm(w) = ZOlogL =20logK —20logV1+ @>T? (4.94)

\/1+a)2T2

Ze wzoru (4.94) wynika, ze wykres Lm(®) mozna w przyblizeniu zastapi¢ linig
tamang (charakterystyka asymptotyczna) sktadajaca si¢ z dwoch podiprostych. Wy-
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nika to stad, ze dla matych pulsacji, tzn. gdy o << 1/T, log\/H—a)zT2 ~logl=0,
dominujace znaczenie ma pierwszy skladnik prawej strony wzoru (4.94). Z kolei
dla duzych pulsacji, gdy @>> 1/7, to 10g\/1+a)2T 2~ logwT. Zatem w przyblize-

niu mozna przyjac

20logK dla o< 1
Lm(w) = r 1 (4.95)
20logK —20logwT dla >7

Dla pulsacji zatamania @ = 1/T rzgdna charakterystyki amplitudowej wyliczona
ze wzoru (4.95) wynosi Lm(w) = 20logK, natomiast ze wzoru (4.94) —
Lm(w)= 20logK-3, zatem najwigksza roznica rzednych charakterystyki doktadnej
1 asymptotycznej wynosi okoto 3 dB. Nachylenie charakterystyki przyblizonej (dla
> 1/T) wynosi

Lm10®—- Lmo=20logK — 20logl 0T — (20logK — 20logwT) = (4.96)
= —20dB/dekade

Przyktadami cztondéw inercyjnych pierwszego rzadu sa:

a) czwornik RC (wyj$cie — napigcie na pojemnosci C),

b) obcowzbudny generator pradu statego (wejscie — napigcie wzbudzenia, wyj-
$cie — generowana sita elektromotoryczna),

c¢) ruch masy pod wpltywem sity z uwzglednieniem tarcia lepkiego (wejscie —
sita, wyjscie — predkos¢ masy),

d) zbiomnik gazu z thumionym doplywem (wejscie — cisnienie doplywu, wyjscie
— ci$nienie w zbiorniku).

C. Cztony catkujace

Rozréznia sig czton catkujacy idealny i czton catkujacy z inercja (rzeczywisty).
Réwnanie 1 transmitancja idealnego cztonu catkujgcego wyrazajg si¢ wzorami:

L lem=K- L 497
dt | E(S) s sTi ( )

w ktorych parametr K, charakteryzujacy w stanie ustalonym stosunek wartosci
predkosci odpowiedzi cztonu do wartosci wymuszenia, nazwany jest wspotczynni-
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kiem wzmocnienia predkosciowego. Stala catkowania 77 jest rowna warto$ci czasu,
dla ktorego wartos¢ odpowiedzi skokowej cztonu catkujgcego jest rowna amplitu-
dzie wymuszenia. Podstawowe charakterystyki czlonu catkujgcego przedstawiono
na rysunku 4.12.

h(t) Lm(w)
g(t) h(t)
arctgK ® 3
s 20 dB/dek
_ logw
t =K g
0 0 )
Q(w) o(w)
logw
P(w) g
0 > 0 O
‘ _I
{ o0 2
Rys. 4.12. Charakterystyki cztonu catkujacego
Odpowiedz impulsowa g(¢) i skokowa /(¢) sa okreslone wzorami:
g®=K1t), hO=Kt1(t) (4.98)

Charakterystyka amplitudowo-fazowa pokrywa si¢ z ujemna po6tosia urojona.
Charakterystyka amplitudowa jest linia prosta, o nachyleniu —20 dB/dekade
i przecinajaca o$ 0 dB dla @ = K. Charakterystyka fazowa ¢( @) jest stala i wynosi
—7/2. Przyktadami cztonu catkujacego sa:

a) kondensator idealny,

b) zbiornik cieczy,

c¢) sitownik hydrauliczny (przy pomini¢ciu bezwladno$ci obciagzenia),

d) silnik elektryczny (przy pominigciu bezwladnosci obcigzenia).

W rzeczywistosci rzadko spotyka si¢ idealne cztony catkujace. Mozna tylko
przy pewnych zatozeniach przyjaé, ze niektdre cztony zachowuja si¢ jak catkujace.
Doktadniej takie cztony przedstawia si¢ za pomocg caltkowania z inercjg. Transmi-
tancja cztonu catkujacego z inercja ma postaé

G(s)=——| (4.99)
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gdzie T jest stalg czasowa. Podstawowe charakterystyki cztonu catkujacego z iner-
cja zamieszczono na rysunku 4.13.

MK k(@) 50 aB/dek
K 0 m:+ logo
Y 3dB —+20 logKT
<7 K(t-T) "\\:40 dB/dek
0 T/ "\ a=arctgK t :
Q(w) o)) |
-KT P(w) 0 | logm
! w0 - T ! g
i -0 o e e LTl

Rys. 4.13. Charakterystyki cztonu catkujacego z inercja

Odpowiedzi impulsowa g(¢) i skokowa 4(f) okreslone sa nastepujaco:

2(f) = K(l —e7VT )l(t) . h(t)= {Kt —KT (1 7T ) } 1() (4.100)
Gdy t— o0, to odpowiedz jednostkowa dazy asymptotycznie do prostej o rOwnaniu
lim A(t)=K(-T) (4.101)
t—o
Logarytmiczna charakterystyka amplitudowa ma postaé
Lm(w) =20logK —20logw —20log 1+ &>T? (4.102)

lub w postaci przyblizone;j

Lm(a) 20logK —20logew dla w<1/T (4.103)
m(w) = .
20logK —20logw —20logwT dla w>1/T

Kat fazowy zmienia si¢ zgodnie z rownaniem

m = rctg L (4 1 04)

) = arct a
pl@)=arcte o) ol

lub
p(w) = —% —arctgwT (4.105)
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Przyktadami cztonéw catkujacych z inercjg sa: silnik pradu stalego, sitownik
hydrauliczny, przektadnia mechaniczna, przy uwzglednieniu bezwladnosci obcig-
zenia w rownaniach opisujgcych te elementy.

D. Cztony rézniczkujace
Rozréznia si¢ cztony idealnie rozniczkujace 1 czlony rdzniczkujace z inercjy (rze-
czywiste). Idealny czlon rozniczkujacy jest opisany nastepujagcym réwnaniem i trans-

mitancjg operatorowa:

-------------------

1G(s)=Ks (4.106)
przy czym K — wspolczynnik wzmocnienia, réwny stosunkowi amplitudy sygnatlu
wyjsciowego do amplitudy pochodnej sygnatu wejsciowego w stanie ustalonym.

Podstawowe charakterystyki idealnego cztonu rdézniczkujacego przedstawiono
na rysunku 4.14.

A
te 1 he Lm(o)
A A
t . ﬁo dB/dek
0 ., 0 . 0 - .
P 1 logw
] Tk
$Q(w) to(o)
A® - o0 T
2
olo=0 P(w) 0 logm

Rys. 4.14. Charakterystyki cztonu idealnie rézniczkujacego

Odpowiedz impulsowa cztonu idealnie rézniczkujacego ma postac

_ 4o
g)=K= (4.107)

przy czym pochodna funkcji &) jest okreslona nastepujgco:

0 da (#0
%: oo da t=0" (4.108)
— 0 dla t:O+
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Odpowiedz jednostkowa wyraza si¢ nastepujaco

h(t) = KXt) (4.109)

Charakterystyki logarytmiczne opisuja zaleznosci:
Lm(w) = 20logK + 20logw (4.110)
o w) = arc tg(+o) = % (4.111)

Do elementow idealnie rézniczkujacych mozna zaliczy¢:

a) kondensator idealny (wej$cie — napigcie, wyjscie — prad),

b) idealny ttumik olejowy (wejScie — przemieszczenie, wyjscie — sita),

c) sprezyna idealna (wejscie — sita, wyjscie — predkos¢ przemieszczenia),

d) pradnica tachometryczna (wejscie — obrdot watu, wyjscie — napigcie).

W rzeczywistosci nigdy nie udaje si¢ zrealizowa¢ cztonu idealnie rézniczkujace-
g0, ze wzgledu na wystepowanie w uktadach dynamicznych inercji. Dobrym przybli-
zeniem rzeczywistego ukladu rozniczkujacego jest wowczas jego model w postaci
cztonu rézniczkujacego z inercja, ktéory mozna przedstawi¢ w formie transmitancji

G(s) = 4.112)

_________________

Odpowiedzi impulsowa g(t) i jednostkowa h(#) cztonu rézniczkujgcego z inercjg
sa okreslone nastgpujaco:

K K 4 K 4
8()="7600~—5¢ Ty, hi="re YTy (4.113)

Podstawowe charakterystyki tego czlonu zamieszczono na rysunku 4.15.
te® h(t) Lm(w) 201gk

T
K K 3dB:;7—
18t o7 20dB/dek logo
. S 2

4+ Q(w)

=]

0

-K
T

N>
olo=0. N\ P()
K K

2T T

Rys. 4.15. Charakterystyki cztonu rézniczkujacego z inercja
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Logarytmiczna charakterystyka amplitudowa

Lm(w) =20logKw —20log 1+ »>T? (4.114)
lub w postaci przyblizone;j
(e 20logK +20logw dla w<l1/T wis)
m(w) = .
2010g£ dla 0>1/T
T
Przesunigcie fazowe jest nastepujace

p(w)= %— arctgwT (4.116)

Wisrod elementdéw rézniczkujacych z inercjg wymienia si¢:

a) czwornik RC (wejscie — napigcie wejsciowe, wyjscie — napiecie na rezysto-
rze R),

b) czwornik RL (wejscie — napiecie wejSciowe, wyjscie — napiecie na indukcyj-
nosci L),

c) silnik pradu statego jako pojemno$¢ dynamiczna (wejScie — napigcie, wyj-
$cie — napigcie),

d) transformator stabilizujagcy (wejscie — napigcie wejsciowe, wyjscie — napig-
cie wyjsciowe w stanie jatowym),

e) thumik olejowy (wejscie — przemieszczenie, wyjscie — sita).

E. Cztony drugiego rzedu

Transmitancja cztonu drugiego rzedu ma postac

4.117)

gdzie: K — wspotczynnik wzmocnienia statycznego; 7 — stala czasowa; & — wspot-
czynnik thumienia. Jezeli wspotczynnik thumienia £> 1, to transmitancja (4.117) po-
siada dwa bieguny rzeczywiste i uyjemne. Wtedy czton ten jest nazywany czgsto czto-
nem dwuinercyjnym. Dla & > 1 bieguny sa rzeczywiste i rozne, a odpowiedz impul-
sowa g(f) oraz skokowa /(f) wyrazaja si¢ zalezno$ciami:

A A
s IV

g)=—t—|e T
2TE% -1

—e T |1 (4.118)
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t
A o 1(7) (4.119)

4
2\/52—1e 2!
gdzie: A =&E—E2—1; Ay =E+4E2-1.

W miare wzrostu wartos$ci wspotczynnika tlumienia & zanikanie procesu przej-

ht)=K|1-

sciowego jest wolniejsze, a wigc wolniejsze jest rowniez ustalanie si¢ odpowiedzi
impulsowej i skokowe;.

Gdy & =1, transmitancja (4.117) sprowadza si¢ do postaci

Gls)=— (4.120)

1 posiada biegun podwojny. Odpowiedz impulsowa g(¢) i jednostkowa A(f) wyrazo-
ne s3 nastgpujaco:

g(0) = [%e_t/ le(t) . h()=K[1-(1+t/T)e ' T11@) (4.121)

Na rysunku 4.16 przedstawiono wykresy odpowiedzi g(f) i 4(¢) w zalezno$ci od
warto$ci wspotczynnika thumienia &

g Ah(t)

_________
.....

E>1 &>1
_____ . t

>
~
~
2

Y
-

0

Rys. 4.16. Odpowiedz impulsowa g(¢) i skokowa /(f) cztonu inercyjnego drugiego rzedu

Charakterystyki logarytmiczne czlonu inercyjnego drugiego rz¢du zamieszczo-
no na rysunku 4.17.
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AG(m)
olo=o K P(w)
=0
=
&=1

Rys. 4.17. Charakterystyki czestotliwo$ciowe cztonu inercyjnego drugiego rzedu

Przyktadami cztonu inercyjnego drugiego rzgdu sa:

a) czwornik RLC o odpowiednio dobranych parametrach,

b) dwa czworniki RC potaczone kaskadowo i wzajemnie nie obcigzajace sie,

c¢) silnik obcowzbudny pradu statego, ktoéry posiada odpowiednio duzy mo-

ment bezwladnosci.

W przypadku gdy 0 < £ < 1 transmitancja (4.117) posiada dwa bieguny zespo-
lone sprzezone i czton taki jest nazywany cztonem oscylacyjnym. Odpowiedzi
impulsowa g(¢) i skokowa /(¢) cztonu oscylacyjnego maja postac:

flE

K
glty=| ———=e T sin-——

Ty1-&2

é

h(t)=K]|1- K VI
Jl 2

Przebieg czasowy odpowiedzi skokowej jest oscylacyjny o pulsacji @y, co od-

¢ 1(0) (4.122)

—V_f 1(t) (4.123)

t +arctg

powiada czestotliwosci

2
f:ﬂz—M r=L (4.124)

b

2z 22T w
Pulsacj¢ o, = @,/1 - 52 nazywa si¢ pulsacjg drgan wlasnych ttumionych.
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Jezeli wspolczynnik thumienia jest ujemny i wynosi —1 < & < 0, wtedy cze$ci
rzeczywiste biegunow transmitancji sg dodatnie i uktad jest niestabilny. Gdy &= 0,
co odpowiada przypadkowi cztonu idealnego, w ktdorym nie wystepuja straty ener-
gii, to wtedy czesci rzeczywiste biegunéw sg rowne zeru i w odpowiedzi impulso-
wej oraz skokowej wystepuja oscylacje niettumione o stalej amplitudzie

o(t) = (?sin %j 1), h(t)=K {1 - sin(% + %ﬂ 1(£) (4.125)
Przebiegi g(¢) i A(?) dla r6znych warto$ci & przedstawiono na rysunku 4.18.
$h(t) g(t)
1té%t> tKe'éTt
0<t<] S e O<e<l L
KL\ N s 0 t
0 t
+ht) g®
X =
T
g
-1<€<0
KH--b--f-4-f-4----- 0 t

Rys. 4.18. Odpowiedz skokowa /(f) 1 impulsowa g(f) czlonu oscylacyjnego dla réznych prze-
dziatow wartosci &

Modul transmitancji widmowej czlonu oscylacyjnego oraz kat fazowy odpo-
wiednio wynosza

. K
|G(jo) = RIS (4.126)
\/(l—a) T +4&°0°T
p(w)= arctgisﬁ2 (4.127)
1-w°T

121



Dla statych wartosci K i T wykres modutu w funkcji pulsacji @ zalezy od
wspotczynnika ttumienia & Przyrownujac do zera pierwsza pochodna |G(jw)|
wzgledem w1 sprawdzajac znak drugiej pochodnej, mozna wyznaczy¢ pulsacje .,
zwang pulsacja rezonansowa

o, =—V1_T2§2:wn,/1—2§2 (4.128)

dla ktérej modut |G(jw)| osiaga wartos¢ maksymalng M
K

2841-&2

Pulsacje @y, @ 1 w, zwiazane sg nierownoscia @, < @y < @,, ktora przechodzi

M =max | G(jw)|= (4.129)

w rownos$¢ dla £= 0.

Wykres logarytmicznej charakterystyki amplitudowej zamieszczono na rysunku
4.19. Charakterystyka fazowa ¢@(w) jest ksztaltem zblizona do charakterystyki
przedstawionej na rysunku 4.17.

A

1¢(®)

Rys. 4.19. Charakterystyki logarytmiczne cztonu oscylacyjnego

Przyktadem cztonu oscylacyjnego jest:

a) czwornik RLC (wejscie — napiecie, wyjscie — napigcie na pojemnosci C),

b) masa ze sprezyng i thumikiem (wejscie — sita, wyjscie — przemieszczenie masy),

c¢) silnik pradu stalego przy uwzglednieniu indukcyjnosci obwodu twornika
(wejscie — napigcie zasilajace, wyjscie — predkos¢ katowa watu).

F. Czton opézniajacy

Transmitancja cztonu op6zniajacego ma postac

'G(s)=Ke *To! (4.130)
przy czym T, jest czasem opdznienia.
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Charakterystyki cztonu op6zniajacego zamieszczono na rysunku 4.20.

A h((t)) \ Lm(m)
gt
e h(t) 201gK

L logo

0 T, > 0 g

pol@) ;
e 0 7, O7T logw
0):(2n+1)%0 " N | :

—\f P(O)2 i ————————————————— i (P((D):_(DTO

Rys. 4.20. Charakterystyki cztonu op6zniajacego

Odpowiedzi impulsowa g(?) i skokowa /(f)
g)=Ko(t-T,), hO)=KI1(t-T,) (4.131)
Logarytmiczna charakterystyka amplitudowa
Lm(w) =20logK (4.132)

oraz fazowa
o w) = —aT, (4.133)

Przyktadem cztonu opo6zniajacego moze by¢ linia dluga, przenosnik tasmowy,
rurociag itp.

4.3.2. Wyznaczanie charakterystyk czestotliwosciowych

Analiza uktadéw liniowych za pomocg metod czgstotliwosciowych wymaga
wyznaczania charakterystyk czestotliwo$ciowych. Problemy zwigzane z ekspery-
mentalnym wyznaczaniem charakterystyk czgstotliwosciowych omoéwiono w roz-
dziale 3.6.3. Obecnie przedstawi si¢ zagadnienie wyznaczania tych charakterystyk
w przypadku, gdy znana jest posta¢ transmitancji uktadu.
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Ogélne zasady wyznaczania charakterystyk czgstotliwosciowych dla danej
transmitancji uktadu przedstawiono w rozdziale 3.6.1. Obecnie, biorac pod uwage
mozliwo$¢ wykorzystania techniki komputerowej, wyznaczanie charakterystyk
czestotliwosciowych nie stanowi problemu. Czesto jednak dla pobieznej oceny ich
przebiegu wyznacza si¢ je odrgcznie (bez wspomagania komputerowego). Zadanie
rgcznego wyznaczania charakterystyk czestotliwosciowych mozna uproscic,
a mianowicie transmitancj¢ uktadu potraktowaé jako szeregowe polaczenie czto-
néw podstawowych i dla kazdego z nich wyznaczy¢ charakterystyki asymptotycz-
ne. Ztozenie tych charakterystyk daje charakterystyki wypadkowe uktadu.

Przyktad 4.8
Wyznaczy¢ logarytmiczne charakterystyki dla uktadu o danej transmitancji
G(s)=— 26 +19) (4.134)
s(s+2)(0,25+1)

Rozwigzanie

Dla ulatwienia wyznaczania charakterystyk asymptotycznych transmitancje¢
G(s) przeksztatcono do postaci

2-10(1s+1) 1 | |
Gls) =—7 10 =10—(—s+1)[ ]( J (4.135)

2{2“1)(0’2“1) s\L10 0,55 +1 ) 0,25 +1

Pulsacje zatamania poszczegoélnych czlonéw dynamicznych wynosza kolejno:
1, 10, 2 i 5. Logarytmiczne charakterystyki asymptotyczne przedstawiono na ry-
sunku 4.21.

dB s Lm(w) 1 o(®)
20 L\ 201g10 -
10-01

0 -1

-10 1

220 1 -

1
0,2s+1]

Rys. 4.21. Logarytmiczne charakterystyki asymptotyczne
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Charakterystyki wypadkowe mozna otrzyma¢ po zsumowaniu sktadowych cha-
rakterystyk asymptotycznych.

4.4. Metody przestrzeni stanéw

4.4.1. Wprowadzenie

W rozdziale 3 stwierdzono, ze w analizie i syntezie ukladow dynamicznych
bardziej uzyteczne — dajace wglad w wewnetrzng strukture uktadu — jest pojecie
stanu uktadu oraz jego opis za pomoca rownan stanu. Ogdlna posta¢ rownan stanu
jest nastepujaca

x(t)= Ax(t)+ Bu(t) (4.136)

y(t) = Cx(t) + Du(t) (4.137)

Mozna wykaza¢ [19], Ze istnieje jednoznacznos$¢ rozwigzania rownan stanu dla
danego warunku poczatkowego x(#p), natomiast — niejednoznaczno$¢ wyboru
zmiennych stanu. Dla celow programowania komputerowego najczegsciej wybiera
si¢ zmienne stanu w taki sposob, aby macierze w réwnaniach stanu zawieraly wy-
lacznie elementy rzeczywiste. Rowniez w przypadku dokonywania analizy teore-
tycznej, majacej na celu wykrycie pewnych istotnych wiasnosci uktadu, wygodnie;j
jest sprowadzi¢ jego rownania — poprzez odpowiednie transformacje liniowe — do
postaci, zawierajacej wytacznie elementy rzeczywiste.

Istotnym problemem zaréwno w analizie, jak i w syntezie uktadow sterowania jest
wiasciwy wybor zmiennych stanu. Zmienne stanu powinny by¢ tak dobrane, o ile jest
to mozliwe, aby reprezentowaly rzeczywiste sygnaty wystepujace w ukladzie. Nieraz
jednak okazuje sie, ze inny sposob doboru zmiennych stanu moze okaza¢ si¢ bardziej
dogodny ze wzgledu na badanie whasciwosci dynamicznych, z powodu stosowania
mniej skomplikowanych operacji przy analizie tych uktadow.

Metody przestrzeni stanéw pozwalaja:

— sformalizowa¢ zapis modelu matematycznego poprzez stosowanie rownan
wektorowo-macierzowych, umozliwiajac analiz¢ nawet bardzo ztozonych
systemOw za pomocg prostych regut rachunku macierzowego,

— atwo uwzgledni¢ warunki poczatkowe,

— opisa¢ uklad takze wtedy, gdy opis za pomocg transmitancji jest niewystar-
czajacy, niemozliwy lub fatszywy,

— tatwo opisa¢ obiekty niestacjonarne i nieliniowe.
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4.4.2. Przedstawienie cigglych uktadéw sterowania
W przestrzeni stanéw

Opis uktadu sterowania za pomocg réwnan wektorowo-macierzowych otrzymu-
je si¢ najczesciej droga modelowania matematycznego. Czgsto jednak wyjsciowy
model matematyczny jest w postaci skalarnego rownania rézniczkowego lub
transmitancji, a dalsze rozwazania wymagaja zapisu wektorowo-macierzowego.
Ponizej zostanie przedstawiony zapis uktadu w przestrzeni standw, gdy jego model
matematyczny jest dany w postaci transmitancji.

A. Transmitancja bez zer

Transmitancja nie posiadajaca zer ma postaé

Y(s) _ by

G(s)= (4.138)
Uues) s" +an_1sn_] + ... tas+ag
Transmitancji (4.138) odpowiada rdwnanie rozniczkowe
YD) +a, YV + o +ayi () + agy(t) = bou(?) (4.139)
W tym przypadku mozna dokona¢ wyboru fazowych zmiennych stanu, przyjmujac:
x1 (1) = (1) X1 (1) = y(1) = x5 (1)
x (1) = y(1) X (1) = y(t) = x3(1) (4.140)
nO=y"Do 0=y 0=
= bou(t) — agy(t) = (1) + .. = a1 "D (1) =
= bou(t) — agx; (t) = ayxy (1) + ... —a,_1x, (1)
Roéwnania (4.140) zapisano w postaci macierzowej:
x(2) = Ax(t)+ Bu(t) (4.141)
y(t) = Cx(t)+ Du(t) (4.142)
gdzie:
x1(8) 0 1 0
x(t)=[xy(t)|, A=| O 0 1 - 0 |, B=| 0],
X, (1) —ay —a; —ap —ay_) bo
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B. Transmitancja posiadajaca zera

Obecnie zostanie przeanalizowany ogodlniejszy przypadek uktadu dynamiczne-
go, ktorego transmitancja zawiera zera i bieguny

m
G(s) = by,s” + ...+ bs+by

] (4.143)
s"ta, 5"+ Lt ags +ag
Rozréznione zostang dwa przypadki, tj. m < n i m = n. Przypadek m > n nie jest

realizowalny fizycznie.

1. Przypadek m < n. Uklad ten mozna opisa¢ za pomocg zmiennych fazowych, po
uprzednim zastgpieniu transmitancji (4.143) iloczynem

G(s) = G1(s) Ga(s) (4.144)
w ktorym:
X(s) 1
Gy(s) = = 4.145
1) UGs) s"+a, s" 1 +..+as+ay (3199
Gz(s)z%zbmsm +...+bis+by (4.146)

Wyboru zmiennych dla cz¢sci opisanej transmitancjg (4.145) dokonuje si¢ iden-
tycznie, jak w przypadku transmitancji (4.138), a wigc:

qO=x1t), xO)=x(t), .. x,@)=x"D) (4.147)
i rbwnanie stanu ma postac (patrz (4.141))
0
0
x(t)= Ax(t) + u(t) (4.148)
1

Natomiast sygnal wyjsciowy y(f) nie jest teraz rowny x1(¢), gdyz na podstawie
rownan (4.146) i (4.147) obowiazuje zaleznos¢

Y(O) = by Xy 1 (0) + -+ + Dyxa (8) + by x; (2) (4.149)

stad rownanie wyjscia
n(B) = Cx(?) (4.150)
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przy czym
C=[py B, - b, 0 - 0 (4.151)

Opis uktadéw jednowymiarowych przy zastosowaniu zmiennych fazowych
umozliwia uzyskanie postaci rownania stanu, w ktorej macierz 4 jest nazywana
macierza Frobeniusa.

2. Przypadek m = n. W tym przypadku transmitancja uktadu ma postac

n
G(s) = b,s" +...+bis+by

= (4.152)
s"ta, "+ s +ag

Jednym ze sposobow zapisu transmitancji (4.152) w przestrzeni stanow jest wy-
dzielenie licznika przez mianownik tej transmitancji, w wyniku czego uzyska si¢

G(s) = by + Gy(s) (4.153)

Transmitancja G1(s) spelnia warunek m < n 1 mozna ja zapisa¢ w przestrzeni
stanow jedna z uprzednio podanych metod, przy czym wspolczynnik b, = D.

Transmitancje spetniajaca warunek B mozna zapisa¢ zgodnie z zasadami poda-
nej dla transmitancji spelniajacej warunek A. Problem ten zostanie pokazany na
przyktadzie.

Przyktad 4.9

Zapisa¢ podang transmitancj¢ w postaci rownan stanu

Y(s) s?+5s+10

G(s)= = (4.154)
U(s) 52 +35+6
Rozwigzanie
Zgodnie z rownaniem (4.145)
Gis) =21 (4.155)
U(s) s°+3s+6
a stad
X(t)+3x(t) + 6x(2) = u(t) (4.156)
oraz

5% )l
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Z kolei transmitancja Go(s) wyraza si¢ nastepujaco

Y6 _ 250410
X(s)

Gy (s) =
oraz odpowiadajace jej rownanie rézniczkowe
y(t) = x(t)+5x(¢)+10x(2)
Uwzgledniajac, ze
X(t)=-3x(t)—6x(t)+u(t)
rownanie (4.158) przyjmie postac

y()=2x(t)+4x(t) +u(t) =4x1(£)+2x, (1) + u(?)
a stad
C=[4 2] oraz D=1

W ogoélnym przypadku mozna zapisac¢

v =leg ¢y ey |x(@)+byu(t)
gdzie:
C‘] = bo — aobn
¢y =b—aib,

(4.157)

(4.158)

(4.159)

(4.160)

(4.161)

(4.162)

(4.163)

Na podstawie przeprowadzonych rozwazan mozna zauwazycC, ze zapis w prze-

strzeni stanéw polega na zastapieniu rownania rézniczkowego n-tego rzedu ukta-

dem n-réwnan roézniczkowych rzedu pierwszego. Interpretacje graficzna tego zapi-

su przedstawia rysunku 4.22.

»[D]

U Y )
SEENGLS SN e BN e

Rys. 4.22. Struktura uktadu w przestrzeni stanéw
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4.4.3. Przedstawienie dyskretnych uktadéw sterowania
w przestrzeni stanéw

Roéwnanie roznicowe jest czesto przedstawiane w postaci

b,y(k)+b,_1y(k=1)+...+byy(k —n)= f(k) (4.164)

Wprowadzajac nowe zmienne:

xi(k) = y(k = n)
R =ykmnt]) (4-163)

X, (k) = y(k=1)
a nastgpnie powickszajac obustronnie wskaznik czasu o 1 otrzymano:

xitk+D)=y(k—n+1)=x,(k)
Xy (k+1)=y(k—n+2)=x3(k) (4.166)

5y k) = 70 = f (0= )+ = 2L, k)

n n

Réwnania (4.166) zapisano w postaci wektorowo-macierzowej, przy czym:

0
0 1
A= . : ., B=
b b by bp-1 1
bn b}’l bn bn bn

Obecnie zostanie przedstawiony problem zapisu modelu matematycznego
w przestrzeni stanéw, gdy model ten dany jest w postaci transmitancji dyskretnej

Y(2)  bpz" +by 2" 4 bz by L(2)

G(Z) = = »
U(z)  "+ay 2"+ vaz+ay M)

n=m (4.167)

Dzielac licznik i mianownik transmitancji (4.167) przez z otrzymano

Y(z) b,z"" +bm_lzm_n_1 +otbyz" L(z)
U(z2) l+an,1271+...+a027" M(z)

G(z) = (4.168)
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Transmitancje (4.168) przedstawiono w postaci

G(z) = G1(2)Ga(2) (4.169)
gdzie:
_X(z) 1 _ Y(Z):
G (z)——U(Z) _—M(Z)’ G,(2) X() L(z) (4.170)

Transmitancji G1(z) odpowiada rownanie roznicowe
x(k)+a,_jx(k=1)+ ... +ayx(k —n)=u(k) (4.171)
natomiast transmitancji G»(z) odpowiada roOwnanie
yk)y=byx(tk+m—n)+b,,_1x(k+m—n-1)+ ... + byx(k —n) 4.172)
Wprowadzajgc zmienne stanu:

x1 (k) = x(k —n)
X (k) =x(k—n+1) (4.173)

x,, (k) = x(k 1)

otrzymano (patrz rownanie (4.166)):
3 (k+1) = xy (k)
Xy (k+1)=x3(k) (4.174)

(k1) = =031 (6) = s (6)+ ..~y () k)
oraz
y(k)Zboxl(k)+bIX2(k)+ +bmxm+1(k) (4175)

Roéwnania (4.174) i (4.175) zapisano w postaci macierzowej:

x(k+1) = Ax(k) + Bu(k) (4.176)
Wk) = Cx(k) (4.177)
przy czym:
0o 1 0 0 0]
0 0 1 - 0 0
A= | . . . . ,B=| ,C=[b() b .. b, 0 .. O]
—dyg —ap —ap —dp-1 1]
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Przyktad 4.10
Dana jest transmitancja dyskretna
_Y(z2) z+2
- U(z) - 22 +1,5z+0,5

G(z) (4.178)

Przedstawi¢ uktad o danej transmitancji G(z) w przestrzeni stanow.

Rozwigzanie

Dzielac licznik i mianownik transmitancji dyskretnej G(z) przez z~ otrzymano

-1 -2
G(z)=— 2 *2% (4.179)
141,521 40,5272
Przyjeto:
X(2) 1
Gi(2)= = - =
l;((z)) 141,527 40,5z (4.180)
_ 4z Z—l Z—2
Gz(Z)— X(z) = +2
Transmitancjom Gj(z) 1 G,(z) odpowiadajg rownania réznicowe:
x(k)+1,5x(k—1)+0,5x(k —2) =u(k) (4.181)
(k) =x(k-1)+2x(k-2)
Wprowadzajac zmienne stanu:
x(k)=x(k=2) (4.182)
xp (k) = x(k—1)
otrzymano:
xi(k+1) =x(k—-1)=x,(k) (4.183)
Xp (k+1)=x(k)=—-0,5x) (k) —1,5x, (k) + u(k)
oraz
y(k)=2x1(k)+x, (k) (4.184)
Stad
k+1 0 1 k 0
{ilz((k + 1))} - {— 0,5 -1 5} {ilz((k))} " L }u(k)
’ ’ (4.185)
=2 1] {xl W }
xo (k)
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4.4.4. Rozwigzanie ciggtych réwnan stanu

Opis liniowych uktadéw dynamicznych w przestrzeni stanéw jest formutowany
w postaci liniowych wektorowo-macierzowych réwnan rézniczkowych. W analizie
uktadow istotne znaczenie ma uzyskanie rozwigzania tych rownan w formie anali-
tycznej, gdyz rozwigzania numeryczne nie dajg ogoélnego obrazu analizowanych
zjawisk. Ponadto dla uzyskania rozwigzania numerycznego roéwnania stanu nalezy
przedstawi¢ w formie dyskretnej, uzyskujac w ten sposéb réwnania réoznicowe.
A. Odpowiedz uktadu swobodnego

Jezeli w chwili poczatkowej # = 0 wektor stanu ma warto$¢ x(0), a sygnaly wymu-
szajace (tj. sterujace i zaktocenia) sa tozsamosciowo rowne zeru, wowczas uktad znaj-
duje si¢ w stanie swobodnym i opisany jest tzw. réwnaniem ruchu swobodnego

x(1) = Ax(?) (4.186)
Rozwiazanie rownania (4.186) otrzymano po scatkowaniu obu jego stron
t
x(1)=x(0)+ '[Ax(r)dr (4.187)
0

Inng posta¢ rozwigzania x(f) mozna uzyskac zapisujac rownanie (4.186) w postaci

x(t)—Ax(t)=0 (4.188)
Mnozac to rownanie przez e_At
e M [x(1) - Ax(1)] = % [e x(£)] =0 (4.189)

a nast¢pnie catkujac w granicach od 0 do ¢ otrzymano

e~ x(¢) = x(0) (4.190)
a stad

x(¢) = e x(0) (4.191)

. A . .. .
Macierz ¢ ma wymiar nxn 1 jest nazywana macierza podstawowg uktadu.
Sposoby jej obliczania zostang przedstawione w dalszej czgséci rozdziatu.

B. Odpowiedz uktadu wymuszonego

Wektorowo-macierzowe roéwnanie rozniczkowe uktadu wymuszonego ma postaé

%(t) = Ax(t) + Bu(t) (4.192)
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Przepisujac to rGwnanie w formie
x(t)— Ax(t) = Bu(t)

A

a nastepnie mnozac przez ¢ otrzymano

e x— Ax(r)]= %[e_Atx(t)] =e 1 Bu(r) (4.193)

Catkujac ostatnie rownanie w granicach od 0 do ¢

‘
e 'x(1) =x(0)+J.e_ATBu(r)dr (4.194)
0
a stad
1
x(t) = eV x(0) + j A7) By(r)dr (4.195)
0

Jezeli wartos¢ chwili poczatkowej wynosi f, to

t
x(t) = A7) x(2) + ,[GA(FT)B”(T)dT (4.196)

)

Niekiedy wygodnie jest korzysta¢ z gotowych zaleznos$ci, okreslajacych odpo-
wiedz uktadu (4.196) dla typowych wymuszen u(z). I tak [19]:

1) odpowiedz impulsowa dla u(f) = &¢)
x(t) = e x(0) + j.eA(t_T)Bé(z')dr =et'x(0)+e1'B (4.197)
0
2) odpowiedz skokowa dla u(¢) = Uyl (?)
x(1)=e?'x(0)+[47 e? - N]BU, (4.198)
3) odpowiedz liniowa dla u(f) = Uy t 1(¥)
x(t)=e'x(0)+[A2 (e -1V - A7 '11BU, (4.199)

. . , . . . . . At
Rozwigzanie x(f) réwnania stanu zawiera funkcj¢ wykladnicza macierzy € . Aby
otrzymac rozwigzanie w postaci analitycznej, a niekiedy takze i numerycznej, nalezy
wyrazi¢ macierz podstawowa € w postaci macierzy kwadratowej. Istnieje kilka
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metod obliczania macierzy e t, ktore stosuje si¢ w zaleznosci od rzedu uktadu, zgda-
nej doktadnosci, rodzaju rozwigzania (analitycznego lub numerycznego) itd.
Jedng z metod obliczania macierzy e ! jest rozwinigcie jej w szereg potegowy

wzgledem ¢
2 3 T
el = I+At+/;—'t2 +/;—'t3 =Y (4.200)

4.4.5. Rozwigzanie dyskretnych rownan stanu
Niech bedzie dany uktad réwnan réznicowych o statych wspotczynnikach
x(k+1)= Ax(k)+ Bu(k) (4.201)
Nalezy wyznaczy¢ rozwigzanie uktadu rownan (4.201) dla warunkow poczatkowych
x(k)‘k:0 =X (4.202)
Z uktadu réwnan (4.201), dla & = 0, po uwzglednieniu warunku poczatkowego

(4.202) otrzymano
x(1) = Axy + Bu(0) (4.203)

Korzystajac z uktadu rownan (4.201) oraz uwzgledniajac zaleznos¢ (4.203), mozna
napisac:
—dlak=1

1
x(2) = Ax(1) + Bu(1) = A>x+ ABu(0) + Bu(1) = A*xq+ z A Bu(i)  (4.204)

i=0
—dlak=2
2 .
x(3)= Axg+ > A* " Bu(i) (4.205)
i=0
Ogolnie
=1
x(k)= A%y + > A Bu(i) (4.206)
i=0

Wzor (4.206) okresla poszukiwane rozwigzanie uktadu rownan réznicowych
(4.201), spetniajace warunek poczatkowy (4.202). Pierwsza sktadowa rozwigzania
okresla skladowa przejsciowa, ktora zalezy tylko od warunkéw poczatkowych
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(4.202). Natomiast druga sktadowa tego rozwigzania, zalezna od wymuszenia u(k),
okresla skladowa wymuszona.
Ze wzoru (4.206) wynika, ze rozwigzanie ukladu rownan roéznicowych jedno-
rodnych (dla u(k) = 0)
x(k+1) = Ax(k) (4.207)

spetniajagce warunek poczatkowy (4.202), ma postac
x(k)= A*x, (4.208)

Macierz Ak jest nazywana macierza podstawowa rozwigzan ukladu réwnan
roznicowych. Macierz ta jest odpowiednikiem macierzy podstawowej exp(A¢)
w cigglych rownaniach stanu.

Uktad rownan (4.201) jest rozwigzywany najczesciej za pomoca komputera,
poprzez wyznaczenie wektora x(k) punkt po punkcie; wowczas nie ma potrzeby
wyznaczania macierzy podstawowej A . Przy okreslaniu wektora stanu x(k) z za-
leznosci (4.206) lub (4.208) zachodzi konieczno$¢ wyznaczenia macierzy A .
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5. STABILNOSC

5.1. Wprowadzenie

Stabilno$¢ jest jedng z podstawowych wiasciwosci, jaka musi wykazywac kaz-
dy zastosowany w praktyce uktad. Uktad regulacji uwaza si¢ za stabilny wtedy
i tylko wtedy, jesli wielkos¢ wyjsciowa, jako odpowiedz na dowolne ograniczone
wymuszenie, bedzie ograniczona. Warunek ten jest spelniony, jezeli w uktadzie
wystepuje thumienie stanu nieustalonego.

Odpowiedz uktadu liniowego y(f) na dowolne wymuszenie u(f) zawiera zawsze
dwie sktadowe: sktadowg nieustalong y,(¢) oraz sktadowa ustalong y,(?). Latwo
wykazaé, ze jezeli odpowiedz uktadu na dowolne ograniczone wymuszenie ma by¢
ograniczona, to musi by¢ spetniona réwnos¢:

Tim y(6) =y, () G
wo .

 lim y,,(1) = 0! (52)

>0 i

Wobec tego, w uktadzie stabilnym sktadowa nieustalona wielkosci wyjsciowe;j
y(f) jest thumiona i z biegiem czasu zanika, a uktad, po ustaniu dzialania wymusze-
nia, wraca do stanu, w jakim znajdowat si¢ przed zmiang wymuszenia, tzn. do sta-
nu réwnowagi. W przestrzeni standw stan roéwnowagi jest nazywany punktem
réwnowagi.

Jesli y,(f) dla t > oo i niezerowego warunku poczatkowego (lub po zaniknieciu
wymuszenia) zdgza do stanu rownowagi (lub trajektoria stanu zdgza do punktu
rownowagi), to uklad jest stabilny asymptotycznie. Gdy odpowiedz y,(f) dla
t — oo nie zdaza do stanu rownowagi, ale jest ograniczona, to uktad jest stabilny
nieasymptotycznie (stabilny w sensie Lapunowa lub znajduje si¢ na granicy sta-
bilno$ci). Natomiast gdy y,,(¢) - o dla ¢ — o0, to uklad jest niestabilny.

W celu zilustrowania réznych przypadkéw stabilnosci, na rysunku 5.1 podano
przebiegi odpowiedzi y(¢) uktadu swobodnego (rys. 5.1a) oraz odpowiadajace im
przebiegi trajektorii fazowych (rys. 5.1b), przy czym x; =y a xp =y .
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Rys. 5.1. Przyktady przebiegow: a) odpowiedzi swobodnych, b) trajektorii fazowych

Analizujac rozwigzanie og6lne réwnania rozniczkowego opisujacego liniowy
uktad dynamiczny (patrz podrozdz. 4.1.2) okre$la si¢ nastgpujgce warunki stabilno-
sci uktadu swobodnego:

1. Uktad jest stabilny asymptotycznie, gdy spetniony zostanie nastepujacy waru-
nek konieczny i dostateczny: wszystkie rzeczywiste pierwiastki rOwnania cha-
rakterystycznego (bieguny transmitancji lub wartosci wlasne macierzy stanu)
lub wszystkie czgéci rzeczywiste pierwiastkow zespolonych muszg by¢ ujemne,
czyli pierwiastki te muszg leze¢ w lewej potptaszczyznie zmiennej zespolone;.

2. Uklad jest stabilny nieasymptotycznie (stabilny w sensie Lapunowa lub na
granicy stabilnosci), gdy oprocz pierwiastkow lezacych w lewej potplaszczyz-
nie wystepuja:

— jeden pierwiastek rzeczywisty rowny zeru,

— pojedyncze pary pierwiastkow urojonych,

— jeden pierwiastek rzeczywisty rowny zeru i pojedyncze pary pierwiastkow
urojonych, tzn. zaden z pierwiastkdw nie znajduje si¢ w prawej potptasz-
czyznie, natomiast na osi urojonej wystgpuja pierwiastki pojedyncze, w tym
co najwyzej jeden rzeczywisty rowny zeru.

3. Uktad jest niestabilny, jesli co najmniej jeden pierwiastek znajduje si¢
w prawej potplaszczyznie zmiennej zespolone;j s.
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W przypadku gdy uktad jest stabilny dla dowolnych warunkéw poczatkowych,
to jest stabilny globalnie. Jezeli natomiast jest stabilny dla warunkéw poczatko-
wych lezgcych w poblizu stanu rownowagi, jest wowczas stabilny lokalnie.

Stabilny w stanie swobodnym, stacjonarny uktad liniowy jest zawsze stabilny
globalnie, gdyz od warto$ci warunkdéw poczatkowych zaleza tylko poszczegdlne
state calkowania, a nie charakter procesow przejsciowych uktadu. Stabilno$cig
lokalng charakteryzujg si¢ uktady nieliniowe.

W og6lnym ujgciu mozna rozrézni¢ niestabilno$¢ parametryczng (zalezng od
warto$ci parametrow modelu matematycznego), strukturalng (nazywang takze
nieparametryczng, zalezng od struktury modelu matematycznego), a takze numerycz-
ng (wynikajaca ze zbyt duzej wartosci okresu catkowania rownan roézniczkowych).

Stabilnos¢ uktadu liniowego jest podstawowym stawianym mu wymaganiem,
gdyz w uktadzie takim, po przylozeniu lub odjeciu dzialania wymuszenia, ustalajg
si¢ jego warunki pracy. Zwykle stabilno§¢ nieasymptotyczna jest niedopuszczalna,
gdyz ukltad pracuje wtedy na granicy stabilno$ci i niewielka zmiana warto$ci jego
parametrow (np. pod wptywem dziatania otoczenia) moze spowodowac niestabil-
no$¢ uktadu. W uktadach liniowych stan taki praktycznie nie wystepuje ze wzgledu
na $cisle okreslone potozenie biegundéw, a wiec ma tylko sens teoretyczny.

Mozna wykaza¢ [20], ze wymuszenie zewn¢trzne nie zmienia charakteru stabil-
nosci lub niestabilno$ci uktadu liniowego, a zatem uktad liniowy poddany wymu-
szeniu zewnetrznemu stabilny asymptotycznie w stanie swobodnym jest rOwniez
stabilny asymptotycznie.

Jak juz wczesniej stwierdzono, warunkiem koniecznym i wystarczajgcym sta-
bilnosci asymptotycznej stacjonarnego, jednowymiarowego ukladu liniowego jest,
zeby wszystkie pierwiastki jego rownania charakterystycznego lezaty w lewej pot-
ptaszczyznie zmiennej zespolonej. Chcgc wigc okresli¢ stabilno$¢ ukladu nalezy
rozwigzac jego roOwnanie charakterystyczne lub ewentualnie wyznaczy¢ jego od-
powiedz swobodna. Rozwigzanie rownania charakterystycznego ma zalete, gdyz
pozwala okresli¢ potozenie pierwiastkow, a wiec takze odleglos¢ od granicy stabil-
nosci, ktorg jest o§ urojona ptaszczyzny zmiennej zespolonej. Obecnie, biorgec pod
uwage powszechno$¢ zastosowan techniki komputerowej, a takze dostepnosé od-
powiedniego oprogramowania, jest to podstawowa metoda badania stabilnosci.

Czesto jednak, dla pobieznego oszacowania stabilno$ci uktadu, stosuje si¢ inne
metody badania stabilno$ci, np. tzw. kryteria stabilnosci, pozwalajace badac stabil-
no$¢ bez rozwigzywania rownania charakterystycznego.
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5.2. Algebraiczne kryteria stabilnosci

Kryteria algebraiczne pozwalajg stwierdzi¢, czy liniowy uklad jednowymiaro-
wy jest stabilny asymptotycznie, na podstawie wartosci wspotczynnikow réwnania
charakterystycznego, bez jego rozwigzywania.

Warunkiem koniecznym, ale niewystarczajacym stabilno$ci asymptotyczne;j
uktadu jest, aby jego rownanie charakterystyczne

a,s” +an_1sn_] +..tas+ay=0 (5.3)

mialo wszystkie wspotczynniki ag, ay, ..., a, jednego znaku i niezerowe. Dowod
tego warunku wynika z roztozenia wielomianu (5.3) na czynniki i po zatozeniu, ze
wszystkie pierwiastki lezg w lewej poOiptaszczyznie, a dla a; > 0 uzyska si¢ — po
wymnozeniu czynnikow — wielomian o dodatnich wspotczynnikach. Poniewaz
zmiana znakow wszystkich wyrazow po lewej stronie rownania (5.3) nie wplywa
na wartos$ci pierwiastkow, wystarczy udowodnié, ze uktad jest stabilny asympto-
tycznie, gdy wszystkie wspotczynniki, tj. ag, a1, ..., a; istniejg 1 sa dodatnie.

Warunki dostateczne, ktoérych spetnienie zapewnia stabilno$¢ asymptotyczng
uktadu zostaty podane m.in. przez Hurwitza.

Kryterium Hurwitza podaje warunki, ktéore powinny by¢ spetnione, aby row-
nanie charakterystyczne uktadu

a,s" +an_1sn_1 +..+as+ay=0 54

mialo wylacznie pierwiastki lezace w lewej polptaszczyznie zmiennej zespolone; s.
Aby to zachodzito, muszg by¢ spetnione warunki:

a) spetniony jest warunek konieczny stabilnosci, tj. wszystkie wspotczynniki
réwnania (5.4) sg wicksze od zera

a;>0, i=0,1,..,n (5.5)

b) podwyznaczniki A; jako minory glowne wyznacznika A, sa wigksze od zera
(warunek dostateczny), tj.

A>0,  i=2,3,..,n-1 (5.6)

Wyznacznik A, utworzony ze wspotczynnikow rownania (5.4), ma n wierszy
oraz n kolumn
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a,_1 ay 0 0 0
ap-3 Adp2 A4y ay 0 0
An _ dp-5 Ap-4 Aap-3 dp_3 Qup_| 0 (5‘7)
ap-7 Adp-6 4Ap-5 Ady—4 4dp-3 0
0 0 0 0 0 ag
a podwyznaczniki A; majg postac
a,_1 a, 0
an-1 ay :
Al =da,_1, Az = 5 A3 =p-_3 ay_2 Ay_1| - itd. (58)
ap-3 ap-2

ap-s5 dp—4 dp-3
Uktad znajduje si¢ na granicy stabilno$ci (jest stabilny w sensie Lapunowa lub
stabilny nieasymptotycznie), jezeli wspotczynnik ag = 0 (wystepuje wowczas jed-
nokrotny pierwiastek zerowy) lub jesli co najmniej jeden z podwyznacznikow (5.6)
jest rowny zeru (wystepuja wowczas pierwiastki urojone). Jezeli nie sa spelnione
wyzej wymienione warunki, wowczas uktad jest niestabilny.
Dla uktadow niskiego rzedu (n = 2, 3 i 4) warunki stabilnosci (5.5) i (5.6) ulega-
ja znacznemu uproszczeniu, a wigc:
— dla n = 2 spetnienie warunku (5.5) pociaga za soba spetnienie warunku (5.6)
(Ar=ay.1>0),
— dla n =3 i n = 4 spetienie warunku (5.5) oraz spelienie warunku A,_1 > 0
pociaga za sobg spetnienie pozostatych warunkow.

Pracochtonnos¢ analizy stabilnos$ci metoda Hurwitza rosnie szybko ze wzrostem
rzgdu n uktadu. Obliczenia dla n > 6 staja si¢ pracochtonne i trudno je wykonywac
bez pomocy komputerow. Natomiast dla n <4 kryterium to stanowi najszybszy
sposob badania stabilno$ci uktadu.

W przypadku niestabilnosci uktadu, kryterium Hurwitza nie pozwala okreslic,
ile pierwiastkoéw réwnania charakterystycznego lezy w prawej potplaszczyznie
zmiennej zespolonej s.

Przyktad 5.1

Dane jest rownanie charakterystyczne uktadu
st 2% 4857 +45+3=0
Stosujac kryterium Hurwitza nalezy zbada¢ stabilno$¢ uktadu.
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Rozwigzanie

Wszystkie wspotczynniki réwnania charakterystycznego istniejg i sa jednego
znaku, a wigc warunek konieczny stabilnosci jest spetniony. W celu zbadania wa-
runku dostatecznego nalezy zbudowa¢ wyznacznik Hurwitza, ktéry ma postac

21 00
Ay = 4 8 2 1 (5.9)
0 3 48
0 003
Stad:
21 0
A =2>0, Azz‘j ;‘:16—4=12>0, Ay=|4 8 2[=36>0 (5.10)
0 3 4
1 oczywiscie
A4=3A3=3-36 =108 >0 (5.11)

Warunek dostateczny jest spetniony, czyli wszystkie pierwiastki danego rowna-
nia sg ujemne, wzglednie maja ujemne czesci rzeczywiste. Kryterium algebraiczne
umozliwia badanie stabilno$ci uktadu zarowno otwartego, jak i zamknigtego.

5.3. Czestotliwosciowe kryteria stabilnosci

Przedstawione algebraiczne kryteria stabilnosci maja dwie zasadnicze wady:

— dostarczajg jedynie informacji dotyczacej stabilnosci lub niestabilnosci uktadu,

pozostawiajac kwesti¢ odlegtosci od granicy stabilno$ci w zasadzie otwarta,

— wymagajg analitycznego uj¢cia transmitancji uktadu.

W wielu przypadkach uzyskanie opisu wiasciwosci uktadu w formie rownan
jest trudne, tatwiej natomiast jest otrzyma¢ informacje o ukladzie w postaci np.
charakterystyk czgstotliwosciowych. Dla takich uktadow istniejg metody badania
stabilnosci zwane Kkryteriami czestotliwosciowymi. Sposrdd nich najczesciej jest
stosowane kryterium Nyquista. Pozwala ono bada¢ stabilno$¢ uktadu zamknietego
na podstawie przebiegu charakterystyki czestotliwosciowej uktadu otwartego, ktora
mozna wyznaczy¢ zaro6wno analitycznie, jak i do$wiadczalnie. Umozliwia ono
takze ocene odlegtosci uktadu od granicy stabilnosci. Miara tej odlegtosci jest tzw.
zapas stabilnoSci.
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5.3.1. Zapas stabilnosci

Projektujac uktad sterowania dazy si¢ do tego, aby jego bieguny (wartosci wia-
sne) byly odpowiednio oddalone od granicy stabilno$ci, ktérg stanowi o$ urojona.
Oddalenie to daje gwarancj¢, ze przypadkowe zmiany wartos$ci parametrow tego
uktadu nie spowodujg jego niestabilno$ci. Jak juz wczesniej wspomniano, miarg
odlegtosci potozenia biegundow od granicy stabilnosci jest zapas stabilno$ci. Zapas
stabilno$ci okresla si¢ za pomoca:

a) zapasu modutu (wzmocnienia) ALm [dB] lub Aa,

b) zapasu fazy Ag.

Zapas modulu ALm okre$la wzmocnienie ukladu otwartego wyznaczone dla
pulsacji granicznej (odcigcia) fazy o, tj. w punkcie, w ktorym arg Go(jo,) = —T.
W przypadku charakterystyk logarytmicznych zapas modutu ALm okre$la si¢
w decybelach, przy czym ujemng warto$¢ tego wzmocnienia traktuje si¢ jako zapas
modutu ze znakiem dodatnim.

Zapas fazy A okresla si¢ dla pulsacji granicznej modutu @y, tj. w punkcie,
w ktorym |Go(j,,)| =1(lub 0 dB), a wigc

Ap=180° +argG,(jo,,) (5.12)

Zapasy modulu i fazy sg zdefiniowane jako dodatnie, gdy uktad jest stabilny.
Obydwa zapasy znikaja jednocze$nie, gdy uklad osiggnie granice stabilnosci.
Okreslenie ,,zapas™ traci swoje pierwotne znaczenie, jezeli uktad jest niestabilny.
Interpretacj¢ zapasow stabilnosci przedstawiono na rysunku 5.2.

A
‘Im dB Lmo(o‘])

Dl_
)
A

(=3 1
a}

I
—-¢8

=l

A

Rys. 5.2. Interpretacja zapasu stabilno$ci
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5.3.2. Kryterium Nyquista

Kryterium Nyquista pozwala analizowaé stabilno$¢ uktadu zamknigtego na
podstawie charakterystyk czegstotliwo$ciowych G,(jw,) uktadu otwartego. Po-
nizej podane zostanie kryterium Nyquista bez podania jego dowodu, ktory przed-
stawiono w [22]. Kryterium to dowodzi, ze mozna wnioskowaé o stabilno$ci
ukladu zamknigtego na podstawie przebiegu charakterystyki [1+G,(jw)] (wyra-
zenie to jest mianownikiem transmitancji widmowej ukladu zamknietego) na
ptaszczyznie zmiennej zespolonej. T¢ charakterystyke otrzymuje si¢ po przesu-
ni¢ciu charakterystyki amplitudowo-fazowej G,(jw,,) w prawo o odcinek
o dtugosci rownej jednostce w skali osi odcigtych. W zwigzku z tym zamiast
rozwazaé przyrost argumentu charakterystyki [1+G,(jw)] przy zmianie pulsacji @
od 0 do +0o0 mozna bada¢, czy i w jaki sposob charakterystyka G,(jw) obejmuje
punkt (-1, jO). Wynikajace z tych rozwazan kryterium stabilnosci podane przez
Nyquista formutuje si¢ nastgpujaco:

1. Jezeli uklad otwarty jest stabilny asymptotycznie, to uktad zamknigty jest sta-
bilny asymptotycznie wtedy i tylko wtedy, gdy wykres charakterystyki ampli-
tudowo-fazowej G,(jw) uktadu otwartego przy zmianie pulsacji @ od 0 do + o
nie obejmuje punktu (-1, jO), tzn. przyrost argumentu wyrazenia
[1+Go(jw)] (wektora poprowadzonego z punktu (-1, jO) do charakterystyki am-
plitudowo-fazowej) wynosi 0.

2. Jezeli uktad otwarty jest niestabilny i jego transmitancja ma m biegundéw
w prawej pOlptaszczyznie zmiennej zespolonej (uwzgledniajac krotnosci tych
biegunow), to uktad zamkniety jest stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy wykres
charakterystyki amplitudowo-fazowej G,(jw) uktadu otwartego przy zmianie
pulsacji @ od 0 do +o0obejmuje w kierunku dodatnim (przeciwnym do ruchu
wskazowek zegara) punkt (—1, jO) m/2 razy, tzn. przyrost argumentu wyrazenia
[1+G,(jw)] wynosi mm.

Badanie stabilnosci uktadu zamknictego metoda Nyquista, w przypadku gdy
uktad otwarty jest niestabilny, wymaga uprzedniego ustalenia liczby biegunow
lezacych w prawej potplaszczyznie.

Na rysunku 5.3 przedstawiono przyktad charakterystyki amplitudowo-fazowe;j
uktadu stabilnego.
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Rys. 5.3. Charakterystyka amplitudowo-fazowa uktadu stabilnego

W ogolnym przypadku uktad zamknigty o charakterze filtru dolnoprzepusto-
i wego jest stabilny asymptotycznie, jeieli punkt przecigcia charakterystyki
i ukladu otwartego z osiq rzeczywistg ley na prawo od punktu (-1, j0). Nato-
miast, gdy punkt ten leiy na lewo od punktu (-1, j0), to uklad jest niestabilny.
i Szczegolnym prrypadkiem jest przecinanie si¢ charakterystyki z osig rzeczywi- |
i stg w punkcie (—1, j0) — wowczas uklad jest na granicy stabilnosci. '
W przypadku gdy réwnanie charakterystyczne ukladu otwartego posiada jeden
lub wigcej pierwiastkow zerowych, aby stwierdzi¢ czy uktad po zamknigciu bedzie
stabilny, nalezy poczatek charakterystyki amplitudowo-fazowej uktadu otwartego
potaczy¢ z dodatnig potosig rzeczywista tukiem o nieskonczenie duzym promieniu.
Jezeli punkt (-1, jO) znajduje si¢ na zewnatrz obszaru wyznaczonego przez charakte-
rystyke G,(jw), dodatnig potos rzeczywista i taczacy je tuk, to uktad zamknigty jest
stabilny. Na rysunku 5.4 przedstawiono przyktadowo taki przypadek dla dwoch
pierwiastkow zerowych (dwoch cztonow catkujacych potaczonych szeregowo).

a) y b) Alm

-1 ®—» 0 Re -1 ®—» 0 Re

e {
.
.
.
.
,
,
/
W

Rys. 5.4. Charakterystyki amplitudowo-fazowe uktadu otwartego drugiego rzedu: a) uktad

zamknigety stabilny, b) uktad zamknigty niestabilny
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5.3.3. Logarytmiczne kryterium stabilnosci

Badanie stabilnosci uktadu mozna rowniez przeprowadzi¢ w oparciu o loga-
rytmiczng charakterystyke amplitudowa i fazowa lub logarytmiczng charaktery-
styke amplitudowo-fazowa. Kryterium stabilno$ci Nyquista brzmi nastepujaco
(patrz rys. 5.2):

1. Jezeli uktad otwarty jest stabilny asymptotycznie, to uktad zamknigty jest sta-
bilny asymptotycznie wtedy i tylko wtedy, gdy uktad otwarty posiada zapas
stabilnosci, tj. zapas modutu ALm i zapas fazy A¢.

2. Jezeli uktad otwarty jest stabilny asymptotycznie, to uktad zamknigty jest sta-
bilny w sensie Lapunowa (na granicy stabilnosci) wtedy i tylko wtedy, gdy
uktad otwarty posiada zerowy zapas stabilnosci.

Zwykle przyjmuje sie, ze:
Ap=130"+60°, ALm=6+12dB (5.13)
Warunki stabilno$ci mozna przedstawi¢ w innej w postaci, a mianowicie, gdy
uktad zamknigty jest:

— stabilny asymptotycznie, to
By <Oy (5.14)

— stabilny w sensie Lapunowa, to

(5.15)

— niestabilny, to
Oy > Wy (5.16)

5.4. Stabilnos¢ ukladéw dyskretnych

Stabilnos¢ uktadow dyskretnych jest definiowana analogicznie jak dla ukla-
dow ciaglych. Uklad dyskretny jest stabilny, gdy dla kT— o« kazdemu ograni-
czonemu wymuszeniu odpowiada ograniczony sygnal wyjsciowy. Inaczej mo-
wigc, w uktadzie stabilnym dyskretne warto$ci sktadowych przejsciowych sa
ograniczone dla dowolnej chwili czasu. Jezeli ponadto te dyskretne wartosci
sktadowych przejsciowych kT— o« malejg do zera (sg ttumione), to uklad taki
jest stabilny asymptotycznie.
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Dyskretny uklad liniowy jest stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy bieguny z;
. transmitancji dyskretnej (lub wartosci wltasne macierzy A) spelniajg warunek |

|zi|<1, i=1,2,.,n (5.17)

tzn., gdy lezq na plaszczyinie zmiennej zespolonej 7 wewngqtrz okregu o pro-
mieniu rownym jednosci oraz o srodku w poczgtku uktadu wspolrzednych.

Jezeli dla dowolnego i jest spetniony warunek |zl-| =1, to uktad jest na granicy
stabilnosci, natomiast dla |Zi| >1 uklad jest niestabilny.

Badanie stabilno$ci uktadu dyskretnego polega na sprawdzeniu, czy pierwiastki
roOwnania charakterystycznego uktadu leza wewnatrz kota jednostkowego. Infor-
macje o wartoSci pierwiastkow otrzymuje si¢ w wyniku rozwigzania réwnania
charakterystycznego. Analityczne rozwigzywanie rownan charakterystycznych stopnia
n > 3 napotyka na trudnosci, dlatego wowczas sg stosowane metody numeryczne.

W celu oceny stabilnosci uktadu dyskretnego sg takze stosowane algebraiczne
kryteria, pozwalajace sprawdzi¢ warunek stabilnosci (5.16) bez rozwigzywania
rownania charakterystycznego. Analogicznie jak dla ukladéw ciaglych, kryteria
stabilnosci uktadow dyskretnych umozliwiaja oceng stabilno$ci uktadu na podsta-
wie wspoOlczynnikow rownania charakterystycznego lub na podstawie charaktery-
styk czestotliwosciowych dyskretnego uktadu otwartego.

Zastosowanie kryteriow stabilnosci, znanych dla uktadow ciaglych, jest mozli-
we w wyniku zastosowania przeksztalcenia biliniowego

el gy 2w (5.18)
w—1 I-w
ktore odwzorowuje obszar kota jednostkowego (rys. 5.5), na plaszczyznie zmienne;j
zespolonej z, w lewa potplaszczyzne plaszczyzny zmiennej zespolonej w.

Imz AImw

=
[¢]
v

c
=

Rys. 5.5. Odwzorowanie kota jednostkowego w lewa polptaszczyzng
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Niech rownanie charakterystyczne uktadu dyskretnego ma postac
M(z)=a,z" +a, 12" +..+aiz+ay=0 (5.19)

Podstawiajac (5.18) do (5.19) otrzymano odwzorowanie wielomianu M(z)
w wielomian N(w)

N(w)=M(2)|_w+l =b,w" +b, w"™ + .+ bw+byw=0 (5.20)
w—1
przy czym do wyznaczania zaleznosci migdzy wspotczynnikami b; i a; (i =0, 1, ..., n)
mozna korzysta¢ ze wzoru

m

m m! ipm—i
(a+b) _ZZ_(:)W——I)'z' a'b (5.21)

Z wlasciwosci funkcji (5.18) wynika, Ze jezeli rownanie (5.20) ma wszystkie
pierwiastki w lewej polptaszczyznie zmiennej w, to rownanie (5.19) ma wszystkie
pierwiastki wewnatrz okrggu jednostkowego na plaszczyznie zmiennej z. Zatem
badanie potozenia pierwiastkow rownania (5.19) wewnatrz okregu jednostkowego
sprowadza si¢ do badania potozenia pierwiastkow rownania (5.20) w lewej pot-
plaszczyznie ptaszczyzny zmiennej w, a wigc do zagadnienia znanego dla uktadow
ciggtych. Do oceny stabilnosci uktadu dyskretnego mozna wigc zastosowac
wszystkie kryteria badania stabilno$ci uktadoéw ciagtych.

Przyktad 5.2
Stosujac kryterium Hurwitza, zbadac stabilno$¢ uktadu dyskretnego o transmitancji

22+22+2

G(z)=
2442220422 -0,92-0,45

(5.22)

Rozwigzanie

Podstawiajac zalezno$¢ (5.18) do rownania charakterystycznego transmitancji
G(z) otrzymano

w+1 4 w+1 3 w+1 2 w+1
N(w)=( ) +( j —O,4(—j —O,9(—j—0,45 (5.23)

w—1 w—1 w— w—

a nastepnie dokonujac odpowiednich przeksztatcen otrzymano nastepujace rowna-
nie charakterystyczne we wspoirzgdnych w
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N(w) = bgw?* +byw® +byw? +byw+by =0 (5.24)

gdzie:
bs=0,25, b3=9,6, br=4,1, b1=6, by=0,05 (5.25)
Warunki konieczne sa spetnione, gdyz wszystkie wspotczynniki réwnania cha-

rakterystycznego (5.24) sg dodatnie. Aby sprawdzi¢ warunki dostateczne, nalezy
zbudowa¢ wyznacznik Hurwitza W= Wy

by by 0 O
by by by b
WZW“:o] b2 b3 b4
0 1 2
0 0 0 b
. by by 0
3 4
astad: W) =|b3|=9.6, W, = N b2=38,1, Wy=|b b, bs|=2243
0 by b

oraz Wy =by-Ws.

Podwyznaczniki wyznacznika W sa wigksze od zera, a zatem wszystkie pier-
wiastki robwnania (5.24) leza w lewej potptaszczyznie ptaszczyzny w. Oznacza to,
ze wszystkie bieguny transmitancji G(z) leza wewnatrz okregu jednostkowego,
a wiec badany uktad jest stabilny asymptotycznie.

Kryterium Nyquista pozwala zbada¢ stabilno$¢ zamknietego uktadu dyskret-
nego na podstawie danej dyskretnej charakterystyki amplitudowo-fazowej uktadu
otwartego G,(jwT) lub na podstawie danej charakterystyki amplitudowo-fazowej
G, (ju) , na ptaszczyznie zmiennej w. Jest ono sformutowane nastepujaco [1], [12]:

1. Jezeli dyskretny uktad otwarty jest stabilny, to uklad zamknigty jest stabilny
asymptotycznie wtedy i tylko wtedy, gdy dyskretna charakterystyka amplitu-
dowo-fazowa uktadu otwartego G,(jwI’) dla 0 < @7 <7 nie obejmuje punk-
tu (-1, jO), tzn. gdy przyrost argumentu wyrazenia 1+ G, (jwT) (wektora po-
prowadzonego z punktu (-1, jO) do charakterystyki amplitudowo-fazowej) dla
0 < wT< m wynosi zero

Aarg [1+G,(joT)]=0 (5.26)
O<oT<TT
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2. Jezeli dyskretny uklad otwarty jest niestabilny i réwnanie charakterystyczne uktadu
otwartego ma m pierwiastkow na zewnatrz kota jednostkowego (a pozostatych n-m
wewnatrz kota), to uklad zamknigty jest stabilny asymptotycznie, wtedy i tylko
wtedy, gdy dyskretna charakterystyka amplitudowo-fazowa uktadu otwartego
G,(joT) dla 0 < @7< © obejmuje w kierunku dodatnim (przeciwnym do ruchu
wskazowek zegara) m/2 razy punkt (-1, j0), tzn. gdy

Aarg [1 +G,(j a)T)]z mm (5.27)

O<oT<m

Z przedstawionych twierdzen wynika, ze badanie stabilnosci uktadow dyskret-
nych metoda Nyquista przeprowadza si¢ podobnie do uktadow cigglych. Szczego6l-
nie dotyczy to badania stabilnosci w oparciu o charakterystyki amplitudowo-
fazowe oraz logarytmiczne charakterystyki amplitudowe 1 fazowe na ptaszczyznie
w. Nalezy jednak pamigtac, ze charakterystyki czgstotliwosciowe ukladow dyskret-
nych majg zwykle inny ksztatt niz charakterystyki odpowiednich uktadow ciagtych.
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6. SYNTEZA UKLADOW LINIOWYCH

6.1. Wprowadzenie

Projektujac uktad nalezy podja¢ szereg decyzji, dotyczacych struktury i para-
metréw uktadu, a takze dokona¢ wyboru okreslonych cztonéw lub okresli¢ warun-
ki pracy dla tych cztonow. Zespot tych decyzji powinien gwarantowa¢ wykonanie
przez uktad postawionego zadania sterowania w sposob technicznie optymalny,
z uwzglednieniem prostoty, niezawodnosci i kosztu przyjgtego rozwigzania. Pro-
jektowanie jest wiec pojeciem szerszym niz synteza, ktora jest rozwazana wy-
Tacznie w kategoriach dynamiki uktadu (doktadnos¢ dynamiczna, zapas stabilnosci,
charakter lub czas trwania procesu przejsciowego itp.). Projektowanie obejmuje,
oprocz syntezy, takze rozwazania dotyczace problemu sprzggnigcia czgsci steruja-
cej z obiektem, instalacja uktadow pomiarowych, zasilania w energie itd.

Rozwiazujac zadanie syntezy nalezy wigc dysponowac nastepujacymi danymi:

a) modelem matematycznym obiektu (lub wielkosciami charakteryzujacymi

posrednio jego dynamike),

b) celem sterowania,

¢) informacjami o ograniczeniach sygnalow wystepujacych w uktadzie,

d) wskaznikiem jako$ci,

e) zalozeniami o typie algorytmu regulacji.

Model matematyczny uktadu oraz cel sterowania stanowia zadanie sterowania.
Zadanie to ze wzgledu na istniejace ograniczenia sygnatow lub struktury uktadu oraz
wystepowanie zakldcen moze by¢ zrealizowane ze skonczong doktadnoscig. Miarg
oceny jakosci uzyskanego rozwigzania zadania jest wskaznik jakosci. Jezeli dla zada-
nia sterowania poszukuje si¢ rozwigzania najlepszego ze wzgledu na przyjety wskaz-
nik, to mowi si¢ wowczas o rozwigzaniu optymalnym ze wzgledu na dany wskaznik.

Sformutowanie wymagan dla ukladu sterowania moze by¢ réznorodne i zalezy
od opisu whasciwos$ci uktadu oraz od rodzaju uktadu (np. uktad stabilizacji, nadgz-
ny itd.). W przypadku ukladu stabilizacji istotne jest zachowanie odpowiedniej
doktadnosci statycznej, natomiast w przypadku uktadu nadgznego — doktadnosci
statycznej i dynamicznej. W ogolnym przypadku wymagania odnosi si¢ do spet-
nienia przyjetego kryterium jako$ci sterowania. Czgsto zada si¢ jednoczesnego
spelienia kilku wymagan (np. dotyczacych czasu regulacji, pasma roboczego
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i doktadnosci statycznej), ktore niekiedy moga by¢ sprzeczne. Wowczas rozwigza-
nie zadania jest kompromisem miedzy poszczegdlnymi wymaganiami. Wygodnie
jest wtedy stosowac catkowe wskazniki jakosci.

6.2. Regulatory

Wiele uktadéw regulacji automatycznej mozna realizowac przy uzyciu typowych
regulatoré6w, dobieranych stosownie do warunkéw pracy tych uktadow i stawianych
im wymagan. Regulatorem nazywa si¢ urzadzenie, ktore wytwarza sygnat sterujacy
procesem technologicznym (obiektem sterowania) w sposob zapewniajacy przebieg
procesu zgodny z przebiegiem pozadanym. W regulatorze nastepuje:

— pordéwnanie aktualnej wartosci wielkosci regulowanej z wartoscig wielkos$ci

zadanej (okreslenie warto$ci uchybu regulacji),

— wytworzenie sygnatu wyjsciowego o wartosci zaleznej od wartos$ci uchybu

regulacji, czasu wystgpowania uchybu regulacji i predkosci jego zmian.

Sygnat wyjéciowy regulatora powinien posiada¢ moc i posta¢ umozliwiajgca uru-
chomienie urzadzen wykonawczych. Poniewaz moc sygnalu wyjsciowa regulatora
jest zwykle niewielka, w uktadzie sterowania stosuje si¢ urzadzenia posredniczace,
czgsto nazywane sprzegajacymi.

6.2.1. Regulatory analogowe

Regulatory analogowe sa stosowane w ukladach sterowania zbudowanych
w poprzednich latach, gdyz obecnie nie sa juz produkowane. Z tego powodu regu-
latory te zostang omowione w stopniu umozliwiajgcym zrozumienie ich wplywu na
wlasciwosci uktadu, albowiem latwiej ten wpltyw jest wyjasni¢ na bazie teorii
uktadow ciagtych. Ponadto przy spetieniu pewnych warunkéw do syntezy uktadu
sterowania mozna zastosowa¢ teori¢ ukladow cigglych, a uklad zrealizowaé
w technice mikroprocesorowej. Problem ten zostanie szerzej przedstawiony w dal-
szej czgsci rozdziatu.

Sygnat wartosci zadanej w regulatorze analogowym jest wytwarzany z reguty
przez tzw. nadajnik wartosci zadanej. Nadajnik warto$ci zadanej jest czgscia
stacyjki sterowania recznego, stanowigcej wydzielony zespot regulatora. Podsta-
wowymi rodzajami pracy regulatora sg: ,,praca automatyczna” (sterowanie obiek-
tem za pomoca sygnatu wyjSciowego regulatora) i ,praca r¢czna” (sterowanie
obiektem za pomocg sygnalu wyj$ciowego nadajnika z udzialem operatora).
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Istnieje kilka kryteriow podziatu regulatoréw analogowych. Przy klasyfikacji
wedlug postaci sygnatu wyj$ciowego wyrdznia si¢ regulatory: o wyjsciu ciaghym,
regulatory dyskretne oraz regulatory dwu- i trdjpotozeniowe. Jednym z wazniej-
szych kryteriow podziatu jest podzial wedlug wiasciwosci dynamicznych regulato-
ra, czyli wedlug rodzaju zalezno$ci pomigdzy wartoscig sygnatu wyjsciowego re-
gulatora a wartoscig sygnatu wejsciowego. Wedlug tego kryterium rozroznia si¢
regulatory: proporcjonalne (P), catkujace (I), proporcjonalno-catkujace (PI), pro-
porcjonalno-r6zniczkujace (PD) i proporcjonalno-catkujaco-rézniczkujace (PID).

A. Regulator typu P (proporcjonalny)

Regulator typu P charakteryzuje si¢ tym, ze jego sygnal wyjsciowy u(f) jest
proporcjonalny do wejsciowego e(?), tj. uchybu regulacji, przy zatozeniu, ze regu-
lator jest umiejscowiony w torze gtéwnym

Eu(t):kpe(t), G(s) = =ka (6.1)

przy czym k, jest wspdtczynnikiem wzmocnienia (proporcjonalnosci). Regulator
ten ma wlasnos$ci czlonu proporcjonalnego, ktéry omowiono w rozdziale 4.3. Prak-
tycznie moglby nim by¢ odpowiednio dobrany wzmacniacz bezinercyjny
0 wspotczynniku wzmocnienia k. Jednak takie proste rozwigzanie (ze wzmacnia-
czem wlaczonym bezposrednio w tor gtéwny uktadu regulacji) ma zasadnicza wa-
de. Wynika ona z tego, ze wystepujaca przy praktycznej realizacji wzmacniacza
nieliniowo$¢ jego charakterystyk, a takze wrazliwo$¢ na zmiany niektorych para-
metréw powoduja, ze wspotczynnik wzmocnienia nie jest staty. W celu wyelimi-
nowania lub odpowiedniego zmniejszenia wptywu tych zjawisk na prace uktadu
iuzyskania mozliwie stalego wspolczynnika k, realizuje si¢ regulatory typu P
obejmujgc wzmacniacz elektroniczny o duzym wzmocnieniu k, ujemnym sprzeze-
niem zwrotnym o wzmocnieniu 1/k,.

Regulator P stosuje si¢ w uktadach regulacji statycznej (astatycznej zerowego
rzedu). Jego dziatanie zapewnia realizacje elementarnego celu regulacji, tj. zmniej-
szenie uchybu regulacji. Jednak wzrost wzmocnienia &, zmniejsza istotnie zapas
stabilnos$ci (wynika to z analizy charakterystyk czestotliwosciowych uktadu otwar-
tego), dajac w zamian tylko pewne poszerzenie pasma roboczego (wzrost pulsacji
granicznej modulu @,,) i zmniejszenie uchybu ustalonego.
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B. Regulator typu | (catkujacy)

Roéwnanie i transmitancja regulatora typu I maja postac

5 1k k 1 1
un=—-[e@dr, G)=-L=—, T=— (6.2)
! T; s s !
i
gdzie: k, — wspotczynnik wzmocnienia; T; — jest to czas, po uptywie ktorego ampli-
tuda odpowiedzi skokowej jest rowna amplitudzie wymuszajacego sygnatu skoko-
wego. Podang posta¢ transmitancji regulatora I mozna przyja¢ wowczas, gdy moz-
liwe jest pominigcie jego inercji. W pierwszym przypadku stosuje si¢ model mate-
matyczny regulatora w postaci rzeczywistego czlonu catkujacego. Charakterystyki
idealnego i rzeczywistego cztonu catkujacego przedstawiono w rozdziale 4.3.1.
Analizujac charakterystyki czgstotliwosciowe mozna zauwazy¢, ze regulator typu I
oddziatuje na uktad glownie w zakresie matych pulsacji, co podnosi efekt astatyzmu.
Samo dzialanie catkujace jest rzadko stosowane, gdyz wprawdzie w zakresie matych
pulsacji wzmocnienie uktadu otwartego wzrasta znacznie (zwigksza si¢ rzad astatyzmu
o 1), ale w zakresie duzych pulsacji nastepuje duze zmniejszenie wzmocnienia. Spadek
warto$ci tego wzmocnienia powoduje zmniejszenie pasma przenoszenia uktadu, a tym
samym zmniejszenie predkosci dziatania uktadu (wolniej zanikaja procesy przejscio-
we, czyli wydhuza sie czas regulacji). Nie bez znaczenia jest rowniez przesunigcie fa-
zowe rowne —/2, ktore powoduje przesunigcie w lewo pulsaciji granicznej fazy w,,

(patrz rys. 5.2), a tym samym pogorszenie warunkoéw stabilnosci.

C. Regulator typu PI (proporcjonalno-catkujacy)
W regulatorze typu PI sygnat wyj$ciowy jest proporcjonalny do sumy sygnatu
wejsciowego 1 jego catki, co mozna zapisa¢ w postaci

----------------------------------------------------------------

| I 1Y
iu(t)_kp e(t)+Fje(r)dr , G(s)—kp(1+TfSJi (6.3)
przy czym 7; jest nazywane czasem zdwojenia regulatora.

W tym przypadku czas zdwojenia 7; wyraza intensywno$¢ dziatania catkuja-
cego; jest to czas potrzebny na to, aby przy wymuszeniu skokowym skladowa
sygnatu wyjsciowego regulatora, bedaca rezultatem dziatania catkujacego, stala
sic rowna sktadowej sygnalu wyjSciowego z czg¢sci proporcjonalnej regulatora.
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Tym samym sygnat taczny po czasie 7; staje si¢ dwukrotnie wigkszy i stad po-
chodzi nazwa czas zdwojenia.

Na rysunku 6.1 zamieszczono charakterystyke skokowa oraz charakterystyki
czestotliwosciowe regulatora PI. Widoczne jest, ze regulator PI ma zalety regulato-
ra I, tzn. zwigksza rzad astatyzmu o 1, nie majac jego wad, polegajacych na wpro-
wadzeniu ujemnego przesuni¢cia fazy i ograniczeniu roboczego pasma czestotliwo-
sci (dla wigkszych pulsacji regulator typu PI zachowuje si¢ jak regulator typu P).
Zatem mozna poprawi¢ wilasciwosci statyczne uktadu bez pogorszenia warunkoéw
stabilnos$ci. Pogarsza si¢ przy tym jednak wlasciwosci dynamiczne, w wyniku wy-
dtuzenia si¢ czasu regulacji.

3 An() 5 sLm(w)

-20 dB/dek
\ _ 201gk,

Rys. 6.1. Charakterystyki regulatora typu PI: a) skokowa, b) czgstotliwosciowe

D. Regulator typu PD (proporcjonalno-rézniczkujacy)
W idealnym regulatorze typu PD sygnal wyjsciowy jest proporcjonalny do su-
my sygnalu wejsciowego i pochodnej tego sygnatu
—) G(s)=k,(1+Tys)| (6.4)
Stala T, jest nazywana czasem wyprzedzenia i okre$la dziatanie r6zniczkuja-
ce regulatora. Jej nazwa jest uzasadniona efektami ekstrapolacyjnymi, osigganymi
w uktadzie regulacji przez wprowadzenie pochodnej. Dzialanie rozniczkujace
umozliwia silne reagowanie regulatora juz na mate zmiany amplitudy sygnatu wej-
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sciowego e(t), w zwigzku z duzg wartoscig pochodnej tego sygnatu. Jezeli szyb-
ko$¢ zmian sygnatu e(?) jest duza, regulator ,,uprzedza” spodziewany dalszy wzrost
tego sygnatu przez odpowiednie oddzialywanie na obiekt regulacji. Wartos¢ licz-
bowg Ty mozna zdefiniowaé nastgpujgco: jest to czas, po ktorym — przy wprowa-
dzeniu na wejscie regulatora PD sygnatu liniowo-narastajacego — sktadowa sygna-
hu wyjsciowego u(?), zwigzana z dziataniem proporcjonalnym, zréwna si¢ ze skia-
dowg sygnatu pochodzaca od dziatania rézniczkujacego.

Praktyczna realizacja regulatora PD o rownaniach (6.4) jest czesto niemozliwa,
ze wzgledu na nieunikniong inercj¢ czesci rdézniczkujacej, stad tez stosuje si¢ mo-
del matematyczny rzeczywistego regulatora typu PD w postaci transmitancji

———————————————————————————

! Tys !
Gls) = kp(1+ Tsds j (6.5)

Charakterystyke skokowg i charakterystyki czestotliwo$ciowe idealnego (linia
przerywana) oraz rzeczywistego (linia ciagla) regulatora PD przedstawiono na

rysunku 6.2.
A h t
a) ® b) 4 Lm(w) 201k TA+T .
A PD idealny PD rzeczywisty =77
— -
k (1 + Ll) PD rzeczywisty 20 dB/dek L g
P T - )
N 201gk,, e \ PD idealny
——— v
k 1
P - =
©7T
, 0 ,
t __ 1 1 log,;oo
o) O TET |07
T
2 =T
% /T< PD rzeczywisty
0 _ 1 loém

Rys. 6.2. Charakterystyki regulatora PD idealnego (linia przerywana) i rzeczywistego (linia
ciggla): a) skokowa, b) czestotliwosciowe

Regulator PD w ogdlnym przypadku powoduje zwigkszenie zapasu stabilno$ci
i rozszerzenie pasma przenoszenia ukladu (wzrost pulsacji granicznej modutu).
Stosujac go mozna wigc stabilizowac uktad poprawiajac przy tym jego wlasciwosci
dynamiczne, bowiem wzrost wzmocnienia w zakresie duzych wartosci pulsacji
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powoduje szybkie zanikanie uchybu dynamicznego. Rozwigzanie takie ma niestety
rowniez wade, gdyz wraz z poszerzeniem pasma przenoszenia wzrasta niepozada-
ny wplyw szumoéw o duzych czestotliwosciach.

E. Regulator typu PID (proporcjonalno-catkujgco-rézniczkujacy)
W idealnym regulatorze PID sygnat wyjsciowy zwigzany jest z sygnatem wej-
sciowym zalezno$cia

gu(t)=kp )+ - [e@rde+1, 20 | (6.6)

Natomiast transmitancje idealnego i rzeczywistego regulatora PID majg odpo-
wiednio postac

éG(s)zkp(1+%+Tds], G(s)zkp(1+i.+ Tas J (6.7)

S

Podstawowe charakterystyki idealnego (linia przerywana) i rzeczywistego (linia
ciagla) regulatora typu PID zamieszczono na rysunku 6.3.

a) b)
th® PID idealn + Lm(w)
'y
20 dB/dek el Ty
T, 20 dB/dek . “30igiy{1+7)
kp(l +T ) _) % 1
. T; !
] 1
k i 2k ] | i
’ CT | ! |
1 1
| t | ! i logo
0 T, g T T T g
O=T, ©O=T, @7
40(0)
3 —
i gyt
o -
yT.T,-T - - logm
0 ~ 7N\ e — i’
- ) N AL LY R
2

Rys. 6.3. Charakterystyki idealnego (linia przerywana) i rzeczywistego (linia ciggta) regula-
tora PID: a) skokowa, b) czestotliwosciowe
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Z przedstawionych charakterystyk czgstotliwosciowych wynika, ze regulator PID
zawiera zalety regulatoréw: P, PI i PD, tzn. powoduje wzrost wzmocnienia uktadu
otwartego w zakresie matych oraz duzych pulsacji. Przyczynia si¢ to do poprawy
wlasciwosci statycznych i dynamicznych uktadu bez pogorszenia jego stabilnosci.

W uniwersalnych systemach modutowych regulatory sg tak budowane, ze kom-
pletny regulator ma dziatanie PID, a pozostale dziatania uzyskuje si¢ wylaczajac
bloki realizujgce poszczegodlne funkcje sktadowe. W rozwigzaniach specjalistycz-
nych pozadane wlasciwosci regulatora sg zwykle $cisle okreslone i realizacja kon-
strukcyjna jest im $cisle podporzadkowana, np. tylko dziatanie P, PI lub PD.

Zamiast wzmocnienia proporcjonalnego &, podaje si¢ czgsto w procentach tzw.
zakres proporcjonalnosci X,

X, =kL100% (6.8)
p
Zakres proporcjonalno$ci mozna rozumiec jako procentowa czgs$¢ pelnego za-
kresu zmian wielko$ci wejsciowej e(f), potrzebng do wywolania zmiany wielkosci
wyjsciowej u(f) o peten zakres.
State k, (lub X},), T; oraz T; mozna w poszczeg6lnych regulatorach nastawia¢ w do$¢
szerokich zakresach. Przecigtnie spotykane wartosci tych nastaw sa nastgpujace:

k, =0,2+50 (X, =500 +2%)
T, =0,1+30 (60) min. (6.9)
T, =0,05+20 (50) min.

Stata czasowa T wystepujaca we wzorach (6.5) 1 (6.7) jest zwykle zwigzana ze
statag T; za pomoca wzmocnienia dynamicznego k;

_Ia

k
4=

(6.10)

przy czym warto$¢ ky zawiera si¢ w granicach 6+ 15.

6.2.2. Analogowe cziony korekcyjne

Czesto w prostych uktadach regulacji w tor gtéwny wstawia si¢ analogowy
czton korekcyjny, ktorego zadaniem jest odpowiednie formowanie sygnatu uchy-
bu. Uzyskuje si¢ to przez narzucenie przesuni¢cia fazowego oraz oddzialywanie
na warto$¢ amplitudy sygnalow w wybranym zakresie czgstotliwosci. Rozwigza-
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nie to jest znacznie tansze od zastosowania regulatoréw analogowych lub cyfro-
wych. Rozréznia si¢ trzy podstawowe cztony korekcyjne, a mianowicie: czion
korekcji catkowej PI (opo6zniajacy fazg), czlon korekcji rozniczkowej PD (przy-
spieszajacy faze) i czlon korekcji rézniczkowo-catkowej PID (opo6zniajaco-
przyspieszajacy faze).

Czlon korekcji catkowej, podobnie jak regulator PI, jest stosowany przede
wszystkim w uktadach z astatyzmem zerowego rzedu do wyeliminowania lub
zmnigjszenia uchybu statycznego lub w uktadach astatycznych do zwickszenia
rzgdu astatyzmu.

Transmitancja tego czlonu ma postac

1+ST2
G.(s)=K , I, <T 6.11
©(5) 5 ST, 2 <1 (6.11)

gdzie: K — wspotczynnik wzmocnienia, 77 i 7> — stale czasowe.

Charakterystyki czestotliwosciowe korektora o transmitancji (6.11) sa zblizone
do regulatora typu PI.

Czton korekcji rézniczkowej. Jesli w transmitancji (6.11) 75 > Ty, to otrzyma
si¢ korektor przyspieszajacy fazg. Ksztatt charakterystyk czgstotliwosciowych jest
zblizony do charakterystyk regulatora PD, a wiec korektor rézniczkowy powoduje
zwickszenie zapasu stabilnosci i poszerzenie pasma roboczego uktadu regulacji.

Czlon korekcji rézniczkowo-catkowej. W niektorych uktadach wystepuje
potrzeba wprowadzenia elementu korekcyjnego o wlasciwosciach regulatora PID,
ztozonego z dwu szeregowo potaczonych cztondow — przyspieszajgcego i opoznia-
jacego faze. Transmitancja takiego korektora wynosi

(1+ST2)(1+ST4)
A+sT)(1+sT3)

Gr(s)=K (6.12)
przy czym 1173 =TyT4oraz T1 > Tr, > Ty > Tj.

Wymienione korektory wykonuje si¢ jako elementy: elektryczne, pneumatycz-
ne, hydrauliczne itp. Czgsto stosowanym rozwigzaniem jest budowa korektorow
w postaci czwornikow RC (rzadziej RLC) lub na bazie wzmacniaczy operacyjnych.
Schematy korektorow zamieszcza rysunek 6.4.
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Rys. 6.4. Korektory: a) catkowy, b) r6zniczkowy, c) rézniczkowo-catkowy

Zaleta tej korekcji jest prostota i tatwo$¢ realizacji, jej wadg natomiast stanowi
to, ze w wyniku potaczenia szeregowego wszelkie zmiany parametrow korektorow,
a takze niepozadane ich nieliniowosci, silnie oddziatuja na warunki pracy uktadu.
Takze w wielu korektorach szeregowych wspotczynnik wzmocnienia K < 1, co
powoduje zmniejszenie wypadkowego wzmocnienia uktadu. W celu skompenso-
wania skutkow wlaczenia takich korektorow trzeba stosowa¢ wzmacniacze o od-
powiednio wiekszym wzmocnieniu.

6.2.3. Regulatory dyskretne

Technika cyfrowa stwarza szerokie mozliwosci stosowania ztozonych algoryt-
mow sterowania: nieliniowych, ekstremalnych, adaptacyjnych itd. Na podkreslenie
zashuguje zwlaszcza elastyczno$¢ tych algorytmow, wynikajaca z tatwosci doko-
nywania roznych zmian w trakcie pracy uktadu sterowania.

Mimo oczywistych zalet ww. metod sterowania wcigz szerokie zastosowanie
znajdujg realizowane w wersji dyskretnej klasyczne regulatory P, I, PI, PD i PID.
Przyczynag tego jest zard6wno uniwersalno$¢ tych regulatordéw, jak i przyzwyczajenia
projektantow do poje¢ zwiagzanych z regulacjg klasyczna. Nalezy jednak pamigtac, ze

160



algorytmy typu PID zapewniaja zadowalajace wyniki regulacji dla rozmaitych obiek-
tow sterowania, gdy punkt pracy uktadu nie jest potozony daleko od pozadanego
stanu rownowagi. Jezeli warunek ten nie jest spetniony, tzn. biezacy punkt pracy jest
potozony daleko od pozadanego stanu koncowego, bardziej skuteczne sg inne meto-
dy sterowania, ktore zostang przedstawione w dalszej czesci rozdziatu.

Dyskretne wersje klasycznych regulatorow ciaglych otrzymano aproksymujac
ich réwnania wyrazeniami, w ktorych catkowanie zastagpiono sumowaniem, a r6z-
niczkowanie — r6znicg pierwszego rzedu. I tak rbwnania réznicowe i transmitancje
dyskretne klasycznych regulatoréw majg nastepujaca postac:

— regulator typu P
WEDZEADL 6=k (6.13)
— regulator typu I
ok o
u(kT)=—>"e(iT)},  G.(z2)=— (6.14)
! e ! T;
b 120 !
— regulator typu PI
o rd ) s T 2
u(kT) =k | e(kT)+——> e(iT) | i, Gr(z)zkp[1+— ] (6.15)
: Tii% : T z-1
— regulator typu PD
(o Tyt o o) | T, z-1
u(kT) =k, e(kT)+?[e(kT)—e((k—1)T)] b G =k 14 (6.16)
— regulator typu PID
e N :
u(kT) = k| e(kT)+— > e(iT) + L [e(kT) - e((k - DT)] | (6.17)
: I3 r :
T =z T; z-1
G =k, 1+ ———+—+ 6.18
/(2) ,,[ - TZ] (6.18)
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Wymienione dyskretne regulatory spelniaja w ukladzie regulacji funkcje po-
dobne do odpowiednich regulatoréow ciaglych. Swiadczyé o tym moga choéby
dyskretne charakterystyki amplitudowo-fazowe regulatorow PI i PID, przedstawio-
ne na rysunku 6.5. Nalezy jednak pamigta¢, ze warto$¢ okresu probkowania T
wptywa na ksztalt charakterystyki amplitudowo-fazowej regulatora i obiektu,
a wiec takze na wlasciwosci uktadu regulacji.

a) “Im b)
A
Re Im
0 oT= TE' (1)T=£
T 2
}<p(1+0,5?i1 oT
_ — Re
oT A oT=0 oT=mn >
kp
_ T T
= 27

Rys. 6.5. Charakterystyki amplitudowo-fazowe: a) dyskretnego regulatora PI, b) dyskret-
nego regulatora PD

Do korekcji whasciwosci uktadu regulacji najpowszechniej sg stosowane regula-
tory PID. Wynika to stad, ze pozwalaja one korygowa¢ zaré6wno wilasciwosci sta-
tyczne, jak i dynamiczne uktadu regulacji.

Istnieja dwie podstawowe wersje dyskretnego algorytmu PID. Algorytm okre-
slony zaleznoscia (6.17) nosi nazwe algorytmu pozycyjnego. W wyniku jego
dzialania otrzymuje si¢ sygnal odpowiadajacy polozeniu cztonu wykonawczego
obiektu. Sygnal wyjsciowy u(k) regulatora PID, po przejSciu przez przetwornik
cyfrowo-analogowy, jest wprowadzany do elementu z pamigcia, ktory bedzie
utrzymywat go na wyznaczonym poziomie przez najblizszy okres probkowania.

W przypadku, gdy cztonem wykonawczym obiektu jest czton catkujacy, np. sil-
nik elektryczny, to wystarczy obliczy¢ jedynie przyrost sygnatu sterujacego Au(k)

Au(k) = u(k) — u(k—1) (6.19)

przy czym dla uproszczenia zapisu przyjeto, ze kT = k. Podstawienie zalezno$ci
(6.18) do (6.19) daje tzw. algorytm przyrostowy o postaci
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Au(k) = (kp [e(k) —e(k—1)]+ %e(k) + T7d[e(k) —2e(k-1)+e(k - 2)]} (6.20)

1

przy czym operacja catkowania odbywa si¢ poza regulatorem.

Istotnym problemem realizacji praktycznej dyskretnych regulatoréw jest filtracja
skokowych zmian sygnatow. W algorytmie (6.17) wystepuje, jako analog réznicz-
kowania, r6znica uchybow Ae(k) = e(k) — e(k—1). Powoduje to w przypadku nagtej
zmiany uchybu, spowodowanej przez zaktocenie lub zmiang wartosci zadanej, duze
zmiany warto$ci u(k). Moze to wywola¢ szkodliwe przeregulowania ioscylacje
wielkosci wyjsciowej uktadu regulacji. Aby unikng¢ tej niedogodnosci, w przypadku
skokowych zmian sygnatu wejsciowego w(¢) uktadu regulacji, stosuje si¢ w algoryt-
mach dyskretnych, zamiast cztonu realizujacego rdznice uchybow Ae(k) w kolejnych
chwilach probkowania, czton realizujacy réznice wielkosci wyjsciowych Ay(k) ukta-
du, ktdéra nie zmienia si¢ skokowo przy skokowej zmianie wielkosci wejsciowej w(z).
W celu zmniejszenia wrazliwosci regulatoréw dyskretnych na skokowe zaktdcenia
przypadkowe sa stosowane rozne metody filtracji analogowej lub cyfrowej wielko-
sci e(k) lub Ae(k).

6.3. Metody zwiekszania doktadnosci statycznej

Doktadnos$¢ w stanie ustalonym ma istotne znaczenie dla wickszo$ci uktadow re-
gulacji i dlatego poswieca si¢ jej wiele uwagi. Jest ona okreslona przez wypadkowy
uchyb ustalony e, ktory spowodowany jest sygnatami sterujacymi i zaktéceniami.

Zwigkszenie dokladnos$ci statycznej, czyli zmniejszenie uchybu ustalonego,
osiaga si¢ poprzez:

1) zwigkszenie wartosci wspotczynnika uktadu otwartego,

2) podwyzszenie rzgdu astatyzmu uktadu,

Zwiekszenie wartosci wspotczynnika wzmocnienia

Zwigkszenie warto§ci wspotczynnika wzmocnienia uktadu otwartego jest naj-
bardziej uniwersalna, ale nie zawsze efektywna metoda. Wzrost wspotczynnika
uktadu otwartego wpltywa na zmniejszenie wartosci uchybu statycznego. Jednak
wzrost wspotczynnika wzmocnienia ukladu otwartego jest ograniczony stabilno-
scig uktadu zamknigtego. Przy pewnej okreslonej wartosci tego wspotczynnika
w uktadzie zanika tlumienie i uktad zbliza si¢ do granicy stabilno$ci. Dalszy wzrost
wspotczynnika moze spowodowaé niestabilno$¢ uktadu. Ze wzgledu na doktad-
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no$¢ statyczng wspotczynnik wzmocnienia powinien by¢ wigc jak najwiekszy, a ze
wzgledu na stabilno$¢ — mozliwie maty. Wystepuje zatem przeciwienstwo migdzy
wymaganiami doktadno$ci statycznej i stabilnosci.

Zwykle warto$¢ wspoélczynnika wzmocnienia ukladu otwartego, zapewniajaca
zadana doktadno$¢ statyczng jest tak duza, ze dla uzyskania niezbednego zapasu
stabilnosci zachodzi potrzeba wprowadzenia odpowiednich algorytmow sterowania.

Podwyzszenie rzedu astatyzmu

Na podstawie wynikow otrzymanych w rozdziale 4.2.5 mozna wysnu¢ wniosek,
ze uchyb ustalony doprowadza si¢ do wartos$ci rownej zeru przez zastosowanie
modyfikacji, po ktorej uktad regulacji stanie si¢ astatyczny odpowiedniego rzedu.
W tym celu nalezy do uktadu wprowadzi¢ cztony catkujace (w uktadach dyskret-
nych — sumujace), ktorych liczbe i miejsce usytuowania dobiera si¢ w taki sposob,
aby uchyb ustalony byt rowny zeru. Niestety ten sposob likwidacji uchybu ustalone-
go ma zasadnicza wade, polegajaca na tym, ze podwyzszenie rzedu astatyzmu wptywa
niekorzystnie na wlasciwosci dynamiczne uktadu. Mianowicie wprowadzenie cztonéw
catkujacych (sumujacych) moze spowodowac utrate stabilnosci.

Podwyzszenie rzedu astatyzmu uktadu bez utraty stabilno$ci mozna osiagnac
przez wiaczenie do uktadu regulatora typu PI (rys. 6.6). Wlaczenie jednego regula-
tora powoduje podwyzszenie rzgdu astatyzmu o jeden, wiaczenie dwdch potaczo-
nych szeregowo — o dwa itd.

W) ? E(s) or U(s) oo Y(s)

Rys. 6.6. Wlaczenie regulatora typu PI do uktadu regulacji

v

6.4. Metody syntezy ciggtych uktadéw
jednowymiarowych

Synteze uktadow sterowania mozna zrealizowa¢ za pomoca réznych metod,
ktore prowadza do zgodnych z oczekiwaniami wynikow. Zwykle przy projektowa-
niu jest wiecej niewiadomych niz danych i sposréd wielu mozliwych rozwigzan
nalezy wybra¢ jedno, najlepsze z punktu widzenia wybranego kryterium oceny jako-
$ci sterowania. Rozwigzanie to dotyczy wyboru struktury uktadu regulacji, wyboru
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rodzaju regulatora lub wartosci jego parametréw (nastaw). Projektujac uktad sterowa-
nia zada si¢, aby spelniat okre§lone wymagania, ktére wynikajg z warunkow techno-
logicznych sterowanego procesu. Do podstawowych wymagan zalicza sie:

— doktadno$¢ w stanie ustalonym,

— stabilno$¢ i odpowiedni jej zapas,

— charakter przebiegu procesu przejsciowego.

Poza tym niektorym uktadom, zaleznie od ich przeznaczenia, stawia si¢ dodat-
kowe wymagania, np. doktadno$¢ w stanie dynamicznym, tlumienie zakldcen,
niezawodno$¢ dziatania itd.

Obecnie wynikiem powszechnego zastosowania komputerowego wspomagania
projektowania jest dominujace znaczenie metod czasowych syntezy uktadow ste-
rowania, a szczegolnie metod przestrzeni stanéw. Dlatego tez najwigcej uwagi
zostanie poswigcone tym metodom syntezy uktadéw liniowych.

6.4.1. Metody czestotliwosciowe

Metody czgstotliwosciowe jeszcze kilkanascie lat temu zaliczane byty do pod-
stawowych metod syntezy jednowymiarowych uktadéw liniowych. Jako dane wyj-
sciowe przyjmuje si¢ tu logarytmiczne charakterystyki czestotliwosciowe, amplitu-
dowe i fazowe, uktadu bez regulatora oraz wymagania dotyczace jakoS$ci regulacji,
tzw. warunki syntezy. Na podstawie tych wymagan wyznacza si¢ zadany przebieg
charakterystyk uktadu regulacji. Dla uktadow minimalnofazowych, ktére beda
przedmiotem dalszych rozwazan, wystarczajaca jest znajomo$¢ logarytmicznej
charakterystyki amplitudowej. Znajomos$¢ charakterystyk uktadu nieskorygowane-
go (o transmitancji G, (s)) oraz zadanych charakterystyk ukladu (o transmitancji

G,(s)) pozwala wyznaczy¢ strukture i parametry szeregowo wilaczonego w uktad
regulatora (o transmitancji G,(s))

Go(j0) =G, (jo)Gpp(j0) (6.21)
a po obliczeniu stronami logarytmu
LmG,(jo) = LmG,.(jo)+ LmG,;,(jo) (6.22)

a stad
LmG, (jo)=LmG,(jo)—-LmG,;(jo) (6.23)

przy czym, np. LmG,(jo) = 2010g|G0 (J a))|
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Problem ten mozna uja¢ w postaci nastgpujacych etapow:

a) wyznaczenie logarytmicznej charakterystyki amplitudowej nieskorygowane-
go uktadu otwartego,
b) przyjecie pozadanej, ze wzgledu na jako$¢ regulacji, logarytmicznej charak-
terystyki amplitudowej uktadu otwartego,
¢) wyznaczenie struktury i parametrow szeregowego regulatora na podstawie loga-
rytmicznej charakterystyki amplitudowej, bedacej dopelnieniem charakterystyki
nieskorygowanego uktadu otwartego do charakterystyki pozadanej lub inaczej —
roznicg charakterystyki pozadanej i charakterystyki uktadu otwartego.
Zazwyczaj po dokonaniu takiej syntezy wyznacza si¢ charakterystyki uktadu
z uwzglednieniem regulatora i nastepnie sprawdza, w jakim stopniu sg spelnione
postawione uktadowi wymagania, korygujac w razie potrzeby uzyskane rozwigza-
nie zadania syntezy.

6.4.2. Metody rozkiadu pierwiastkow réwnania
charakterystycznego

Badanie rozktadu pierwiastkoéw rownania charakterystycznego uktadu regulacji
umozliwia bardziej precyzyjne okreslenie wtasnosci proceséw przejsciowych niz
badanie charakterystyk czestotliwosciowych. Jednak metody syntezy oparte na ana-
lizie rozktadu biegundéw (wartosci wilasnych) transmitancji sa mniej ogdlne, chocby
z tego powodu, ze dotycza zwykle transmitancji o postaci funkcji wymiernych.

Warunkami syntezy najczesciej sa:

1) algebraiczne kryteria stabilnosci,

2) zadane polozenie biegundw i ewentualnie zer transmitancji,

3) zadana postac¢ transmitancji uktadu.

Algebraiczne kryteria stabilno$ci stosuje si¢ do syntezy uktadoéw regulacji, od
ktérych wymaga si¢ tylko spelnienia warunku stabilnosci. Kryteria te nie podaja
odleglosci od granicy stabilnosci, lecz tylko warunki, dla ktorych uktad jest stabilny.

Parametry regulatora mozna okresli¢ z warunku zadanego polozenia biegunéw
lub zadanej postaci transmitancji. W tym przypadku okresla si¢ strukture uktadu
regulacji (regulator w torze gtownym lub w obwodzie sprzezenia zwrotnego) i typ
regulatora (korektora), a nastgpnie wyznacza transmitancj¢ ukladu zamknigtego
z regulatorem o postaci
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L(s) B L(s)
s +an_lsn_1 +.o.tapstag (S+p)s+py)..(s+py)

G.(s)= (6.24)

przy czym zaréwno wspofczynniki a; (i = 0, 1, ..., n—1), jak i bieguny p; (j = 1, 2,
..., n) s3 funkcjami parametréw zastosowanego regulatora (korektora). Przyjmujac

zadane warto$ci wspotczynnikow a ,* lub biegunéw p; otrzyma si¢ uktad réwnan:

aj=a:, i=0,1,..,n-1 (6.25)
lub
pi=p;. j=12...n (6.26)

z ktorego wyznacza si¢ parametry regulatora. W tego typu zadaniach moze si¢ zdarzy¢,
ze liczba rownan (6.25) lub (6.26) jest wicksza od liczby szukanych parametrow regu-
latora. Wowczas wartos$ci parametrow regulatora nalezy dobra¢ kompromisowo, tzn.
w przyblizeniu spelni¢ zadane warunki syntezy. Mozna takze obnizy¢ rzad transmitan-
cji (6.24), a co si¢ z tym wigze zmniejszy¢ liczbe rownan (6.25) lub (6.26).

Problem syntezy upraszcza sig, jezeli uktad regulacji z regulatorem jest opisany
transmitancjg drugiego rzedu. Wtedy parametry regulatora najwygodniej jest obli-
cza¢ z zadanej warto$ci wspotczynnika thumienia & i pulsacji drgan wlasnych nie-
ttumionych @,,.

Zamiast redukcji rzedu uktadu z regulatorem mozna zastosowaé szeregowo po-
faczone regulatory, np. typu PD lub PID. Regulatory umiejscawia si¢ w torze
gtownym lub w torze sprzgzenia zwrotnego uktadu sterowania. Stosujgc regulator
w torze glownym zmienia si¢ licznik transmitancji uktadu zamknigtego w porow-
naniu z licznikiem transmitancji obiektu. Jezeli natomiast regulator zostanie zasto-
sowany w petli sprzezenia zwrotnego, liczniki transmitancji uktadu z regulatorem
i obiektu sg identyczne.

Przyktad 6.1

Zaprojektowac uktad sterowania, ktory dokona stabilizacji obiektu o transmitancji

I
A R S

Rozwigzanie

Stabilizacji obiektu dokonano za pomocg regulatora PD, umieszczonego w to-
rze sprzg¢zenia zwrotnego (rys. 6.7).
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U(s 1 Y(s)
(s—2)(s+1) "

kp(1+Tys) [¢

Rys. 6.7. Struktura uktadu regulacji

Transmitancja uktadu zamknig¢tego ma postac

1

G.(s)= 3 6.27)
sT+(k, Ty —Ds+k,—2
Stosujgc kryterium Hurwitza uktad regulacji jest stabilny, gdy zachodzi:
kpTy=1>0 i k,-2>0 (6.28)
czyli
. 1
k,>0 i Td>k— (6.29)
p

Zastosowanie kryterium Hurwitza zapewnia stabilno$¢, ale nie gwarantuje odpo-
wiedniego zapasu stabilno$ci, niezbednego dla zapewnienia stabilnos$ci w przypad-
ku zmian parametréw uktadu lub niedoktadnosci opisu matematycznego obiektu.

Parametry regulatora mozna takze okresli¢ przyjmujac zadane polozenie biegu-
néw uktadu zamknigtego, np.

pl=p>=-5 (6.30)

Bieguny rzeczywiste zapewniaja w ukladzie aperiodyczny przebieg stanu nieusta-
lonego (brak oscylacji), a przyjegte wartosci (6.30) — krotki czas jego trwania i od-
powiedni zapas stabilnosci. W ogoélnym przypadku wyznaczanie biegundéw trans-
mitancji (6.27) moze prowadzi¢ do ztozonych zaleznosci, dlatego tez jest tatwiej
w oparciu o zadane warto$ci biegunow wyznaczy¢ zadang posta¢ transmitancji

1 1 1
(s—p)s—p3) (s+5% s>+10s+25

G:(s)= (6.31)

a nastgpnie z poréwnania warto$ci wspotczynnikow mianownikow transmitancji
(6.27) 1 (6.31) otrzymano szukane warto$ci parametrow:

11

kp=27 i Ty=—

» (6.32)
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6.4.3. Metody czasowe

Metody czasowe syntezy ukladéw regulacji polegaja na doborze parametrow
regulatora na podstawie zatozonych warto$ci parametréw odpowiedzi skokowej,
ktore traktuje jako warunki syntezy. Tymi parametrami najczesciej sa: czas regula-
cji t,, maksymalne przeregulowanie y i ewentualnie czas ¢] osiggnigcia przez od-
powiedz skokowa pierwszego ekstremum. Analityczne wyznaczenie wartosci pa-
rametroOw regulatorow z wymienionych warunkoéw syntezy jest utrudnione ze
wzgledu na konieczno$¢ rozwigzywania ztozonych rownan. Parametry te zwykle
wyznacza si¢ metodami numerycznymi.

Metoda Zieglera-Nicholsa stata si¢ standardowa procedura doboru parametrow
(nastaw) regulatora. W wielu przypadkach zapewnia dobra jako$¢ regulacji, a jej
podstawowa zaletg jest prostota. Pomimo duzej popularnosci metody Zieglera-
Nicholsa, otrzymywane w wyniku jej zastosowania warto$ci parametrow nalezy
traktowac jedynie jako pierwsze racjonalne przyblizenie. Dla wielu uktadow obli-
czone ta metoda warto$ci nastaw nie sa najlepsze. Czgsto wykonujac proste do-
swiadczenia, mozna dobra¢ nastawy zapewniajgc lepsza regulacje.

Procedura doboru wartosci parametréw regulatora wedlug metody Zieglera-
Nicholsa jest nastgpujaca:

a) regulator zainstalowany w uktadzie regulacji nalezy nastawi¢ na dzialanie P

1 zwigksza¢ stopniowo jego wzmocnienie k,, doprowadzajac ukfad do grani-
cy stabilnosci,

b) w stanie wzbudzonych oscylacji zmierzy¢ ich okres T, (W minutach) oraz

odczyta¢ warto$¢ wspotczynnika wzmocnienia kj, = ky,,

¢) zaleznie od typu regulatora nalezy przyjac:

dlaP  k,= 0,5k
dlaPl  k,=045ky,  T;=0,85T (6.33)
dlaPID k= 0,6ky, T;=0,5T, T7=0,125T,
W nastawach wedlug zasady Zieglera-Nicholsa mozna zauwazy¢ wpltyw dziata-
nia catkujgcego i rézniczkujacego na wlasciwosci uktadu regulacji. Jesli dla regula-
tora P zaleca si¢ k, = 0,5k, to dla PI nieco mniej, wiasnie ze wzglgdu na destabili-

zujacy wplyw ujemnego przesunigcia fazowego wprowadzanego przez ten regula-
tor. Z kolei, po wprowadzeniu dzialania D (regulator PID) mozna zwigkszy¢ za-
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rOWno k,, jak tez dziatanie czgsci catkujacej regulatora, co wyraza si¢ zmniejsze-
niem zalecanego czasu zdwojenia T;.

Ziegler i Nichols [22] zaproponowali rowniez dobor nastaw regulatora w zalez-
nosci od parametrow aperiodycznej odpowiedzi skokowej obiektu (rys. 6.8). Pro-
wadzac przez punkt przegiecia styczng okresla si¢ opdznienie zastepcze T, oraz
wspotczynnik nachylenia stycznej K.

Rys. 6.8. Parametry odpowiedzi skokowej obiektu

Autorzy metody proponujg nastepujgce nastawy:

1

dlaP k

P KT,
dla PI k, = 09 T; =3,3T, (6.34)
KT,
dlaPID £, = 1.2 T, =2T, T, =0,5T,
p KTO i o d 240

6.4.4. Metody przestrzeni stanéw

Jednowymiarowy uktad sterowania opisany jest za pomocg réwnan stanu:
x(t) = Ax(t) + Bu(?)

(6.35)
(1) = Cx(1)

Sposob rozwiazania problemu syntezy w oparciu o metody przestrzeni stanow,
takze 1 struktura uktadu sterowania sg uzaleznione od mozliwo$ci pomiaru zmien-
nych stanu. W przypadku dostepnosci pomiarowej pelnego wektora stanu obiektu,
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zadanie syntezy polega na wyznaczeniu elementdw proporcjonalnego regulatora
wielowymiarowego (wektorowego) K, umieszczonego w torze sprzezenia zwrot-
nego od wektora stanu obiektu do wejscia uktadu sterowania. Sktadowe wektora K
powinny by¢ tak dobrane, aby macierz stanu uktadu z regulatorem posiadata war-
to$ci wlasne o pozadanych wartosciach. Schemat blokowy uktadu skorygowanego
przedstawiono na rysunku 6.9.

w0y~ O ok %] ¢ 29

A

K

Rys. 6.9. Schemat blokowy uktadu z regulatorem parametrycznym

Natomiast w przypadku mozliwosci pomiaru tylko czg$ci zmiennych stanu jest
niezbedne zastosowanie w ukladzie sterowania tzw. obserwatora stanu, ktory na
podstawie pomiaru wejscia i czeSci zmiennych stanu obiektu odtwarza pozostatg
niemierzalng cze$¢ wektora stanu.

Schemat blokowy z rysunku 6.9 mozna opisa¢ nastepujacymi rOwnaniami:

x(1) = Ax(¢) + Bu(?) (6.36)
u(t) = w(t) — Kx(t) (6.37)
(1) = Cx(1) (6.38)

Po podstawieniu rownania (6.37) do rownania (6.36) otrzymano réwnanie stanu
uktadu zamknigtego (z regulatorem)

%(t)=[A - BK]x(t) + Bw(?) (6.39)

Roéwnanie charakterystyczne uktadu z regulatorem ma postaé

det[s] - A+ BK]=0 (6.40)

Porownujac rownanie (6.54) z zadanym rownaniem charakterystycznym, ktore
otrzymuje si¢ przyjmujac zadane wartosci wlasne, mozna obliczy¢é wspotrzedne
wektora K.
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Przyktad 6.2

Dany jest obiekt sterowania
(1) 0! (1) + ’ O (6.41)
x(t)= x u .
-6 -7 1

Dobraé parametry regulatora parametrycznego (proporcjonalnego), umieszczonego
w petli sprz¢zenia zwrotnego, aby wartosci wiasne uktadu skorygowanego wynosi-
ly: 11=-81 A,=—-10.

Rozwigzanie

Warto$ci wlasne obiektu sterowania wyznaczono rozwigzujac rownanie charak-

terystyczne
det[ Al — A]=0 (6.42)

a stad A= —1 i Ap= —6. Poniewaz obydwie warto$ci wlasne nalezy przesunac¢ do
potozenia zadanego, konieczne jest dokonanie pomiaru pelnego wektora stanu (lub
pomiaru jednej zmiennej stanu, a drugiej odtworzenie za pomocg obserwatora)
i realizacji petli sprzezenia zwrotnego z uwzglednieniem regulatora dwuwymiaro-
wego K = [k ky]. Na podstawie zalezno$ci (6.40) réwnanie charakterystyczne
uktadu z regulatorem ma postaé

2+ Ay +T)+k +6=0 (6.43)

Przyréownujac do siebie odpowiednie wspotczynniki tego réwnania i zadanego
réwnania charakterystycznego o postaci

(/1+8)(/1+10)=/12+18}t+80=0 (6.44)
otrzymano uktad rownan:
k2 +7=18
(6.45)
k1 +6=80
a wiec szukane wartos$ci wspotrzednych wektora K wynosza:
k=74 1 ky=11 (6.46)

6.5. Metody syntezy ukladéw dyskretnych

Metody projektowania uktadéw dyskretnych sg zblizone do metod stosowanych
w uktadach cigglych. Istnieje tu jednak wigksza swoboda w doborze metod i posta-
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ci algorytmoéw sterowania ze wzgledu na tatwiejsza ich implementacje praktyczna.
Ponadto intensywny rozwoj techniki mikroprocesorowej umozliwia stosowanie
ztozonych algorytméw, zapewniajacych wysoka jakos¢ sterowania.

Klasyczne metody projektowania polegaja w wigkszosci przypadkdéw na kom-
promisie miedzy wymaganiami stabilnosci a wymaganiami doktadnosci statyczne;.
W uktadach jednowymiarowych do syntezy uktadéw regulacji mozna zastosowac
metody czasowe i czestotliwosciowe, znane dla uktadow liniowych. Metody cze-
stotliwos$ciowe stosuje si¢ wtedy, gdy dysponuje si¢ wyznaczong eksperymentalnie
charakterystyka czestotliwosciowa obiektu oraz gdy wymagania sformutowane sa
W postaci parametrow procesu przej$ciowego, pasma przenoszonych czestotliwosci
lub zapasu stabilno$ci. Poza metodami syntezy znanymi dla uktadow ciagtych,
w uktadach dyskretnych sa stosowane specyficzne dla tych uktadéw metody. Jedna
z nich zostanie przedstawiona nize;j.

6.5.1. Okreslenie struktury regulatora dla zadanej
transmitancji uktadu zamknietego

Celem syntezy jest wyznaczenie transmitancji regulatora dyskretnego

G, (2)= L&) (6.47)
M, (2)
w przypadku, gdy dana jest transmitancja dyskretna obiektu wraz z ekstrapolatorem
G(z)=£E) (6.48)
M(z)
1 zadana transmitancja uktadu zamknietego
G,(z)==&) (6.49)
M. (2)

Rozwiazujac zalezno$¢ okreslajaca dyskretng transmitancje zastepcza uktadu
(przyjeto regulator w torze gtdwnym)

G,(2)G(2)

G,(2)= 6.50
:(2) 1+ G,(z)G(z) (6-50)
wzgledem poszukiwanej transmitancji G, (z), otrzymano
________________ e
r( )= 222 6.51)

G)-G.(2)]
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lub po uwzglednieniu zaleznosci (6.48) 1 (6.49)
M(z)L(z)
L(Z)[Mz (Z) - Lz (Z)]

G,.(2)= (6.52)
Na podstawie rownan (6.51) lub (6.52) mozna wyznaczy¢ rownanie roznicowe,
wedlug ktérego regulator (mikroprocesor) oblicza warto$ci sygnatu sterujacego
obiektem w kolejnych chwilach probkowania. Gdyby wyznaczona transmitancja
regulatora nie byta realizowalna fizycznie (stopien wielomianu licznika wigkszy od
stopnia wielomianu w mianowniku), wowczas nalezy zmieni¢ warunek syntezy,
czyli posta¢ transmitancji G,(z).
W dyskretnym uktadzie regulacji o rownaniu charakterystycznym w postaci

M, (z)=z"=0 (6.53)

czas trwania procesu przejSciowego jest skoficzony i jest najkrotszy z mozliwych.
Uktad regulacji spetniajacy ten warunek jest nazywany ukladem czasooptymalnym.

Przyktad 6.3

Wyznaczy¢ algorytm rekurencyjny czasooptymalnego regulatora dyskretnego
zastosowanego w uktadzie regulacji przedstawionym na rysunku 6.10 dla 7= 1s.
Przyjac, ze uktad regulacji osiggnie stan ustalony po dwoch okresach probkowania.

W(s) ~E(®s) o@ G.(2) U(Z)‘ 1T 1 Y(s) -
—% T 2 1 s s "

Rys. 6.10. Dyskretny uktad regulacji

A4

Rozwigzanie

Transmitancja operatorowa czesci ciaglej ma postaé

G(s)=(1 —e‘sT)i2 =(1-¢"* )i2 (6.54)
S S

Korzystajac z tabeli 2.2 okreslono transmitancj¢ dyskretng

= T 1 (655)
(z-1)> z-1 z-1 '

G(z)=(1-z7"
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Na podstawie zaleznosci (6.53) przyjeto

G.(z) =i2 (6.56)
zZ

Wyznaczona z rownania (6.51) transmitancja regulatora dyskretnego ma postac

U(z) 1
G = = 6.57
O 6.57)
Z transmitancji G,.(z) wynika, ze
(z=DU(z)=E(z) (6.58)
a stad rdwnanie roznicowe
u(k+1) —u(k) =e(k) (6.59)
czyli
u(k + 1) =u(k) + e(k) (6.60)
lub po przesunigciu wskaznika czasu
u(k)y=u(k-1)+e(k-1) (6.61)

6.5.2. Wyznaczanie wartosci parametréow regulatora stanu

Korekcja uktadow dyskretnych jest mozliwa takze przez wprowadzenie regula-
tora proporcjonalnego w sprzezeniu zwrotnym do stanu. W dalszych rozwazaniach
bedzie analizowane zagadnienie ksztaltowania zadanej dynamiki uktadu przez
sprzgzenie zwrotne od stanu przy zatozeniu, ze stan x(k) jest znany. Niech obiekt
z ekstrapolatorem bedzie okre§lony réwnaniem stanu

x(k +1) = Ax(k) + Bu(k) (6.62)

przy czym x(k) jest n-wymiarowym wektorem stanu, a u(k) sygnatem sterujacym.
Problem sterowania czasooptymalnego polega na wyznaczeniu ciggu sterowaniu
u(0), u(l), ..., u(k), ktéory bedzie przeprowadza¢ uktad z dowolnego stanu poczat-
kowego x(0) do poczatku uktadu wspotrzednych przestrzeni standow (do stanu usta-
lonego lub rownowagi) w ciggu minimalnej liczby okresow probkowania (rys.
6.11). Okazuje si¢, ze jest mozliwe osiggnigcie stanu zerowego w ciggu co najwy-
zej n okresow probkowania, przy zalozeniu, ze uktad jest sterowalny i ze jest moz-
liwe sprz¢zenie zwrotne od stanu.
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a)
Obiekt + opdznienie

w(k)=0 u(k) x(k+1)=Ax(k)+Bu(k) R

K

Regulator

u(l)

Rys. 6.11. Sterowanie za pomocg regulatora parametrycznego: a) schemat blokowy uktadu,
b) trajektoria stanu, c) przebieg sygnalu sterujacego

Uktad sterowania jest opisany rOwnaniami:

x(k+1)= Ax(k)+ Bu(k) (6.63)

u(k) =wk)— Kx(k) (6.64)

y(k) = Cx(k) (6.65)
Podstawiajac zalezno$¢

u(k) =wk)— Kx(k) (6.66)

do réwnania (6.63) otrzymano réwnanie stanu uktadu z regulatorem

x(k +1)=[A— BK]x(k) + Bw(k) = A,x(k) + Bw(k) (6.67)

przy czym A, jest macierzg stanu uktadu zamknigtego.

Wartosci elementow macierzy K nalezy tak dobraé, aby réwnanie charaktery-
styczne uktadu zamknigtego

M (z)=det[zl = A, ]=2" +c, 12"+ ..+ ¢z +cy =0 (6.68)

miato pierwiastki o zadanych wartosciach zj, z3, ..., z, — rzeczywistych lub ze-
spolonych, czyli

-1

(z-zi)z=23)..(z—zpy)=2"+cp_12" +..+clz+¢ (6.69)
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Szukane warto$ci wspotrzednych wektora K wyznacza si¢ rozwigzujac uklad réwnan
c;=c; dla i=1,2,..,n (6.70)

Jezeli jest projektowany uktad czasooptymalny, to zadane rownanie charaktery-
styczne (6.69) przyjmie postacé

(z=0)(z-0)...(z=0)=Z" (6.71)

Problem przeprowadzenia sterowalnego, jednowymiarowego uktadu n-tego
rzedu z zadanego stanu poczatkowego x(0) do stanu koncowego x(n) = 0, w cia-
gu n okreséw probkowania 7 mozna stosunkowo prosto rozwigzaé, jezeli model
matematyczny obiektu jest okre§lony réwnaniami stanu w postaci kanonicznej
Frobeniusa, tj.

_ . 0 - _
0 1
x(k+1)=| : : P Cx(k) | uk) (6.72)
0 0 0 1 0
|~ @ —d1 —dy - —dpg L1

Wykazuje si¢ [12], ze wowczas macierz parametrow regulatora K, zastosowanego
w sprzezeniu zwrotnym od wektora stanu, ma postaé

K=[-ay -a .. —a,,] (6.73)

W przypadku ogélnym jednowymiarowego uktadu sterowalnego, jego rownanie
stanu o dowolnej postaci macierzy stanu 4 mozna przeksztatci¢ do postaci kano-
nicznej Frobeniusa (6.72) za pomoca transformacji liniowej

x (k) = Px(k) (6.74)

gdzie P jest nastgpujaca macierza

P= (6.75)

C n—1
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Wowczas sygnal sterujacy okreslony jest zaleznoscia
u(k)= —Kx*(k) =—KPx(k)=-K;x(k) (6.76)

a wiec w tym przypadku regulator parametryczny bedzie okreslony przez macierz
K, =KP (6.77)
Z powyzszych rozwazan wynika nastepujacy tok postepowania przy wyznacza-
niu macierzy Kj:
— majac dang macierz stanu A wyznacza si¢ wspotczynniki ag, ay, ..., a,.1 wie-
lomianu charakterystycznego tej macierzy (przypomina si¢, ze wspotczynniki

wielomianu charakterystycznego sa elementami ostatniego wiersza macierzy
Frobeniusa ze znakiem minus)

det[zI — A]=zZ" +arn_1zn_1 +..+aiz+ag=0 (6.78)
oraz macierz
K=[-ay —aj .. —a,_] (6.79)

— korzystajac ze znanych metod nalezy okresli¢ macierz transformujaca P,
— z zaleznosci (6.77) wyznacza si¢ poszukiwang macierz Kj.

Przyktad 6.4

Dany jest niestabilny obiekt regulacji o rownaniu
1 1 0
x(k+1)= { 5 3}x(k) + [Ju(k) (6.80)

Dokona¢ stabilizacji tego obiektu za pomoca sprzezenia zwrotnego od stanu
tak, aby proces przejsciowy w uktadzie regulacji przy wymuszeniu jednostkowym
trwat nie dluzej niz dwa okresy probkowania (uktad czasooptymalny).

Rozwigzanie

W przykladzie macierze stanu 4 i sterowania B majg postac:
1 1 0
A= , B= (6.81)
-2 3 1

178



Wielomian charakterystyczny macierzy A4 jest nastepujacy

Z—l 1 2
det[z1 — A] = det 5 =z —4z+5 (6.82)

z-=3

Obiekt jest niestabilny, gdyz
Z1p=2%] (6.83)

Zaktadajac, ze sygnalem wyjsciowym uktadu regulacji jest y(k) = x1(k), macierze

C, P, KiK; wynosza:

c=[1 o], P{CCA}:B ﬂ K=[-5 4], K =[-1 4] (6.84)

Struktura uktadu regulacji ma posta¢ przedstawiong na rysunku 6.12.

_ k
1) NI Ast a2 Y opszmenie o € P

K11

Rys. 6.12. Schemat blokowy uktadu regulacji

Uktad ten opisujg rownania:
w(k) =1(k),
u(k) = 1(k) — Ky x(k) = 1(k) + x1 (k) — 4x, (k),
x1(k+1) = x1(k) + x5 (k), (6.85)
Xy (k+1) = 2x1(k) + 3x,5 (k) + u(k),
(k) = x, (k).

Przyjmujac x1(0) = x3(0) = 0 mozna wykazac, ze:
—dlak=0
w(0)=1, u(0)=1, x1(1)=0, x(l)=1, »0)=0
—dlak=1
w)=1, u(l)=-3, x1(2)=1, x(2)=0, p(1)=1
—dlak=2
w2)=1, u2)=2, xi3)=1, x3)=0, y2)=1
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—dlak=3
w3)=1, u3)=2, xi(4)=1, x4)=0, y3)=1

Mozna wiec stwierdzi¢, ze postawione zadanie zostato rozwigzane poprawnie.
W uktadzie pojawia si¢ uchyb ustalony réwny 2. Chcac go zlikwidowaé, nalezy
podwyzszy¢ rzad astatyzmu uktadu poprzez zastosowanie cztonu catkujgcego (su-
mujacego).

Parametry wielowymiarowego regulatora K réwniez mozna wyznaczy¢ dyspo-
nujgc wielomianami charakterystycznymi obiektu i uktadu z regulatorem. Wobec
tego niech bedzie dany dyskretny wielowymiarowy obiekt opisany réwnaniami:

x(k +1)= Ax(k) + Bu(k) (6.86)
y(k)=Cx(k) (6.87)
Niech wielomian charakterystyczny macierzy A4 (obiektu) ma postac
M(z)=det[zl — A]=2" +a, 12" '+ . +az+ay=0 (6.88)
oraz wielomian charakterystyczny uktadu zamknigtego (warunek syntezy)
M (z)= det[ZI - Az]z z" + cnilzn_l +..tcz4¢y=0 (6.89)

Dowodzi si¢ [12], ze przy dostgpnosci wszystkich zmiennych stanu obiektu
mozna zawsze tak dobra¢ elementy macierzy K, ze wszystkie pierwiastki rbwnania
charakterystycznego (6.89) begda przyjmowaly zadane wartosci. Jezeli rownanie
stanu ma posta¢ kanoniczna Frobeniusa, to elementy n-wymiarowego regulatora K
wyznacza si¢ z zaleznosci

ki =Ci1—ai_1, 1= 1, 2, o N (690)
przy czym K = [kl ky ... kn].

W ogblnym przypadku, gdy réwnanie stanu nie jest w postaci kanonicznej Fro-
beniusa, macierz parametroOw regulatora okresla si¢ z rownania

K, =KP (6.91)
gdzie P jest nieosobliwg macierzg transformacji liniowej

x (k) = Px(k) (6.92)

uktadu (6.86) do postaci kanonicznej Frobeniusa.
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Przyktad 6.5

Zaprojektowa¢ uktad regulacji z regulatorem parametrycznym, aby dla obiek-
tu z przyktadu 6.4 réwnanie charakterystyczne ukladu posiadato pierwiastki:

z2f =25 =0.
Rozwigzanie
Wielomian charakterystyczny obiektu ma postac
det[zf — A]=2z2 -4z +5 (6.93)

natomiast zadana posta¢ wielomianu charakterystycznego ukladu zamknigtego
wynika z zadanych warto$ci pierwiastkow

(z—z{)z—-23)=(z=0)(z—0) = 2> (6.94)

Wspotrzedne wektora K wyznaczono z zaleznosci (6.90):
k] =Cy)—qQ =0-5=-5

(6.95)
kz =C — 20—(—4)24

a wigc
K=[k kl=l[rag -a]=[-5 4] (6.96)

Poniewaz model matematyczny nie jest dany w postaci kanonicznej Frobeniusa,

p=| 6.97
=1 (6.97)

K =KP=[-1 4] (6.98)

wigc macierz transformujaca

a stad

Z przedstawionego przyktadu wynika wniosek, ze jezeli przyj¢to zadane potoze-
nie warto$ci wiasnych ukladu zamknietego w poczatku uktadu wspoétrzednych, to
przedstawiona metoda syntezy regulatora sprowadzi si¢ do metody omoéwionej po-
przednio (patrz rownanie (6.73)), a wiec proces przejsciowy uktadu trwaé bedzie nie
dhuzej niz n okreséw probkowania 7. Jesli natomiast zatozy si¢ inne potozenie warto-
$ci wiasnych uktadu zamknigtego, proces przejsciowy trwat bedzie znacznie dtuze;.
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6.5.3. Wyznaczanie wartosci parametréw klasycznych
algorytmoéw regulaciji

Do wyznaczania wartosci parametréw podstawowych regulatorow dyskretnych,
przy znanym okresie probkowania 7, sa wykorzystywane modyfikacje metody
Zieglera-Nicholsa, znane dla uktadéow ciggtych. Ot6z znajac krytyczny wspolczyn-
nik wzmocnienia k&, regulatora proporcjonalnego i okres drgan 7, uktadu regulacji
znajdujacego si¢ blisko lub na granicy stabilno$ci, wartosci parametrow regulatora
wyznacza si¢ z nastepujacych zaleznosci [18]:

— dla regulatora P

k, =05k, (6.99)
— dla regulatora PI
k, = (0,45 -0,27 i]kkr , I O,54kki (6.100)
Tos Tl kaos

przy czym stosuje si¢ mniejsze wartosci, jezeli T =417, 11 — zastgpcze

opoznienie odpowiedzi czasowej uktadu (rys. 6.13),

— dla regulatora PID
k, =kk,,(0,6—0,6LJ, T o bl Ta_3 kel (6.101)
oS T; kpTos T 40 k,T,,

przy czym stosuje si¢ tylko dla 7 < 27; .

4 h(kT)

T, T

Rys. 6.13. Odpowiedz skokowa obiektu
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Jezeli odpowiedz obiektu jest o charakterze aperiodycznym (rys. 6.13), to na-
stawy przyjmuja wartosci:

— dla regulatora P

T
p =2 (6.102)
h+T,
— dla regulatora PI
097 0,135T,T T 02717 6.103
P +05T 20T 2 (6.103)
1ty (T +0,57) i ky(Ty +0,5T)
— dla regulatora PID
12T, 0307 T 0607 Ty _05T < 1oa
P AT 2 T omsosrt Tk O
1 (T, +0,57) i k,(T +0,57) »

przy czym nastaw tych nie stosuje si¢ dla 77/T — 0.

W wielu przypadkach tak okre§lone nastawy sa warto$ciami poczatkowymi dla
poszukiwania parametrow optymalnych. Do okre$lania parametrow regulatorow
stosuje si¢ takze inne metody, gtéwnie metody optymalizacji statyczne;.
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PYTANIA

Pytania do rozdziatu 1

1.1.

1.2.
1.3.

1.4.
1.5.
1.6.

Wyjasni¢ pojecia: automatyka, automatyzacja, teoria sterowania, sterowanie
reczne, sterowanie automatyczne.

Scharakteryzowac¢ krotko historie rozwoju automatyki.

Wyjasni¢ istote sterowania w ukladzie zamknietym i w uktadzie otwartym.
Poda¢ przyktady.

Czym r6zni si¢ sterowanie od regulacji?
Omowic¢ wady i zalety sterowania w uktadzie otwartym i zamknigtym.

Wyjasni¢ pojecia: sygnal wejsciowy, sygnat wyjsciowy, sygnat uchybu, regu-
lator, czton wykonawczy, obiekt sterowania, sprzezenie zwrotne, przetwornik
pomiarowy.

Pytania do rozdzialu 2

2.1.

2.2.

2.3.
24.
2.5.
2.6.

2.7.

2.8.

2.9.
2.10.
2.11.
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Przedstawi¢ istote oraz podstawowe wilasciwosci ciaglego przeksztatcenia
Laplace’a.

Przedstawi¢ sposob wyznaczania oryginatlu transformaty Laplace’a na pod-
stawie:

— metody rozktadu na utamki proste,

— metody residudow,

— rozktadu sygnatu wejsciowego na sktadniki.

Omowic problem dyskretyzacji sygnatu ciagglego.

Scharakteryzowac¢ strukture uktadu dyskretnego.

Poda¢ przyktad kwantyzacji oraz probkowania sygnatu.

Jaka funkcje w uktadzie sterowania speinia impulsator (przetwornik analo-
gowo-cyfrowy)?

Jaka funkcje w ukladzie sterowania spelnia ekstrapolator (przetwornik cy-
frowo-analogowy)?

Narysowac¢ przyktadowe widmo ciaglego i dyskretnego sygnatu harmonicz-
nego.

Sformutowa¢ twierdzenia Shannona-Kotielnikowa.
Podac istote i podstawowe wiasciwosci dyskretnego przeksztatcenia =
Omoéwi¢ metody odwrotnego przeksztatcenia 2.



Pytania do rozdzialu 3

3.1.
3.2.
3.3.
3.4.

3.5.

3.6.

3.7.
3.8.
3.9.

3.10.

3.11.

Wymieni¢ podstawowe formy opisu uktadu dynamicznego.
Przedstawi¢ opis uktadu za pomocg rownan rézniczkowych.
Przedstawi¢ opis uktadu za pomocg rownan réznicowych.

Scharakteryzowa¢ opis uktadu ciaglego i dyskretnego za pomoca transmitan-
cji operatorowe;j.

Scharakteryzowa¢ opis uktadu ciaglego i dyskretnego za pomoca transmitan-
cji widmowe;j.

Co to jest charakterystyka statyczna ukltadu? Podaj sposdb jej wyznaczenia na
podstawie eksperymentu, rownania rozniczkowego i transmitancji operatorowe;.
Przedstawi¢ opis uktadu ciaglego za pomoca réwnan stanu.

Przedstawi¢ opis uktadu dyskretnego za pomocg rownan stanu.

Wyprowadzi¢ zwigzek miedzy rownaniami stanu a transmitancja dla ukladu
ciaglego i dyskretnego.

Omowi¢ podstawowe charakterystyki czasowe uktadu cigglego i1 dyskretnego.
Analityczne i eksperymentalne wyznaczanie charakterystyk czestotliwosciowych.

Pytania do rozdziatlu 4

4.1.
4.2.
4.3.
4.4.
4.5.

4.6.

4.7.
4.8.

4.9.
4.10.

4.11.

Wymieni¢ i omowi¢ standardowe sygnaly wymuszajace.

Scharakteryzowac klasyczne metody analizy.

Omowic¢ operatorowe metody analizy.

Jakie sg podstawowe zasady budowy schematow blokowych?

Podstawowe metody przeksztatcania schematéw blokowych — omowié i1 po-
da¢ przyktady.

Wyprowadzi¢ zalezno$ci okreslajace transmitancje cigglego i dyskretnego
uktadu: otwartego, zamknigtego oraz uchybows.

Omoéwi¢ metody dyskretnej aproksymacii uktadéw ciaglych.

Wymieni¢ i poda¢ interpretacje¢ fizyczng podstawowych parametrow czionow
dynamicznych. Oblicz parametry dla zadanej postaci transmitancji uktadu.

Przedstawi¢ problem wyznaczania uchybu ustalonego.

Omowi¢ podstawowe cztony dynamiczne (proporcjonalny, inercyjny pierwsze-
go rzedu, catkujace, rozniczkujace, inercyjne drugiego rzedu i opdzniajacy).
Zapisac¢ transmitancje uktadu ciagtego bez zer i z zerami w przestrzeni stanow.
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4.12.

4.13.
4.14.

Zapisa¢ transmitancj¢ uktadu dyskretnego bez zer i z zerami w przestrzeni
stanow.

Co to sa warto$ci whasne uktadu?

Odpowiedz czasowa uktadu swobodnego i wymuszonego, opisanego rowna-
niami stanu.

Pytania do rozdziatu 5

5.1.

5.2.

5.3.

5.4.
5.5.
5.6.

Wyjasni¢ pojecia: uktad stabilny asymptotycznie, stabilny nieasymptotycznie,
stabilny globalnie, stabilny lokalnie i niestabilny.

Co to jest punkt (stan) rownowagi?

Poda¢ warunek konieczny i wystarczajacy stabilnosci asymptotycznej uktadu
ciaglego.

Algebraiczne kryteria stabilnosci ciagtych uktadow dynamicznych.
Czestotliwosciowe kryteria stabilnosci ciaglych uktadow dynamicznych.

Poda¢ warunek konieczny i wystarczajacy stabilno$ci asymptotycznej uktadu
dyskretnego.

Pytania do rozdziatu 6

6.1.
6.2.

6.3.
6.4.
6.5.

6.6.

6.7.
6.8.

6.9.
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Przedstawic¢ istote problemu syntezy uktadu regulacji.

Napisa¢ transmitancje oraz narysowac charakterystyki skokowe i czestotliwo-
sciowe podstawowych regulatoréw analogowych.

Napisa¢ rownania réznicowe podstawowych regulatorow dyskretnych.
Wymieni¢ metody zwigkszenia doktadnos$ci statycznej uktadu.

Synteza uktadoéw regulacji bazujaca na rozktadzie pierwiastkéw roéwnania
charakterystycznego.

Scharakteryzowa¢ metody czasowe syntezy ciaglych i dyskretnych uktadow
regulacji (zasada Zieglera-Nicholsa).

Scharakteryzowa¢ metody przestrzeni standw syntezy ukladéw ciaghych.

Przedstawi¢ sposob wyznaczenia transmitancji regulatora dla zadanej trans-
mitancji dyskretnego uktadu zamkniegtego.

Scharakteryzowa¢ metody przestrzeni stanow syntezy uktadéw dyskretnych.



ZADANIA

Zadania do rozdziatu 2

Zadanie 2.1. Wyznaczy¢ transformaty Laplace’a funkcji przedstawionych na rys. Z.2.1.

Q) Af(t) b) Af(t) ¢ Af(t)
a 2 3t---
T t 1 2t 2 5 ¢
fit) ) Af()
h |_| |_| 2
12 34 5 t 0 2 4 6t

Rys. Z.2.1. Wykresy funkcji

Zadanie 2.2. Dane s3 transformaty Y(s) odpowiedzi uktadu. Wyznaczy¢ wartosci
ustalone tych odpowiedzi

Q) Y(s)=—s b) Y(9)=—5——
s(s” +3s+2) s7(s+2)

Zadanie 2.3. Korzystajac z metody rozktadu na utamki proste, wyznaczy¢ orygina-
ly transformat:

Yis)—— St2 b) Y(s)m— L
D Y= TG+ ) 1) (s+2)%(s +3)
¢) Y(s)= 2s+2

s7(s+1)

Zadanie 2.4. Korzystajac z metody residuum, wyznaczy¢ oryginaty transformat
podanych w zadaniu 2.3.

Zadanie 2.5. Stosujac metode rozkladu na utamki proste, wyznaczy¢ oryginaty
nastgpujacych transformat:

B 1 _ z+0,5
) &= TG 05 b Y@=z 106
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z+1 z+0,1

0) ¥(2)= > d) ¥(2)= s
(z+0.5) (z+0,2)%(z+0,5)

Zadanie 2.6. Stosujac metodg szeregu potggowego, wyznaczy¢ oryginaty w chwi-
lach n =0, 1, 2, 3 dla nastepujacych transformat:

z+1 22

b) Y(z)=

a) Y(z)= S —
+0,5 22 42z41

Zadanie 2.7. Stosujac metode residudow, wyznaczy¢ oryginaly transformat przed-
stawionych w zadaniu 2.6.

Zadania do rozdziatu 3

Zadanie 3.1. Dane sg rownania réznicowe:
a) y(k)=u(k)-"2uk-1)+y(k-1)-3y(k-2)
b) y(k+1)=u(k)-5u(k—-2)+ y(k)-2y(k—-1)+ y(k—-2)

Wyznaczy¢ transmitancje dyskretne.

Zadanie 3.2. Wyznaczy¢ transmitancje dla danych rownan stanu:

. 0 1 0
a) x(t)={_1 _2}x(t)+L} u(t)

, 1 1 1
b) x(t){o _Jx(t)+u u(?)

Zadanie 3.3. Wyznaczy¢ transmitancje dyskretne dla danych réwnan stanu:

x(k+1)= : x(k)+ u(k
a) ( ) I 1 2_ () _1_ ()
b) x(k+1 —_ 1 1_Xk +_1_uk
) ( ) _0 2_ () _2_ ()

Zadanie 3.4. Wykresli¢ charakterystyki czestotliwosciowe (amplitudowo-fazowe
oraz logarytmiczne) dla uktadéw o nastgpujacych transmitancjach:
00 10

1
) GO="00 b G =1005
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Zadania do rozdziatu 4

Zadanie 4.1. Rozwigzac¢ nast¢pujace rOwnania rozniczkowe:

a) y+5y+4y=0 y(0)=0, y(0)=1
b) y+2y+2y=1 y(0)=2, 0)=0
©) y+y+y=2t y(0)=y(0)=0

Zadanie 4.2. Wyznaczy¢ odpowiedz impulsowg 1 skokowa nastgpujacych uktadow:

2) G(s) =ﬁ

N

Ve

Zadanie 4.3. Wyznaczy¢ odpowiedz impulsowg 1 skokowa nastgpujacych uktadow:

z+1

2 G@)=77 0,5

b) G(z)= z .
(z+0,1)(z +0,2)

Zadanie 4.4. Dla ukladu z jednostkowym sprzezeniem zwrotnym nalezy wyzna-
czy¢ warto$¢ uchybu w stanie ustalonym, jezeli transmitancja uktadu otwartego
jest nastepujaca:

50 k
= b) G,(s)=————
(s+D(s+2) s(s+1)(s+5)

a sygnat sterujacy przyjmuje postaé:

D) u@®)=1(t); 2) u(t)=t; 3u(t)=t>

a) Gy(s)

Zadanie 4.5. Wyznaczy¢ warto$¢ ustalong uchybu w uktadzie regulacji przedsta-
wionym na rys. Z.4.1, przy czym u(t) = 1(¢), a z(¢) = 2t.

Z(s)

_l’_
U(s ESf 4 1 Y(s)
N

s+2

Rys. Z.4.1. Schemat blokowy uktadu regulacji
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Zadanie 4.6. Zapisz podane nizej rownania rézniczkowe w przestrzeni stanow:
a) y+2y+y=2u, ) V+5y+4y+y=2u+u
b) y+5y+6y=u d) y+y+2y=u+3u+2i

Zadanie 4.7. Zapisa¢ w postaci rownan stanu nastepujace transmitancje dyskretne:

z+1
a) G(z)zz—
z-+z+1
2
z5+2z+1
b) G(z)=
z°+5z+2

Zadanie 4.8. Wyznaczy¢ odpowiedz czasowg uktadow:

: 0 1 3
a) x(t)={_2 _3}x(t), x(O)=L}

) 0 1 2 0
b) x(t){_2 _3}x([)—{0}u(1§), x(O):{O}, u(t)=1(r)

Zadania do rozdziatu 5

Zadanie 5.1. Zbadac¢ stabilnos¢ uktadu, gdy dana jest jego transmitancja:

10s + 45
a) G(s)=
) G 25 +253 + 75 +65+3
2
s +10
b) G(s)=
) 60) 45° +10s* +10s° + 205> +5+1
s+5
¢) G(s)=——"——
) Gs) st +557+4
d) G(s)= 1

s*+5t+10s —11s+1
Zadanie 5.2. Okresli¢ stabilno$¢ uktadu zamknigtego, jesli jest dana transmitancja
uktadu otwartego. Okresli¢ zapas stabilnosci:

10 10
s(s+2) b) Gls)= s(s+2)(s —1)

a) G(s)=
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Zadanie 5.3. Korzystajac z algebraicznych kryteriow stabilno$ci zbadac stabilno$¢
uktadu przedstawionego na rys. Z.5.1.

W(s)~E(s) 1-¢*T 2 Y(s)
_? T s s(s+2) i’

Rys. Z.5.1. Schemat blokowy uktadu regulacji

Zadania do rozdziatu 6

Zadanie 6.1. Dany jest obiekt regulacji o transmitancji

1

)= e

Zaprojektowac uktad regulacji (dobrac¢ typ i parametry regulatora), zapewniajacy
stabilno$¢ uktadu.

Zadanie 6.2. Dany jest obiekt regulacji
Gls)=——
s7(s+1)

Zaprojektowac uktad regulacji, zapewniajacy stabilnos¢ uktadu.

Zadanie 6.3. Dla obiektu o transmitancji

10

)= ronGaD

Zaprojektowa¢ uktad regulacji, aby czas regulacji wynosit (w przyblizeniu) 10 sekund.

Zadanie 6.4. Dany jest obiekt regulacji o transmitancji

2

s2+3s+1

G(s) =

Dobraé typ i parametry regulatora, aby bieguny uktadu z regulatorem osiagnetly
wartos¢ —10.

191



Zadanie 6.5. Dany jest obiekt
1
G(s) = . s+
s°—=3s42
Dobra¢ wzmocnienia proporcjonalnych sprzezen zwrotnych od stanu (parametry
regulatora stanu) zapewniajacych stabilno$¢ asymptotyczng obiektu.

Zadanie 6.6. Dany jest obiekt

) -1 1 2 1 0
x(l)z{_2 _4}x(t)4{3}u(1), y(t):{o Jx(t)

Wyznaczy¢ macierz regulatora stanu, aby warto$ci wlasne uktadu skorygowanego
mialy wartosci: 4y =—6 1 4, =-7.
Zadanie 6.7. Dany jest obiekt

1
(z-1)?

G(2) =

Wyznaczy¢ transmitancje i réwnanie roéznicowe regulatora umiejscowionego
w torze glownym, aby:
— czas trwania stanu nieustalonego byl minimalny (regulator czasooptymalny),
— bieguny uktadu z regulatorem byty réwne: z; =z, =0,5.

Zadanie 6.8. Dany jest obiekt

1

G(z)=
@

Wyznaczy¢ parametry regulatora stanu, aby:
— czas trwania stanu nieustalonego byl minimalny (regulator czasooptymalny),
— wartosci wilasne uktadu z regulatorem byly rowne: 4, =4, =0,5.
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