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1. Wstęp 
 
 
 
 
 
 
 
 
Zagadnienia odwrotne od lat trzydziestych dwudziestego stulecia stanowiły wy-

zwanie dla matematyków i inżynierów. Jako zagadnienia źle postawione prowokowa-
ły do szukania matematycznych sposobów prowadzących do rozwiązań, a w miarę 
rozwoju metod numerycznych – także do eksperymentów numerycznych. Nieco 
uwag na ten temat można znaleźć w rozdziale drugim. 

Przez wiele lat uzyskanie rozwiązań obarczonych błędem 5-10% było sukce-
sem badaczy. Wiązało się to zarówno z naturą danych wejściowych, zwykle obar-
czonych błędem, jak i niedostatkiem metod obliczeniowych, które w miarę upływu 
lat dopiero się rozwijały.  

Można powiedzieć, że artykuł Trefftza z 1926 roku, [T26], nie mógł wywrzeć 
większego wpływu na rozwój metod obliczeniowych do czasu dwóch wielkich prze-
łomów w naukach stosowanych: powstania metody elementów skończonych i upo-
wszechnienia metod numerycznych. Także matematycy – poza nielicznymi pracami, 
np. [RW56] – raczej nie poświęcali uwagi pomysłowi Trefftza. Dopiero w latach sie-
demdziesiątych idea Trefftza została odkryta na nowo powodując lawinę artykułów. 
W końcu 2009 roku wyszukiwarka Google Scholar na hasło „Trefftz” pokazywała ok. 
5000 artykułów (niektóre zapewne kilka razy, ale liczba ich i tak jest znaczna), zaś 
Google – ponad 123 000 witryn, gdzie słowo „Trefftz” jest wspomniane.  

Termin „metoda Trefftza” dość szybko zyskał sobie obywatelstwo w społeczno-
ści badaczy. Powstawały rozmaite jej odmiany i uogólnienia, które były przedsta-
wiane w kolejnych artykułach i wystąpieniach konferencyjnych.  

Do końca lat dziewięćdziesiątych dwudziestego wieku olbrzymia większość ar-
tykułów i wszystkie znane autorowi monografie omawiały metodę Trefftza w odnie-
sieniu do zagadnień stacjonarnych lub takich, w których czas został wyeliminowa-
ny. Prowadziło to do analizy problemów opisanych równaniem Laplace’a, Poisso-
na, Helmholtza, biharmonicznym i innymi, w których występowały tylko zmienne 
przestrzenne. Było to także związane z zastosowaniami metody elementów skoń-
czonych, także skonstruowanej z myślą o zagadnieniach stacjonarnych. Bardzo 
obszerny przegląd monografii i artykułów poświęconych metodzie Trefftza można 
znaleźć w opublikowanej w 2009 roku monografii Kołodzieja i Zielińskiego, [KZ09]. 
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Wśród badaczy, którzy wnieśli ogromny wkład w rozwój metody Trefftza, można 
wymienić, oprócz wspomnianych wyżej autorów monografii [KZ09], takie nazwiska 
jak Herrera, Jiroušek, Freitas, Zienkiewicz, Wróblewski i wielu innych. Szerszy 
przegląd literatury zawarty jest w rozdziale drugim oraz po części w każdym z po-
zostałych rozdziałów.  

Rozwój metody Trefttza w odniesieniu do zagadnień niestacjonarnych zainicjowa-
ła praca Rosenblooma i Widdera, [RW56], w której przedstawiono tzw. wielomiany 
cieplne, będące w istocie funkcjami Trefftza dla jednowymiarowego (w sensie prze-
strzennym) równania parabolicznego. Praca ta została dostrzeżona m.in. w artyku-
łach [PW69, R81, YFK83, LR84], lecz dopiero w pracach [R97, H99] i monografii 
[CF00] jej wyniki doczekały się rozwinięcia i uogólnienia na inne typy równań. Idea 
zawarta w pracy została znacznie poszerzona przede wszystkim we wspomnianej 
już monografii [CF00], w której m.in. przedstawiono różne sposoby generowania 
funkcji Trefftza dla liniowych równań różniczkowych cząstkowych, wskazano sposób 
uwzględniania niejednorodności, jak również przedstawiono przykłady zastosowań 
funkcji Trefftza (nazywanych tam wielomianami cieplnymi lub funkcjami rozwiązują-
cymi) w odniesieniu do stacjonarnych i niestacjonarnych zagadnień wymiany ciepła 
(także w 2D i w 3D). Ponadto wyprowadzono tam funkcje Trefftza dla jednowymia-
rowego równania falowego.  

Badania dotyczące zastosowań funkcji Trefftza do rozwiązywania zagadnień od-
wrotnych, zainicjowane pracą [H99] były następnie rozwijane w dwóch ośrodkach: na 
Politechnice Świętokrzyskiej w Kielcach oraz na Politechnice Poznańskiej. Wynikiem 
współpracy tych dwóch ośrodków w pierwszej dekadzie XXI wieku było m.in. ok. 
dziesięć rozpraw doktorskich, poświęconych metodzie Trefftza w odniesieniu do 
zagadnień niestacjonarnych oraz jedna praca habilitacyjna, a ponadto kilkadziesiąt 
artykułów i wystąpień konferencyjnych. Funkcje Trefftza zostały zbadane i zastoso-
wane w odniesieniu do zagadnień niestacjonarnych wymiany ciepła, ruchu falowego, 
elastokinetyki, zagadnień niestacjonarnych dotyczących belek i płyt, a także w od-
niesieniu do wielu problemów stacjonarnych.  

Stan wiedzy na temat funkcji Trefftza w odniesieniu do zagadnień stacjonarnych 
dobrze ilustrują tablice, przedstawione w rozdziale 3 monografii [KZ09], a także po 
części w pracach [Z95, Q00, CLS09, Q09] i innych, w której przedstawiono układy 
T-funkcji (układy zupełne funkcji Trefftza) dla różnych równań różniczkowych 
cząstkowych.  

Zastosowania funkcji Trefftza w rozwiązywaniu zagadnień odwrotnych nie do-
czekały się, jak dotąd, opracowania w formie monografii. Mam nadzieję, że niniej-
sza książka zainteresuje czytelników zarówno ze względu na przedstawione ukła-
dy funkcji Trefftza dla wielu zagadnień niestacjonarnych, jak i ze względu na 
przedstawione zastosowania ich do rozwiązywania zagadnień odwrotnych. 
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Książka przeznaczona jest dla pracowników naukowych i studentów wyższych 
lat studiów. W niektórych rozdziałach zawarte są pojęcia z zakresu analizy funk-
cjonalnej, takie jak przestrzenie Sobolewa, przestrzenie Hilberta, funkcje Bessela, 
operatory ograniczone, nieograniczone, pojęcia funkcjonału, zagadnienia Cau-
chy’ego, transformacji Radona, przestrzeń Kryłowa. Pojęcia te są potrzebne do 
zachowania poprawności matematycznej, jednak w głównym nurcie rozważań 
(rozdziały 3-7) ich znaczenie dla zrozumienia treści książki jest nieznaczne lub 
wprowadzone pojęcia są przedstawione w formie zastosowań, co ułatwia zarówno 
przyswojenie sobie nazewnictwa jak i zrozumienie istoty tych pojęć.  

Układ książki jest następujący: 

Rozdział drugi poświęcono podstawowym pojęciom dotyczącym zagadnień od-
wrotnych i zagadnień źle postawionych. Czytelnik, który chce od razu przejść do 
rozdziału trzeciego, może rozdział drugi opuścić. 

W rozdziale trzecim omówiono w ogólnych zarysach metodę Trefftza, a następnie 
przedstawiono układy funkcji Trefftza kolejno dla równania Laplace’a, równania 
przewodnictwa cieplnego, równania falowego, równania Helmholtza, równań drgań 
belki i drgań płyty, równania biharmonicznego, dla zagadnień elastostatyki i dla za-
gadnień elastokinetyki. W ostatnim podrozdziale omówiono inne rodzaje T-funkcji, 
opierając się na pracy [Z95].  

W rozdziale czwartym omówiono przedstawione w literaturze metody matematycz-
ne noszące wspólną nazwę „metoda Trefftza”.  

Rozdziały piąty, szósty i siódmy poświęcono przykładom zastosowań funkcji 
Trefftza do rozwiązywania niestacjonarnych zagadnień odwrotnych identyfikacji 
wartości brzegowych poszukiwanych funkcji, identyfikacji współczynników oraz 
identyfikacji źródła.  

W rozdziale ósmym podano krótko uwagi dotyczące ewentualnych dalszych kie-
runków badań dotyczących funkcji Trefftza dla zagadnień niestacjonarnych.  

Cytowane prace zostały opisane pierwszymi literami nazwisk autora (autorów) 
tych prac oraz ostatnimi dwiema cyframi roku ich opublikowania. Taki sposób opisu 
artykułów i monografii spowodował, że w bibliografii nazwiska autorów zaczynają-
ce się na kolejne litery alfabetu podane są w obrębie tej litery (grupy liter) w kolej-
ności, wynikającej z ostatnich dwóch cyfr roku opublikowania tych artyku-
łów/monografii.  

Autor składa serdeczne podziekowania Recenzentowi, prof. dr hab. Inż. Ry-
szardowi Białeckiemu, za uwagi i sugestie, które przyczyniły się do wzbogacenia 
treści tej monografii.  

 



 



2. Zagadnienia odwrotne  
i zagadnienia źle postawione 

 
 
 
 
 
 
 

2.1. ZAGADNIENIA DOBRZE POSTAWIONE  
I ZAGADNIENIA ŹLE POSTAWIONE 

Problemy inżynierskie czy zjawiska fizyczne są modelowane matematycznie 
przez określenie równań różniczkowych (zwyczajnych lub cząstkowych) lub całko-
wych „rządzących” problemem, przez określenie kształtu, rodzaju (obszar jedno-
spójny, wielospójny) i wielkości obszaru, warunków początkowych i brzegowych, 
własności materiału mediów zawartych w obszarze, a także przez wewnętrzne 
źródła i zewnętrzne siły albo przyczyny, powodujące stan czy proces rozważany 
w modelowanym problemie. Jeżeli wszystkie informacje dotyczące matematyczne-
go modelu tego problemu są znane, mamy do czynienia z zagadnieniem analizy 
(albo z zagadnieniem bezpośrednim, często nazywanym prostym, ang. direct pro-
blem) i ogólnie rozważamy je jako dobrze postawione (ang. well-posed).  

Pojęcie „problem dobrze postawiony” wprowadził Jacques Hadamard [H02], wg 
którego dobrze postawiony model matematyczny zjawiska fizycznego powinien 
mieć następujące właściwości: 

 Definicja 2.1.1.  Problem jest nazywany dobrze postawionym, jeżeli: 

1) istnieje jego rozwiązanie (istnienie), 
2) jest ono jedyne (jednoznaczność), 
3) rozwiązanie zależy w sposób ciągły od danych wejściowych (stabilność). 

Typowe problemy dobrze postawione to np. zagadnienie Dirichleta dla równania 
Laplace’a czy równanie przewodnictwa cieplnego z określonym warunkiem po-
czątkowym i warunkami brzegowymi. 

Przy rozważaniu, czy zagadnienie jest dobrze postawione, szczególnie ważne 
jest zrozumienie warunków jednoznaczności. Definiuje się je osobno dla różnego 
typu modeli matematycznych opisujących zjawiska fizyczne. Z uwagi na to, że w 
niniejszej monografii – poza niektórymi przykładami przedstawionymi w rozdziale 
drugim – omawiane są zagadnienia opisane równaniami różniczkowymi liniowymi, 
warunki jednoznaczności rozwiązania można określić następująco: 
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− znany jest model matematyczny (równanie różniczkowe opisujące badane 
zjawisko), 

− znany jest obszar, w którym zachodzi (ma miejsce) badane zjawisko,  
− znane są parametry fizyczne, wchodzące w skład współczynników w tym mo-

delu matematycznym (tzn. znana jest postać funkcji opisujących te współ-
czynniki dla rozważanego zakresu zmiennych przestrzennych i czasowych 
oraz dla rozważanego zakresu zmienności poszukiwanej funkcji), 

− znane są tzw. wymuszenia, zwykle zapisywane po prawej stronie równań 
(nazywane źródłami, siłami masowymi lub skupionymi, …), 

− znane są warunki panujące na całym brzegu obszaru, w którym rozważany 
jest model matematyczny badanego zjawiska, przy czym wśród tych warun-
ków przynajmniej na części brzegu musi być sformułowany warunek Dirich-
leta (określający wartość funkcji na brzegu) lub warunek Robina (określający 
zależność pomiędzy funkcją a jej pochodną normalną na brzegu), 

− gdy rozważane zagadnienie jest niestacjonarne, znane muszą być warunki 
początkowe dla funkcji i jej pochodnych względem czasu do stopnia k – 1, 
gdzie k jest stopniem najwyższej pochodnej po czasie w równaniu różnicz-
kowym (równaniach różniczkowych), opisującym badane zjawisko.  

Jeżeli któryś ze wspomnianych w definicji 2.1.1 warunków jest nieznany albo nie-
dostępny, lub informacja np. o warunkach brzegowych jest niekompletna (na części 
brzegu warunek jest nieznany), wówczas mówimy o zagadnieniu odwrotnym (ang. 
indirect albo inverse problem). Takie problemy uważane są za źle postawione (ang. 
ill-posed) i często są nierozwiązywalne. W ogólności mogą mieć one więcej niż jedno 
rozwiązanie, w którym/których zależność od danych wejściowych jest nieciągła.  

Jednoznaczność rozwiązania zagadnienia odwrotnego często jest niełatwa do 
wykazania. Jest to ważna sprawa. Jeżeli jednoznaczność nie jest zagwarantowana 
przez dane wejściowe, to albo potrzebne są dodatkowe dane, albo zbiór dopusz-
czalnych rozwiązań musi zostać ograniczony przy użyciu z góry zadanych informa-
cji o rozwiązaniu. Innymi słowy, remedium na niejednoznaczność może być prze-
formułowanie problemu.  

Wśród wspomnianych trzech kryteriów Hadamarda najbardziej delikatnym i naj-
trudniejszym do spełnienia lub wykazania jest kryterium trzecie. Nieunikniony pod-
czas pomiarów błąd zaokrągleń może bowiem zostać podczas obliczeń numerycz-
nych silnie wzmocniony, a ich wyniki mogą okazać się całkowicie bezsensowne.  

Aż do początku XX wieku wierzono, że dla problemów „naturalnych” rozwiąza-
nie będzie zawsze zależało w sposób ciągły od danych wejściowych (Natura nie 
czyni skoków. Arystoteles). Jeśli tak nie było, matematyczny model problemu był 
uważany za nieadekwatny. To z tego powodu takie problemy były nazywane źle 
postawionymi (ill-posed albo badly posed). 
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Dopiero w drugiej połowie XX wieku zdano sobie sprawę z tego, że olbrzymia 
liczba problemów pojawiających się w naukach ścisłych i w technice to zagadnienia 
źle postawione. To stało się przyczyną badań i poszukiwań stabilnych, a także wy-
starczająco dokładnych metod numerycznego rozwiązywania tych zagadnień. Dzisiaj 
odwrotne i źle postawione zagadnienia są wciąż obszarem aktywnych badań. Znaj-
duje to odbicie w dużej liczbie naukowych periodyków, np. “Inverse Problems”, “In-
ternational Journal of Inverse and Ill-Posed Problems”, “Inverse Problems in Science 
and Engeneering” i monografii, [L67, TA77, G83, G84, BBS85, H86, B87, L89, M93, 
A94, BG95, T95, KN95, K96, D98, I98, D99, EHN00, OO00, POV00, P01, LALP03, 
R04, ATB05] oraz w wielu innych publikacjach. O roli funkcji Trefftza w rozwiązywa-
niu zagadnień odwrotnych wydano – jak dotąd – jedną monografię; zakres omawia-
nych tam zagadnień ograniczony został do zagadnień mechaniki, [M09].  

Tak więc potrzeba studiowania i szukania metod rozwiązywania zagadnień źle 
postawionych i zagadnień odwrotnych wywodzi się z konieczności uzyskania wia-
rygodnych wyników obliczeń bazujących na danych pomiarowych, równaniach 
modelujących badany proces czy parametrach fizycznych, użytych do obliczeń, 
a obarczonych błędem.  

Zagadnienia odwrotne mogą zostać sklasyfikowane następująco [DMD99, T99]: 
1. Zagadnienia określania kształtu obszaru. 
2. Zagadnienia identyfikacji wartości brzegowych/początkowych. 
3. Zagadnienia identyfikacji źródeł, sił i wymuszeń. 
4. Zagadnienia identyfikacji własności materiałów (zagadnienia współczynnikowe). 
5. Zagadnienia określania równań(nia) rządzących(cego). 

Zagadnienia odwrotne są możliwe do rozwiązania, jeżeli dostarczona jest do-
datkowa informacja i jeżeli zastosowane są odpowiednie algorytmy numeryczne. 
Jeśli przestrzeń danych jest zdefiniowana jako zbiór rozwiązań zagadnienia pro-
stego, istnienie rozwiązania zagadnienia odwrotnego jest oczywiste. Jednakże 
rozwiązanie może nie istnieć, jeżeli te dane są zaburzone. Do takiego problemu 
odniesiemy się w dalszej części tekstu.  

Ogólnie można powiedzieć, że zagadnienia odwrotne to problemy, które wiążą 
pomiary, metody matematyczne i numeryczne oraz inżynierskie wyczucie, [GC80]. 
Pomiarów zwykle dokonuje się w miejscach łatwo dostępnych, zaś zastosowane 
algorytmy obliczeniowe mają na celu wyeliminowanie lub zminimalizowanie wpływu 
błędu pomiaru czy błędu metody matematycznej na wyniki.  

2.2. NAJPROSTSZE PROBLEMY ŹLE POSTAWIONE  

Parametry rozważanego procesu czy obiektu technicznego, którego zachowa-
nie się bada, nigdy nie są absolutnie niezależne od procesu czy od czasu. Podle-
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gają one niekontrolowanym zmianom, często bardzo niewielkim, lecz ważnym 
z punktu widzenia obliczeń. Rozważając matematyczny model jakiegoś procesu 
fizycznego, należy rozróżnić dwa rodzaje wartości współczynników, używanych 
w obliczeniach, a mianowicie wartości nominalne (używane do obliczeń; oznaczmy 
je ain) i wartości rzeczywiste (realne, „prawdziwe”, dokładne, których tak naprawdę 
nigdy nie znamy); oznaczmy je air. Można jedynie stwierdzić, że ich wartość mieści 
się w pewnych granicach [PS05]:  

( ) ( ) .11 inirin aaa εε +≤≤−  (2.1) 

Tutaj 1<<ε  i ε > 0. Tak więc dla rzeczywistych wartości współczynników znane są 
jedynie oszacowania wynikające z dokładności przyrządów i metod, jakimi je wyzna-
czano, a wielkość inaε±  przedstawia błąd wartości nominalnej współczynników.  

Na ile jest to istotne, pokazują podane dalej przykłady.  
 

PRZYKŁAD 2.2.1 

Rozważmy wielomian drugiego stopnia: 

.122 +− xx  

Jak wiadomo, ten wielomian ma jedno podwójne miejsce zerowe x1 = x2 = 1.  
Przyjmijmy teraz, że ten sam wielomian opisuje stan jakiegoś układu fizycznego, 
przy czym wyraz wolny jest uzyskany na podstawie pomiarów, czyli jest reprezen-
towany przez wartość nominalną. Jeśli wartość rzeczywista tego współczynnika 
jest na przykład równa 1 + ε, co będzie zgodne z dokładnością wynikającą z okre-
ślających go pomiarów, to poszukiwanie miejsca zerowego prowadzi – dla dowol-
nie małego dodatniego ε do wyniku: 

( ) εε −±−=+−±−= 11112,1x . 

Jeśli rozważania mają dotyczyć jedynie rozwiązań rzeczywistych, to widoczne jest, 
że dla dowolnie małego dodatniego ε rozwiązanie nie istnieje. Skoro tak, to pro-
blem znalezienia miejsc zerowych wielomianu, stanowiącego matematyczny model 
jakiegoś stanu fizycznego, w którym wyraz wolny jest uzyskany w wyniku pomia-
rów, nie zależy w sposób ciągły od danych wejściowych, czyli nie jest spełniony 
warunek stabilności. Tak więc problem okazuje się być źle postawiony w sensie 
Hadamarda.  
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PRZYKŁAD 2.2.2 

Rozważmy układ dwóch równań z dwiema niewiadomymi x i y:  

⎩
⎨
⎧

=+
=+

22221

11211

byaxa
byaxa

 

Na płaszczyźnie 0XY ten układ równań określa albo dwie proste równoległe, albo 
jedną prostą, albo punkt, leżący na przecięciu dwóch prostych nierównoległych. 
Niech współczynnik a21 określony będzie w wyniku pomiarów z dokładnością ε 
taką, że 1≤ε . Niech powyższy układ ma – przy konkretnych wartościach współ-

czynników – postać: 

⎩
⎨
⎧

=++
=+

1)1(
1,11,1

yx
yx

ε
 

Wyznacznik główny tego układu równań jest równy 0,1 – ε, a rozwiązanie ma postać  

x = 1/(1 – 10ε) , 

y = –11ε/(1 – 10ε). 

Wartości x  i  y  w zależności od ε  układają się następująco: 

jeżeli 001,0≤ε , to 01,199,0 ≤≤ x , ,01089,00111,0 ≤≤− y  

jeżeli ,01,0≤ε  to 1,1909,0 ≤≤ x , ,1,01222,0 ≤≤− y  

jeżeli ,1,0≤ε  to ∞≤≤ x5,0 , .55,0≤≤∞− y  

Błąd rozwiązania rośnie szybciej niż błąd współczynnika. Co więcej, wartości bez-
względne rozwiązania rosną ze wzrostem ε; są one dowolnie duże, gdy ε jest do-
wolnie bliskie 0,1.  
Wynika to z faktu, iż wyznacznik główny staje się wtedy dowolnie mały. Taki układ 
równań nazywa się często źle uwarunkowanym (ang. ill-conditioned). 
Z nierówności (2.1) wynika, że jeśli wartość nominalna współczynnika jest równa ze-
ro, jego wartość rzeczywista także jest równa zero. Oznacza to, że jeśli rozważa się 
pytanie czy problem jest dobrze postawiony, czy źle postawiony, bierze się pod uwa-
gę jedynie względną zmienność współczynnika, wynikającą z jego wartości nominal-
nej. Wykluczenie to jest oczywiste; w przeciwnym wypadku bardzo wiele zagadnień 
weszłoby do kategorii zagadnień źle postawionych. Dla przykładu równanie 
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001 =+ axa  można by rozważać jako równanie ,00 01
2 =++⋅ axax  tzn. jako rów-

nanie 001
2

2 =++ axaxa  ze współczynnikiem a2 = 0. Wówczas przy wartości współ-
czynnika a2 równej ε pojawiają się dwa pierwiastki równania kwadratowego, w ogól-
nym przypadku nieleżące blisko siebie. W takiej sytuacji zagadnienie znalezienia 
rozwiązania równania liniowego należałoby traktować jak problem źle postawiony. To 
samo dotyczyłoby zagadnienia szukania miejsc zerowych dowolnego wielomianu.  

 
PRZYKŁAD 2.2.3 

Rozważmy następujący problem brzegowy dla równania różniczkowego zwyczajnego: 

,02

2

=− y
dx

yd
 

,0)0( =y  

.)( bay =  

Rozwiązanie tego problemu ma postać: 

.
sin
sin)(

a
xbxy =  

Jeżeli wartość funkcji na brzegu jest zmierzona w punkcie o współrzędnej 
ε+= ax  (drobne błędy w określeniu warunków brzegowych zdarzają się), to roz-

wiązanie problemu będzie miało postać: 

( ).sin
sin)(1 ε+

=
a

xbxy  

Jeśli teraz, na przykład, ,επ −=a  to wartość bezwzględna różnicy obu rozwiązań 
może być dowolnie duża dla dowolnie małego ε.  
Warto tu dodać, że w odróżnieniu od rozważanego przypadku problemu brzego-
wego, problem Cauchy’ego jest zawsze dobrze postawiony. 

 
PRZYKŁAD 2.2.4 (różniczkowanie numeryczne) 

Różniczkowanie i całkowanie są dwoma zagadnieniami odwrotnymi względem 
siebie. Chociaż symboliczne różniczkowanie jest dużo prostsze niż symboliczne 
całkowanie, nazwiemy różniczkowanie zagadnieniem odwrotnym, jako że jest ono 
źle postawione w sensie przedstawionym niżej. Z tego powodu różniczkowanie 
okazuje się być bardziej delikatnym problemem z numerycznego punktu widzenia.  
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Zagadnienie proste określimy jako wyliczenie całki: 

( )( ) ( ) ]1,0[         :
0

∈= ∫ xdttxT
x

D dlaϕϕ  

dla danej funkcji C∈ϕ ([0,1]). 

Zagadnienie odwrotne jest więc zagadnieniem rozwiązania równania: 

gTD =ϕ  (2.2) 

dla danej funkcji Cg∈ ([0,1]), spełniającej warunek g(0) = 0, albo równoważny ϕ = g’. 

Oczywiście równanie gTD =ϕ  ma rozwiązanie ϕ  w C([0,1]) wtedy i tylko wtedy, 

gdy 1Cg∈ ([0,1]). Zagadnienie (2.2) byłoby więc dobrze postawione, gdyby funk-
cja g była mierzalna przy pomocy normy przestrzeni C1([0,1]). Chociaż jest to 
naturalny warunek, nie ma on zastosowania, jeśli dana funkcja wynika z pomiaru 
lub zawiera błędy zaokrągleń, które mogą być oszacowane tylko przy pomocy 
normy supremum1.  
Załóżmy, że dana jest funkcja zaburzona gδ ∈ C([0,1]), spełniająca nierówność: 

,δδ ≤−
∞

gg  

przy czym poziom zaburzeń określony jest jako 0 < δ < 1. Funkcje: 

( ) ( )
δ

δδ nxxgxgn sin: += ,        x ∈ [0,1], 

n = 1, 2, 3,... spełniają ograniczenia nałożone na zaburzenia. Ich pochodne mają 
postać: 

( ) ( ) ( )
δ

δ nxnxgxgn cos'
'

+= ,     x ∈ [0,1], 

skąd znajdujemy, że  

( ) .'
'

ngg =−
∞

δ  

                                                 
1 W przestrzeni wektorowej C ([0, 1]; R)  funkcji ciągłych na przedziale [0,1] dla każdej funkcji  f ∈ 

C ([0,1], R) definiuje się normę supremum jako    )(sup
]1,0[

xff
x∈

∞
=  
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Zatem gdy n → ∞, błąd rozwiązania może być dowolnie duży, chociaż zaburzenie 
danych jest ograniczone przez δ. To pokazuje, że zadanie określone związkiem 
(2.2) jest źle postawionym zagadnieniem w odniesieniu do normy supremum.  

Spójrzmy na przybliżone rozwiązanie problemu (2.2) z punktu widzenia ułamka 
opisującego centralą różnicę: 

( )( ) ( ) ( )
h

hxghxgxgRh 2
: −−+
= ,       x ∈ [0,1], 

dla h > 0. Aby operator (Rhg)(x) był dobrze określony dla x bliskich brzegom, zało-
żymy dla uproszczenia, że g jest okresowa z okresem równym 1. Rozwinięcie Tay-
lora funkcji  g pokazuje, że: 

,''
2

'
∞∞

≤− ghgRg h       jeżeli  g ∈ C2([0,1]), 

,'''
6

'
2

∞∞
≤− ghgRg h    jeżeli  g ∈ C3([0,1]). 

Dla danych zaburzonych, jeżeli g∈C2([0,1]), całkowity błąd może być oszacowany 
następująco:  

.''
2

''
h

ghgRgRgRggRg hhhh
δδδ +≤−+−≤−

∞∞∞∞
 

W tym oszacowaniu rozdzielony został całkowity błąd na błąd aproksymacji 

∞
− gRg h' , który dąży do zera, gdy h → ∞, oraz na błąd zaburzenia danych,  

Rhgδ – Rhg, który zwiększa się do nieskończoności, gdy h → 0, gdyż dla 
δδ ≤−

∞
gg  mamy: 

h
gRgR hh

δδ ≤−
∞

. 

Aby dostać dobre oszacowanie, musimy zachować równowagę pomiędzy tymi dwo-
ma członami opisującymi błędy przez dobry wybór parametru dyskretyzacji h. War-

tość minimalna prawej strony oszacowania błędu jest osiągnięta dla 
∞

=
''

2
g

h δ
. 

Przy takim wyborze h całkowity błąd jest rzędu: 

( ).' 2/1δOgRg h =−
∞

 (2.3)
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Jeżeli g ∈ C3([0,1]), podobne obliczenia pokazują, że dla ( ) 3/1'''/3 gh δ=  otrzy-

mujemy lepszy poziom zbieżności: 

( ).' 3/2δOgRg h =−
∞

 (2.4) 

Większa regularność funkcji g nie poprawia poziomu zbieżności pokazanego w (2.4) 
dla centralnej różnicy Rh. Można pokazać, że nawet dla schematów zawierających 
pochodne wyższych rzędów poziom zbieżności jest zawsze mniejszy niż ( )δO . Taki 

rząd zbieżności może być osiągnięty tylko dla zagadnień dobrze postawionych. 

Poziom zbieżności (2.4) odzwierciedla fakt, że stabilność zagadnienia odwrotnego 
może być określona, jeżeli dana jest informacja apriori:  

.'' Eg ≤
∞

 

Innymi słowy, ograniczenie operatora różniczkowego do zbioru }'':{: EggWE ≤=  

jest ciągłe względem normy supremum. Wynika to z oszacowania: 

( ) ( )

,2
2 21

21''
2

''
1

2121
'
2

'
1

∞
∞

∞

∞
∞

∞

−≤
−

+−≤

≤−+−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −≤−

ggE
h
gg

ggh

ggRggR
dx
dgg hh

 

które jest prawdziwe dla g1, g2 ∈ WE  z wyborem ./21 Eggh ∞−=   

Podczas rozważania przykładu 2.2.4 można było zauważyć wiele właściwości 
typowych dla problemów źle postawionych [H02]: 

− wzmocnienie błędów o wysokiej częstotliwości, 
− zależność źle postawionych problemów od wyboru normy, która jest często 

określana przez potrzeby praktyczne, 
− ustalenie stabilności przez informacje apriori, 
− ustępstwo dokładności na rzecz stabilności przy wyborze parametru dys-

kretyzacji, 
− zależność optymalnego wyboru parametru dyskretyzacji i poziomu zbieżno-

ści od gładkości rozwiązania. 

2.3. PRZYKŁADY ZAGADNIEŃ ODWROTNYCH 

W wielu sytuacjach wielkości, które trzeba określić są różne od tych, które moż-
na zmierzyć bezpośrednio. Jeśli zmierzone dane zależą w jakiś sposób od wielko-
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ści, które chcemy określić, wówczas dane te zawierają pewną informację o tych 
wielkościach. Jeśli wychodzimy od danych, które mogliśmy zmierzyć, próbując na 
ich podstawie oszacować potrzebne wielkości, wówczas mówimy o zagadnieniu 
odwrotnym. Czasami zagadnienia odwrotne określa się jako szukanie przyczyn, 
gdy znane są ich skutki. 

Poniżej podano kilka typowych zagadnień odwrotnych. 

2.3.1. Analiza obrazu 

Problem automatycznego obliczenia liczby gwiazd na fotografii nieba czy liczby 
czerwonych krwinek w próbce krwi staje się wyzwaniem wobec faktu, że gwiazdy, czy 
również krwinki mogą się nakładać jedna na drugą, lub mogą mieć różne kształty 
i rozmiary. W takim przypadku dane – to obraz zawierający obiekty do policzenia, za-
gadnienie (odwrotne) polega na wyznaczeniu ich liczby. Zagadnienie proste to rozrzu-
cenie znanej liczby obiektów na obszar, który następnie zostanie sfotografowany. 

2.3.2. Tomografia komputerowa 

W medycznej tomografii używającej promieni Roentgena próbuje się określić 
gęstość ϕ dwuwymiarowego przekroju ciała ludzkiego przez zmierzenie tłumienia 
(częściowego pochłaniania) promieni Roentgena. Zagadnienie proste polega na 
obliczeniu transformacji Radona R, gdy znana jest gęstość ϕ dwuwymiarowego 
przekroju ciała ludzkiego. Zagadnienie odwrotne polega na określeniu gęstości ϕ 
przy danej jej transformacji Radona, [N99].  

Aby mieć obraz wewnętrznych organów pacjenta, chcemy uzyskać obraz po-
przecznych przekrojów jego ciała bez naruszania tego ciała, plasterek po plaster-
ku. W tym celu promienie Roentgena są kierowane na ciało z różnych kierunków 
w celu utworzenia obrazów przekrojowych, do których wykorzystuje się złożenie 
wykonanych projekcji ciała.  

Jednakże jedyne pomiary, jakie można zrobić nieinwazyjnie, to pomiary całkowite-
go pochłaniania promieniowania wzdłuż linii przechodzących przez ciało. W wyniku 
prześwietlania otrzymuje się więc zbiór informacji o pochłanianym promieniowaniu 
wzdłuż tych linii (czyli zbiór całek z funkcji pochłaniania promieniowania przez po-
szczególne punkty ciała). Jest to zbiór „danych”. Na ich podstawie trzeba zrekonstru-
ować funkcje opisując pochłanianie promieniowania w poszczególnych punktach ciała.  

Jest to zagadnienie odwrotne określania struktury badanego materiału, a w isto-
cie swej zagadnienie identyfikacji miejsc pochłaniania promieniowania. Zagadnienie 
to rozwiązuje się – jak wspomniano wyżej – przy wykorzystaniu transformacji Rado-
na. Problem redukuje się do równania całkowego Abela z operatorem całkowym 
typu Volterry, [M06]. 
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2.3.3. Geofizyka  

Zagadnienia odwrotne odgrywają ważną rolę w geofizyce, jako że wnętrze Ziemi 
nie może być obserwowane bezpośrednio. Mierzalne są jednakże zaobserwowane 
na powierzchni skutki fal, które propagują się przez wnętrze Ziemi. Wykorzystując 
pomiary fal sejsmicznych określa się położenie epicentrum trzęsienia ziemi czy gę-
stość skał, przez które fale się propagują. Przy wywołaniu fali sejsmicznej w sposób 
sztuczny (przez kontrolowany wybuch na dużej głębokości) można w ten sposób 
niejako „prześwietlić” duży obszar, a dokonując w wielu miejscach pomiarów sygnału 
sejsmicznego, można otrzymać informację o pokładach geologicznych, przez które 
fala ta się propagowała. Jak w wielu przypadkach zagadnień odwrotnych, jest tu 
badany tzw. odwrotny problem wartości własnych, [D95, CG01]. 

2.3.4. Problemy nawigacji 

Podczas jazdy samochodem często pojawia się zagadnienie proste: jestem w tej 
chwili w takim a takim miejscu, w związku z czym moja średnia prędkość jest łatwa 
do obliczenia, a osiągnięty punkt na trasie pokazuje, czy jedziemy właściwą trasą.  

Natomiast podczas rejsu statkiem czy łodzią, a także podczas lotu samolotem 
dobrze jest umieć określić swoją pozycję w chwili czasu możliwie bliskiej rzeczywi-
stemu czasowi. Uzyskuje się to często przez wykonanie różnych pomiarów. Mogą 
to być takie pomiary, jak np. położenie względem naziemnych czy nawodnych 
punktów orientacyjnych, pozycja względem gwiazd lub satelitów czy też wzięcie 
pod uwagę poprzedniej pozycji i wykorzystanie informacji o prędkości własnej, 
prędkości wiatru i prądów wodnych oraz o kursie.  

W opisanym przypadku mamy do czynienia z zagadnieniem odwrotnym, a mia-
nowicie, jak użyć opisanych wyżej informacji, aby uzyskać spójny opis pozycji stat-
ku czy samolotu.  

W dobie GPS-ów takie zadanie wydaje się trywialne, ale jeszcze nie tak dawno 
GPS-ów nie było… 

2.3.5. Dopasowanie modelu do danych 

W pewnych modelach teoretycznych wartość jednej zmiennej, np. y, zależy od 
wartości drugiej, np. od x, poprzez równanie typu:  

32 dxcxbxay +++= . 

Wielomian po prawej stronie równania może być innego stopnia, może też za-
leżeć od więcej niż jednej zmiennej. Rozważając przedstawione równanie, można 
sformułować następujące zagadnienie:  
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Znany jest zbiór punktów ( )ii yx , , a określić trzeba wartości współczynników 
dcba     ,, i .  

Jest to zagadnienie odwrotne. Zagadnienie proste polega w tym przypadku na 
obliczeniu współrzędnych punktów ( )ii yx ,  na krzywej określonej równaniem o za-
danych współczynnikach dcba     ,, i . 

Oczywiście model może być bardziej skomplikowany i może zależeć od danych 
wejściowych nieliniowo, [E07]. 

Przykładem takiego problemu może być określenie czasu rozpadu połowicznego 
substancji radioaktywnej na podstawie pomiarów czasów, w których skutki rozpadu 
próbki przyjmują określone wartości. Innym przykładem może być dopasowanie zmian 
temperatury na odcinku krzywej w określonym przedziale czasu na podstawie pomia-
rów dokonanych w pewnych punktach tej krzywej i w pewnych chwilach czasu.  

2.3.6. Odtwarzanie niewyraźnego obrazu (odseparowanie zakłóceń) 

We wczesnych latach dziewięćdziesiątych XX wieku teleskop Hubble’a został 
wystrzelony na niską orbitę okołoziemską poza rozpraszającą sygnały atmosferę, 
aby dostarczyć obrazy o niespotykanej rozdzielczości. Niestety, wkrótce po wy-
strzeleniu wykryto błąd wykonania głównego lustra, powodujący poważne sferycz-
ne aberracje obrazu. Dlatego, zanim wahadłowiec Endeavour odwiedził teleskop 
w 1993 roku, aby usunąć ten błąd, astronomowie wykorzystali techniki zagadnień 
odwrotnych do poprawienia tych zaplamionych obrazów, [A95, LB91]. 

Problem odtworzenia niewyraźnej fotografii, przesłanego elektronicznie obrazu, 
który uległ zniekształceniu w trakcie transmisji, czy sygnału, który przeszedł po 
drodze do odbiorcy przez ośrodek działający jak filtr, to kolejny przykład zagadnie-
nia odwrotnego. Odpowiednim zagadnieniem prostym jest utworzenie takich zakłó-
conych informacji graficznych czy elektronicznych.  

Ten rodzaj zagadnień odwrotnych jest bardzo istotny w projektowaniu np. mo-
demów komputerowych, gdyż sygnał przesyłany przez linie telefoniczne często 
ulega zniekształceniu, które powinno zostać odseparowane, aby odzyskać orygi-
nalny sygnał. Prawdziwy obraz, ϕ, i zaplamiony obraz, g, są związane równaniem 
całkowym pierwszego rodzaju:  

( ) ( ) ( ),,''','',';, yxgdydxyxyxyxk =∫ ∫
+∞

∞−

+∞

∞−

ϕ  

gdzie k jest funkcją zakłócającą. Funkcja k(·; x0, y0) opisuje zaplamiony obraz przez 
źródło punktowe umieszczone w punkcie (x0, y0). Zwykle zakłada się, że funkcja k 
jest przestrzennie niezmienna, tzn. że: 
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( ) ( )','',';, yyxxhyxyxk −−= ,         ',,', yyxx  ∈ ℝ 

Funkcja h jest nazywana funkcją punktowego rozproszenia.  

Przy takim założeniu zagadnienie proste, jakim jest utworzenie sygnału zakłó-
conego przy znanym sygnale niezakłóconym i znanej funkcji punktowego rozpro-
szenia, jest opisane operatorem splotowym: 

( )( ) ( ) ( ) ( )yxgdydxyxyyxxhyxTDB ,''','',':, =−−= ∫ ∫
+∞

∞−

+∞

∞−

ϕϕ . (2.5) 

Przy rozwiązywaniu zagadnienia odwrotnego wielkością znaną jest sygnał za-
kłócony g, a poszukiwany jest sygnał prawdziwy ϕ. Rozwiązanie zagadnienia od-
wrotnego gTDB =ϕ  może być wyznaczone przy pomocy transformacji Fouriera. 

W wielu zastosowaniach związanych z odzyskiwaniem obrazu, kluczowym pro-
blemem jest znalezienie funkcji punktowego rozproszenia. 

2.3.7. Obiekty w Kosmosie 

Rozważmy ciało w Kosmosie, zajmujące ograniczony obszar Ω. Gęstość masy 
tego obiektu niech będzie opisana funkcją ρ(x, y, z). Takie ciało wytwarza w prze-
strzeni pole grawitacyjne. Przy znanym obszarze Ω i funkcji ρ(x, y, z) potencjał 
tego obiektu w dowolnym punkcie (x, y, z) jest określony wzorem: 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

.,,,,
222∫∫∫

Ω −+−+−
=

ζηξ

ζηξζηξρ

zyx

dddzyxu  

Tak sformułowane jest zagadnienie proste. Zagadnienie odwrotne brzmi następująco:  

Obszar Ω i funkcja ρ(x, y, z) są nieznane. W pewnym obszarze Ω1 takim, że 
Ω1 ∩ Ω = ∅,  potencjał u(x, y, z) jest znany. Należy określić obszar Ω i funkcję  
ρ(x, y, z), [D99]. 

2.3.8. Odwrotny problem rozpraszania (ang. inverse scattering problem) 

Inną, szczególnie ważną klasą zagadnień odwrotnych, jest zagadnienie odwrot-
ne rozpraszania. Takie zagadnienia pojawiają się w akustyce, elektromagnetyzmie, 
sprężystości i teorii kwantów. Celem jest tu identyfikacja właściwości niedostęp-
nych obiektów poprzez zmierzenie rozpraszania przez nie fal. Dla uproszczenia 
rozważmy tylko fale akustyczne, [LTP09].  
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Niech D będzie ograniczonym, spójnym obszarem na płaszczyźnie o brzegu 
∂D. Niech ( ) ( )( )tiexutxU ω−= Re,  opisuje potencjał prędkości propagującej fali 
harmonicznej o częstości ω  i amplitudzie zależnej od zmiennej przestrzennej, u(x), 
przez ośrodek jednorodny. Wtedy równanie falowe: 

U
dt

U
c

Δ=
∂

2

2

2
1

 

redukuje się do równania Helmholtza: 

02 =+Δ uku             w  .\2 DR   

Tutaj k = ω/c jest liczbą falową, a D opisuje nieprzenikliwą, gładką, ograniczoną 
przeszkodę. Warunek brzegowy na powierzchni ∂ D zależy od właściwości tej po-
wierzchni. Dla pochłaniających dźwięk przeszkód mamy warunek Dirichleta: 

u = 0      na     ∂ D.   

Zakładamy, że całkowite pole u = ui + us jest superpozycją znanych przypad-
kowych pól ( ) dikx

i exu ⋅=  o kierunku d (ustalony wektor jednostkowy) i rozproszo-
nego pola us. Rozproszone pole spełnia warunek wypromieniowania Sommerfelda: 

,0lim =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −
∂
∂

∞→ s
s

x
iku

r
ur      r = | x |, 

jednolicie we wszystkich kierunkach ,/ rxx =)  który gwarantuje, że asymptotycznie 
energia jest transportowana daleko od punktu wyjściowego. Ponadto ten warunek 
powoduje, że rozproszone pole zachowuje się asymptotycznie jak fala wychodząca 
postaci:  

( ) ( ) ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+= ∞ x

Oxu
r

exu
ikr

s
1) ,            | x | → ∞. 

Funkcja u∞ jest nazywana wzorem dalekiego pola albo rozproszoną amplitudą us.  

Zagadnienie proste: dana jest przeszkoda o gładkim brzegu, D, i fala przypad-
kowa ui; znaleźć wzór dalekiego pola u∞. Zagadnienie odwrotne: dany jest wzór 
dalekiego pola u∞ i fala przypadkowa ui; znaleźć przeszkodę D (np. parametryza-
cję jej brzegu ∂ D).  

Więcej informacji o odwrotnych problemach rozpraszania można znaleźć w mo-
nografiach [CK97, P01] czy w pracy [LTP09]. 
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2.3.9. Problemy przewodnictwa cieplnego 

Zagadnienie początkowo-brzegowe przewodzenia ciepła w przypadku stałych 
współczynników termofizycznych w pręcie jednorodnym z boczną wymianą ciepła 
(w żebrze) można opisać następująco: 

− równanie przewodnictwa cieplnego: 

( ) ( )txfhuuuc xxt ,+−= λρ ,   lx <<0 ,   ,0 Tt <<  

− warunek początkowy: 

( ) ( )xxu ϕ=0, ,    ,0 lx ≤≤  

− warunki brzegowe: 

( ) ( ) ( )( )ttutux 11 ,0,0 μβ −= ,    Tt ≤≤0 , 

( ) ( ) ( )( )ttlutlux 21 ,, μβ −= ,    Tt ≤≤0 . 

Jest to matematyczny model fizycznego procesu, w którym u  – to funkcja opi-
sująca temperaturę w dowolnym punkcie pręta w chwili czasu t , λ  – opisuje 
współczynnik przewodnictwa cieplnego (który może być funkcją temperatury lub 
zmiennych przestrzennych), h  – jest współczynnikiem wnikania ciepła (nazywa-
nym czasami współczynnikiem przewodnictwa zewnętrznego), 1β  i 2β  są bezwy-
miarowymi współczynnikami przejmowania ciepła (liczbami Biota), c  – to ciepło 
właściwe ośrodka, zaś ρ  – to jego gęstość. Gdy wszystkie stałe termofizyczne są 
znane, a funkcje opisujące warunek początkowy, ( )xϕ , temperatura płynu na obu 
końcach żebra, ( )t1μ , ( )t2μ , i źródło ciepła, ( )txf ,  są dane, rozwiązanie takiego 

problemu opisuje nadwyżkę temperatury ponad temperaturę płynu w każdym 
punkcie x  żebra w chwili t  z przedziału ( )T,0 ; jest to zagadnienie proste.  

Jednak w wielu fizycznych procesach nie są znane niektóre współczynniki lub 
funkcje, natomiast z eksperymentu można otrzymać dodatkowe informacje o tem-
peraturze. Dla przykładu, jeśli nie jest znany współczynnik przewodnictwa cieplne-
go λ , a z eksperymentu znana jest funkcja ( ) ( )txutg ,0= , opisująca temperaturę 

w pewnym wewnętrznym punkcie pręta jako funkcję czasu, powstaje problem wy-
znaczenia tego współczynnika. Jest to zagadnienie odwrotne.  

Rozważmy ,const=λ  ( ) 0, =txf , 0=h  oraz warunek Dirichleta na brzegu 
0=x , i warunek Neumanna na brzegu lx = . Rozwiązanie takiego zagadnienia 

w postaci bezwymiarowej ma postać, [CG10]: 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ,,0',0, 00
' ϑτητξτδττξτδϑϑτϑτξϑ +∗++∗−+= HggFff  
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gdzie * oznacza splot, ( )τδ  opisuje dystrybucję Diraca, [O72], ( )τη  jest funkcją 
Heaviside’a, ϑ  to bezwymiarowa temperatura, ( )τg  opisuje strumień ciepła na 
brzegu lx =  (bezwymiarowo 1=ξ ), zaś fϑ  jest temperaturą na brzegu 0=x  

( 0=ξ ). F  i  H  to pewne funkcje, opisane w pracy [CG10].  

Jeśli nie jest znana funkcja ( )τg , a znane są zmiany temperatury w czasie 

w pewnym wewnętrznym punkcie rozważanego obszaru, ( )τξϑ ,* , wówczas mamy 

do czynienia z zagadnieniem odwrotnym. Przedstawiony wyżej związek przyjmuje 
postać równania splotowego, które można zapisać jako ϑ=Tg , gdzie T jest ope-

ratorem, którego postać wynika z przedstawionego wyżej związku. 
Oczywiście na bazie zagadnienia prostego można określić różne zagadnienia 

odwrotne. Może to być zagadnienie identyfikacji funkcji źródła; warunku początko-
wego czy którejś – lub obu – funkcji opisującej warunki na brzegach. Ta różnorod-
ność zagadnień odwrotnych jest określona nie tylko przez nieznane funkcje czy 
współczynniki, ale także przez różne drogi pozyskiwania dodatkowych informacji 
(różnych eksperymentów lub założeń określających temperaturę lub strumień cie-
pła w wybranym/wybranych punktach ciała bądź w wybranych chwilach czasu), 
[A94, KN95].  

Bardzo wiele problemów odwrotnych można opisać przy pomocy pewnego 
ogólnego przedstawienia. Oznaczmy przez z  nieznaną charakterystykę matema-
tycznego modelu stanu obiektu czy procesu w nim zachodzącego oraz przez A  
operator, który przekształca z  (nieznaną przyczynę) w u  (skutek), znane jako 
wynik eksperymentu i obarczone błędem wynikającym z metody pomiaru i dokład-
ności urządzenia pomiarowego. Wtedy zagadnienie odwrotne sprowadza się do 
rozwiązania równania [TA77]: 

,uAz =  

gdzie operator A  i prawa strona równania u  są dane, a wyznaczyć należy z . 
Przykładowo, w zagadnieniu tomografii komputerowej nieznana przyczyna jest 
funkcją znajdującą się pod całką (operatorem A ) w równaniu (2.5), przy czym 
w zagadnieniu odtwarzania obrazu jest to funkcja ϕ, a w zagadnieniach odtwarza-
nia niewyraźnego obrazu czy zagadnieniach geofizyki przy podobnym rodzaju 
operatora jest to funkcja ( )',';, yxyxk  lub ( )',' yyxxh −− .  

Wśród wielu innych obszarów badawczych mających charakter zagadnień od-
wrotnych można wymienić problem identyfikacji wydajności źródeł, także ruchomych, 
[ARR05], przewidywania pogody, [BCL96], ustalania kształtu obszaru zajmowanego 
przez badane ciało, [NPT09], projektowania aerodynamicznych kształtów, [DDY04], 
identyfikacji sprężysto-plastycznych właściwości materiałów, [H07],  i inne. 
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Ważną cechą zagadnień odwrotnych, w których dane wejściowe pochodzą  
z eksperymentu, jest fakt, iż dane te znane są tylko w przybliżeniu. Wynika to, jak 
wspomniano wyżej, z metody pomiaru i dokładności urządzenia pomiarowego. 
Z tego względu metody rozwiązywania zagadnień odwrotnych muszą charaktery-
zować się pewną stabilnością względem małych zmian danych wejściowych.  

2.4. WYBRANE METODY ROZWIĄZYWANIA LINIOWYCH  
ZAGADNIEŃ ODWROTNYCH 

Wszystkie liniowe zagadnienia odwrotne można w uproszczeniu przedstawić 
w postaci schematu blokowego (rys. 2.1). 

 

 
RYS. 2.1. Schematyczna postać liniowych zagadnień odwrotnych 

 
Na rysunku 2.1 T: X → Y jest ograniczonym liniowym operatorem pomiędzy 

przestrzeniami Hilberta X i Y, δ to addytywny szum, g  – rozwiązanie ścisłe pro-

blemu, δg  – rozwiązanie z zaburzonymi danymi wejściowymi. Tak więc związek 

pomiędzy tymi wielkościami można zapisać w postaci: 

δϕ gT = ,   δδ += gg    lub    δϕ += gT . 

Rozważmy opis zbioru punktów przy pomocy linii prostej, tzw. problem dopa-
sowania modelu. Z uwagi na użyte w tym opisie macierze operator oznaczymy 
literą A. Niech zbiór ( ){ }m

iii yx 1, =  opisuje zmierzone współrzędne tych punktów na 

prostej. Szukamy opisu tej prostej w postaci xy 10 ϕϕ += . Zagadnienie jest rozwa-
żane w dwóch wymiarach, lecz przestrzeń danych jest m-wymiarowa. Jeśli macierz 
δ = [ ]Tmδδδ ,...,, 21  opisuje błędy pomiarów, zagadnienie dopasowania danych po-
miarowych do punktów można opisać związkiem ,δϕ += gA  gdzie 

T

mxxx
A ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

...
1...11

21
,   ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

1

0

ϕ
ϕ

ϕ  oraz [ ]Tmyyyg ...21= . 

W tym przypadku 2×∈ mRA . 



2. Zagadnienia odwrotne i zagadnienia źle postawione 28

Jeśli do opisu zbioru punktów przyjąć wielomian stopnia 1−n , lub – w bardziej 
ogólnym przypadku – zbiór n funkcji ( ) ( ) ( ){ }xxx n 110 ,...,, −ϕϕϕ , to macierz A  będzie 

macierzą stopnia nm×  oraz nmRA ×∈ . 
Gdy liczba danych pomiarowych znacznie przekracza liczbę współczynników 

w modelu matematycznym, mówimy o zagadnieniu dopasowania modelu do da-
nych. Zazwyczaj w celu uzyskania rozwiązania stosuje się w takim przypadku me-
todę najmniejszych kwadratów lub podobną.  

Gdy A  jest macierzą prostokątną, wówczas jedyną drogą szukania rozwiązania 
równania δϕ gA =  jest rozważenie operatora AAT  lub TAA . Jedną z metod roz-

ważenia takiego problemu jest metoda nazywana rozkładem według wartości oso-
bliwych (ang. Singular Value Decomposition) lub w skrócie metodą SVD. 

2.4.1. Metoda SVD a zagadnienia odwrotne 

Załóżmy, że nmRA ×∈  jest rzeczywistą macierzą prostokątną przekształcającą 
wektory z przestrzeni mR na wektory z nR . Znajomość macierzy (operatora) A  
pozwala na zbudowanie dwóch macierzy kwadratowych symetrycznych AAT  
o wymiarze nn×  oraz TAA  o wymiarze mm× . Każda z tych macierzy jest do-
datnio półokreślona, co oznacza, że wszystkie ich wartości własne są nieujemne. 
Wektory własne tych macierzy można unormować i otrzymać w ten sposób orto-
normalne bazy w nR  oraz w mR .  

Oznaczmy zbiór unormowanych wektorów własnych macierzy AAT  jako { }n
iiv 1= , 

mających odpowiadające im wartości własne 0...21 ≥≥≥≥ nλλλ . 

Podobnie, zbiór unormowanych wektorów własnych macierzy TAA  oznaczmy 
jako { }m

iiu 1= , a odpowiadające im wartości własne jako 0...21 ≥≥≥≥ mμμμ .  

Łatwo można pokazać, że jeśli iv  jest niezerowym wektorem własnym macie-

rzy AAT , to iAv  jest wektorem własnym macierzy TAA : 

( )( ) ( ) ( ) ( )iiiii
T

i
T AvvAvAAAAvAA λλ === . 

Podobnie, jeśli ju  jest niezerowym wektorem własnym macierzy TAA , to j
T uA  

jest wektorem własnym macierzy AAT . Ponadto, każda niezerowa wartość własna 

iλ  macierzy AAT  jest jednocześnie wartością własną μi  macierzy TAA . Tak więc, 
jeśli obie macierze mają r  niezerowych wartości własnych, gdzie oczywiście nr ≤  
i mr ≤ , to rr μλμλ == ,...,11  oraz 0...1 ===+ nr λλ  oraz 0...1 ===+ mr μμ . Po-

nieważ 0>= kk μλ , rk ,...,1= , więc można zdefiniować zbiór wielkości { }r
kk 1=σ , 
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będących pierwiastkami kwadratowymi z niezerowych wartości własnych macierzy 
AAT  (i także macierzy TAA ). Można pokazać, że: 

kkk uAv σ=    oraz  ,kkk
T vuA σ=  (2.6) 

gdzie powtórzony wskaźnik k  po prawej stronie nie oznacza umowy sumacyjnej, 
lecz tylko mnożenie wektora przez liczbę. Same operacje mają prostą interpreta-
cję. Pierwsza oznacza liniową transformację A  wektora n

k Rv ∈  na wektor 
m

kk Ru ∈σ  o długości kσ  w kierunku jednostkowego wektora m
k Ru ∈ , zaś druga 

– liniową transformację TA  wektora m
k Ru ∈  na wektor n

kk Rv ∈σ  o długości kσ  

w kierunku jednostkowego wektora n
k Rv ∈ .  

Z drugiej strony dla rk >  wartości własne macierzy AAT , stowarzyszone 
z wektorami własnymi kv , znikają, i podobnie rzecz się ma z wartościami własnymi 

macierzy TAA , z czego wynikają związki: 

0=kAv   dla  nrk ,...,1+=   oraz  0=k
TuA    dla  mrk ,...,1+= . (2.7) 

Na podstawie związków (2.6) i (2.7) dowodzi się, że: 

∑
=

=
r

k

T
kkk vuA

1

σ      oraz     .
1
∑
=

=
r

k

T
kkk

T uvA σ  (2.8) 

Ortonormalność baz { }r
iiv 1=  oraz { }r

iiu 1=  pozwala łatwo udowodnić powyższe równo-

ści. Wektory { }r
iiv 1=  nazywane są prawymi wektorami osobliwymi (ang. right singular 

vectors), wektory { }r
iiu 1=  – lewymi wektorami osobliwymi (ang. left singular vectors), 

zaś skalary { }r
kk 1=σ  – wartościami osobliwymi (ang. singular values) macierzy A .  

Ustawiając wektory iu  jako kolumny pewnej macierzy kwadratowej U  o wymia-
rze mm× , a wektory kv  jako kolumny pewnej macierzy kwadratowej V  o wymiarze 

nn×  można zapisać związek (2.8)1 w postaci macierzowej: 

,TUSVA =   (2.9) 

gdzie S  jest macierzą prostokątną o wymiarach nm× , mającą niezerowe elementy 
tylko na diagonali i tylko w pierwszych r  kolumnach, tzn. kkks σ=  dla rk ,...,1= . 

Rozkład (2.9) nazywany jest rozkładem według wartości osobliwych. 
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Znajomość macierzy ,U  V  oraz S  pozwala szybko wyznaczyć uogólnione 
odwrócenie macierzy A . Oznaczając primem uogólnione odwrócenie, mamy: 

,'' TVUSA =  

gdzie elementami macierzy 'S  są w pierwszych r  kolumnach odwrotności warto-
ści osobliwych, a w następnych – zera, [GL96, S98].  

Rozważmy teraz przedstawiony na początku części 2.4 problem dopasowania 
modelu. Zbiór ( ){ }m

iii yx 1, =  opisuje zmierzone współrzędne punktów na pewnej 

( 1−n )-wymiarowej powierzchni. Jeśli do opisu zbioru punktów przyjąć zbiór n funkcji 
( ) ( ) ( ){ }xxx n 110 ,...,, −ϕϕϕ , to macierz A  będzie macierzą o wymiarze nm× , tzn. 

nmRA ×∈ . Przestrzeń niewiadomych (dalej nazywana przestrzenią obrazu) jest  
n-wymiarowa, przestrzeń danych jest m-wymiarowa. Macierz δ = [ ]Tmδδδ ,...,, 21  

opisuje błędy pomiarów.  
Dla większości danych pomiarowych punkty nie leżą na wspomnianej po-

wierzchni, wobec czego wektor obarczonych błędami pomiarów danych, 
[ ]Tmyyyg ...21=δ , nie należy do przestrzeni obrazu. Stosując metodę najmniej-

szych kwadratów wybiera się rozwiązanie ϕ)  możliwie jak najbliższe rozwiązaniu 
dokładnemu ϕ  (otrzymanemu dla przypadku braku błędów pomiarowych). 

Zastosujmy metodę SVD. Bazy przestrzeni nR  oraz mR  oznaczymy podobnie jak 
wyżej, tzn. { }n

iiv 1=  oraz { }m
iiu 1= . Zapiszemy macierz [ ]Tmyyyg ...21=δ  w bazie { }m

iiu 1= : 

( ).
1
∑
=

=
m

k

T
kk guug δδ  

Wówczas dla dowolnego ϕ  mamy 

( ) ( )

( ){ } ( ) .
2

11

2

11

2

∑∑

∑∑

+==

==

+−=

=−=−

m
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T
kk

r

k

T
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T
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r

k

T
kkk
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k

T
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vuguuAg
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δδ
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Ponieważ wektory { }m
iiu 1=  tworzą układ ortogonalny, więc na mocy twierdzenia 

Pitagorasa mamy: 

( ) ∑∑
+==

+−=−
m

rk

T
k

r

k

T
kk

T
k guvguAg

1

2

1

22 δδδ ϕσϕ .  
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Wybór funkcji ϕ)  jest teraz oczywisty. Drugi człon po prawej stronie nie ma wpływu 

na wynik, a z pierwszego otrzymujemy: 

k

T
kT

k
guv

σ
ϕ

δ

=ˆ    dla .,...,1 rk =  

Dla nr =  oraz dla nr <  funkcja ϕ)  jest zatem jednoznacznie określona. W przy-
padku nr =  rozwiązanie ma wtedy postać: 

.ˆ
1

δ

σ
ϕ guvn

k k

T
kk
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= ∑

=

 (2.10) 

Tak więc „najlepsza” funkcja opisująca wspomnianą powierzchnię to ta, która 

minimalizuje 
2

ϕ̂δ Ag − , tzn.: 

,ˆminˆ 2
min

2

ˆ

2
rAgAg

nR
=−=−

∈
ϕϕ δ

ϕ

δ  

gdzie 2
minr  jest odległością pomiędzy danymi, δg , a obrazem funkcji ϕ po prze-

transformowaniu jej operatorem A . Gdyby dane były dokładne, tzn. gdyby 0=δ , 
wówczas ta odległość 2

minr  byłaby równa zero, gdyż dane leżałyby w przestrzeni 

obrazu. Wartość 2
minr  pozwala oszacować wielkość szumu w danych.  

Na koniec rozważmy jeszcze, jak na rozwiązanie zagadnienia odwrotnego 
wpływają wartości osobliwe w przypadku, gdy wśród nich występują bardzo małe 
wartości. Wykorzystując metodę SVD można równanie δϕ += gA  zapisać 

w bazach { }n
iiv 1=  oraz { }m

iiu 1=  w postaci: 

.
1

δϕσδ +⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= ∑

=

n

k

T
kkk vug  

Rozwiązanie ϕ)  równania δϕ gA =ˆ ma postać, przedstawioną związkiem (2.10).  

Podstawienie δg  do związku (2.10) prowadzi do następującego wyniku: 

∑∑∑∑
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Jak widać, odtworzenie obrazu jest sumą prawdziwego obrazu ϕ oraz czło-
nu wynikającego z zakłóceń danych pomiarowych (szumu). Składowa zakłóce-
nia w kierunku wektora kv  w przestrzeni obrazu wynika ze składowej zakłóce-
nia w kierunku wektora ku w przestrzeni danych, podzielonego przez wartość 
osobliwą kσ .  

Tak więc, jeśli wartość osobliwa kσ  jest mała, ten składnik wniesie bardzo duży 
błąd przypadkowy, kompletnie wypaczający składową obrazu w kierunku kv . 

Z tego powodu przy bardzo małych wartościach osobliwych metoda najmniejszych 
kwadratów może prowadzić do bardzo wypaczonego wyniku. W takim przypadku 
korzystniej jest przyjąć wartość zero, zamiast bardzo małej wartości osobliwej. 
Oczywiście określenie, czy wartość osobliwa jest mała czy nie, może być rozważa-
ne tylko przy znajomości wszystkich wartości osobliwych.  

2.4.2. Regularyzacja Tichonowa 

Rozważmy źle postawione liniowe równanie operatorowe (np. typu (2.2) lub 
(2.5)) w ogólnej postaci: 

.gT =ϕ  (2.11) 

Tutaj T: X → Y jest ograniczonym liniowym iniektywnym operatorem pomię-
dzy przestrzeniami Hilberta X i Y, zaś YTRg ⊂∈ )( . Algorytmy, które zostaną 

przedstawione poniżej, uwzględniają fakt, że rozwiązanie równania (2.11) nie 
zależy w sposób ciągły od danych wejściowych i że dane wejściowe mogą być 
zaburzone przez szum. Zakładamy, że mamy do dyspozycji tylko dane zaburzo-
ne δg  i że: 

.δδ ≤− gg  (2.12) 

Problem rozwiązania równania (2.11) z zaburzonymi danymi wejściowymi δg  

można sformułować równoważnie jako znalezienie minimum funkcjonału 

J:
2δϕϕ gT −a  w  X. 

Oczywiście rozwiązanie tego problem minimalizacji także nie zależy w sposób 
ciągły od danych. Jedną z możliwości przywrócenia stabilności jest dodanie do 
tego funkcjonału funkcji kary zawierającej odległość od ϕ do pewnego początko-
wego wyboru ϕ0: 

( ) .: 2
0

2
ϕϕαϕϕ δ

α −+−= gTJ  
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Funkcjonał ( )ϕαJ  nazywany jest funkcjonałem Tichonowa, a parametr α > 0 
jest nazywany parametrem regularyzacji. Jeżeli żaden początkowy wybór dla ϕ  
nie jest znany, kładziemy ϕ0 = 0. 

Prawdziwe jest następujące  t w i e r d z e n i e : 

Funkcjonał Tichonowa Jα ma dokładnie jedno minimum δ
αϕ  w X dla wszystkich 

α > 0, gδ ∈ Y  i  ϕ0 ∈ X. To minimum dane jest wzorem: 

      ( ) ( ),0
*1* αϕαϕ δδ

α ++=
−

gTITT  

gdzie *T  jest operatorem sprzężonym do operatora T . 
 
Operator ITT α+*  jest odwracalny i ograniczony, tak więc δ

αϕ  zależy w sposób 

ciągły od δg . 

Gdy już zostało znalezione rozwiązanie δ
αϕ , możemy poszukać lepszego przy-

bliżenia przez zastosowanie regularyzacji Tichonowa ponownie, używając δ
αϕ  jako 

wartości początkowej (startowej) ϕ0. To prowadzi do iteracyjnej regularyzacji Ti-
chonowa: 

,0:0, =δ
αϕ   

( ) ( )δ
α

δδ
α αϕαϕ nn

gTITT ,
*1*

1, : ++=
−

+
,    0≥n .                                                  

Zauważmy, że należy odwrócić tylko jeden operator, ITT α+* , aby obliczyć 
δ
αϕ n,  dla dowolnego n ∈ N. Na wyrażenie δ

αϕ n,  można metodą indukcji wyprowa-

dzić następujący wzór: 

( ) ( ) ( ) .: **1**
,

δδ
α αααϕ gTITTITTTTI nnn

n ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −++=

−−
 

W iterowanej regularyzacji Tichonowa n jest ustalone, a wybór parametru regu-
laryzacji α jest określony przez jakąś zasadę wyboru (np. przez podaną niżej za-
sadę niezgodności Morozowa). Można jednak ustalić wartość parametru regulary-
zacji, a metodę traktować jako metodę iteracyjną. W takim przypadku mówi się 
o metodzie Lardy’ego, [HG98].  

Szerszy opis metody regularyzacji Tichonowa można znaleźć w wielu pozy-
cjach książkowych i artykułach naukowych,  np. [T63, TA77, BHTY06], i innych. 
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2.4.3. Iteracja Landwebera 

Inny sposób rozwiązania równania (2.11) z zaburzonymi danymi wejściowymi δg  

to minimalizacja funkcjonału ( ) 2
0

δϕϕ gTJ −=  metodą największego spadku. 

Można udowodnić, [H02], że kierunek największego spadku to ( )δϕ gTTh −−= * . 

To prowadzi do wzoru rekurencyjnego: 

00 =ϕ ,  ( )δϕμϕϕ gTT nnn −−=+
*

1 ,     0≥n , (2.13)    

znanego  jako iteracja Landwebera. Parametr określający wielkość kroku, μ , musi 

być wybrany tak, że 1* ≤TTμ . Można pokazać metodą indukcji, że n-ta iteracja 

Landwebera jest dana wzorem: 

( )∑
−

=

−=
1

0

**
n

j

j
n gTTTI δμμϕ  

Rzeczywiście, to równanie jest w sposób oczywisty prawdziwe dla n = 0, a je-
żeli jest prawdziwe dla n, to: 

( ) ( ) .
0

****
1 ∑

=
+ −=+−=

n

j

j
nn gTTTIgTTTI δδ μμμϕμϕ  

Wskaźnik zatrzymujący iterację n = N pełni rolę parametru regularyzacji. I o ile 
w regularyzacji Tichonowa poprawiający dokładność rozwiązania przybliżonego para-
metr regularyzacji α dąży do zera, o tyle w iteracji Landwebera parametr regularyzacji n 
dąży do nieskończoności. Problem wyboru parametru regularyzacji jest omówiony niżej. 

Jeśli pewien początkowy wybór 0ϕ  jest znany, iteracja powinna wystartować od 

0ϕ . Ten przypadek można sprowadzić do (2.13) wprowadzając dane 0
~ ϕδ Tgg −= . 

Iteracje Landwebera nϕ
~  odpowiadające tym danym są związane z nϕ  związkiem 

0
~ ϕϕϕ −= nn , 0≥n .  

Szerszy opis iteracji Landwebera można znaleźć w wielu monografiach i artyku-
łach naukowych, np. [HNS95, EHN00, CELMR00] i in. 

2.4.4. Wybór parametru regularyzacji – zasada niezgodności Morozowa 

Kluczowym problemem dotyczącym regularyzacji Tichonowa, jak również in-
nych metod regularyzacji, jest wybór parametru regularyzacji. Dla iteracji Landwe-
bera rolę parametru regularyzacji odgrywa liczba iteracji. Dla regularyzacji Ticho-
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nowa z początkowym wyborem 00 =ϕ  całkowity błąd δ
αϕϕ −  można − korzystając  

z tożsamości ( ) ( ) ϕϕαα =++
−

ITTITT *1*  − zdekomponować  jak niżej: 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ).*1*1*

*1**1*

δ

δδ
α

αϕαα

αϕαϕϕϕ

ggTITTITT

ggTITTTTITT

−+++=

=−+++−=−
−−

−−

 

Pierwszy człon po prawej stronie, ( ) ϕαα
1* −

+ ITT , jest nazywany błędem aprok-

symacji, zaś drugi, ( ) ( )δα ggTITT −+
− *1* , błędem zaburzenia danych. Formalnie 

(przynajmniej w przypadku, gdy T jest niezerową wielokrotnością operatora tożsamo-
ściowego) błąd aproksymacji dąży do 0, gdy α → 0. Z drugiej strony, operator 

( ) *1* TITT
−

+α  formalnie dąży do nieograniczonego operatora T–1, możemy więc 

oczekiwać, że propagowany błąd zaburzenia (drugi wyraz po prawej stronie) danych 
nagle wzrośnie, gdy α → 0. Należy więc przyjąć kompromis pomiędzy dokładnością 
i stabilnością: w przypadku gdy parametr regularyzacji α jest zbyt duży, otrzymuje się 
słabe przybliżenie dokładnego rozwiązania nawet dla dokładnych danych, a jeśli jest 
zbyt mały, procedura staje się niestabilna. Optymalna wartość α zależy zarówno od 
poziomu zaburzenia danych δ, jak i od dokładnego rozwiązania ϕ.  

Istnieją różne strategie wyboru parametru regularyzacji. Najbardziej znana jest 
zasada niezgodności Morozowa, [M66, G83, M93]. Wynika z niej, że nie powinno 
się dążyć do spełnienia równania operatorowego dokładniej niż błąd zaburzenia 
danych. Bardziej precyzyjnie, bazuje ona na wybraniu największego parametru 
regularyzacji ( )δδαα y,=  takiego, że pozostałość δδ

αϕ gT −  jest mniejsza lub 

równa τδ , gdzie 1≥τ  jest pewnym ustalonym parametrem:  

( ) { }.:0sup:, τδϕαδα δδ
α

δ ≤−>= gTy  

Zazwyczaj wystarczy określić parametr α przy pomocy nierówności: 

,21 δτϕδτ δδ
α ≤−≤ gT  

gdzie 211 ττ <≤ .  

W przypadku metod iteracyjnych, takich jak iteracja Landwebera, zasada nie-
zgodności stanowi kryterium zakończenia procesu iteracyjnego na pierwszym in-
deksie N, dla którego przy ustalonym 1≥τ : 

δδδδ ϕτδϕ gTgT nN −<≤−           dla wszystkich 1−≤ Nn . 
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2.4.5. Metoda gradientów sprzężonych 

Jedną z pośrednich metod rozwiązywania zagadnień odwrotnych jest metoda gra-
dientów sprzężonych (MGS). Metoda ta została po raz pierwszy opublikowana w 1952 
roku, [HS52]. Stosuje się ją do równania (2.11) zapisanego w postaci normalnej, tzn.: 

gTTT ** =ϕ . 

Metodę tę charakteryzuje warunek optymalności w postaci: 

( ) ,min
** ,

2 δ

ϕ

δδ ϕϕ
δ

gTgT
gTTTK

n
n

−=−
∈

 

gdzie },...,1:)span{(},{ **** njgTTTgTTTK j
n == δδ  jest podprzestrzenią Kryłowa.  

Aby zilustrować MGS jako metodę iteracyjną, rozpatrzmy układ równań zapisa-
ny w postaci macierzowej: 

.δϕ gA =  

O macierzy A , nn× , zakłada się, że jest symetryczna i dodatnio określona. 

Rozwiązaniem tego równania jest pewien wektor z przestrzeni nR . Wektor ten 
przedstawimy w bazie tej przestrzeni. Zauważmy, że rozwiązanie rozważanego 
równania minimalizuje następującą formę kwadratową: 

( ) ϕϕϕϕ δgAf T −=
2
1

.  

Zatem jako pierwszy wektor bazy wygodnie jest przyjąć gradient funkcji ( )ϕf  dla 

zerowego przybliżenia rozwiązania.  

Przyjmijmy jako pierwsze przybliżenie 00 =ϕ . Wówczas gradient ( )ϕf  osiąga 

wartość δδϕ ggA −=−0 . Jako pierwszy wektor tej bazy przyjmiemy pierwszą 

resztę z działania operatorem A  na przybliżenie zerowe, tzn. δgrp == 00 (gra-
dient funkcji ( )ϕf  ze znakiem minus). Reszta z odjęcia od wektora 0p  rezulta-

tu działania operatorem A  na kombinację liniową do tej pory wyznaczonych 
wektorów bazy (tu – na wektor 0p ) powinna być prostopadła do 0p , co ozna-

cza, że ( ) 0000 =− pAgpT αδ . Stąd 
00

0
0 App

gp
T

T δ

α = . Tę resztę definiuje się jako 

001 Apgr αδ −= . Następne przybliżenie rozwiązania określa się jako 

0001 pαϕϕ += . Określenie kolejnego wektora bazy prowadzi do sytuacji, w której 
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konieczne jest pamiętanie wszystkich poprzednich wektorów bazy i wszystkich 
poprzednich reszt, dlatego – rezygnując z monotoniczności w maleniu reszt – 
wprowadza się uproszczoną procedurę, w której pamiętane są tylko poprzedni 
kierunek i poprzednia reszta. 

Algorytm, prowadzący do rozwiązania, ma postać następującą:  

− dla k = 0: 

00 : ϕδ Agr −= ,  

00 : rp = , 

− następnie w pętli od k = 1: 
początek pętli: 

k
T
k

T

k App
rr 00:=α , 

kkkk pαϕϕ +=+ :1 , 

kkkk Aprr α−=+1 . 

Gdy 1+kr  jest dostatecznie małe, pętla zostaje zakończona, rozwiązaniem 
jest funkcja 1+kϕ ; w przeciwnym wypadku: 

k
T
k

k
T
k

k rr
rr 11: ++=β , 

kkkk prp β+= ++ 11 , 

1: += kk ; 

wracamy na początek pętli. 

MGS stosuje się także do równania (2.11) zapisanego w postaci normalnej, tzn.: 

δϕ gTTT ** = . 

Metodę tę charakteryzuje warunek optymalności w postaci: 

( )
δ

ϕ

δδ ϕϕ
δ

gTgT
gTTTK

n
n

−=−
∈ ** ,

2
min , 

gdzie },...,1:)span{(),( **** njgTTTgTTTK j
n == δδ  jest podprzestrzenią Kryłowa.  
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Algorytm, prowadzący do najlepszej aproksymacji rozwiązania zagadnienia od-
wrotnego, jest na postaci normalnej równania określony nieco inaczej niż ten 
przedstawiony wyżej. Ma on postać następującą: 

− dla k = 0: 

00 =δϕ  – zerowa aproksymacja rozwiązania; 

ponadto dalej potrzebne są:   

δgr =0 , 0
*

10 rTps == ; 

− dla k = 1,2,… aż do momentu, gdy 1−ks  jest dostatecznie małe lub równe zero: 

,kk Tpq =  

,/ 22
1 kkk qs −=α  

,1 kkkk qαϕϕ δδ += −  

,1 kkkk qrr α−= −  

,*
kk rTs =  

,/ 2
1

2
−= kkk ssβ  

.1 kkkk psp β+=+  

Zauważmy, że δϕn  zależy nieliniowo od δg . Ponadto można pokazać, że prze-

kształcenie δδ ϕng a  jest nieciągłe. Oba te fakty powodują, że analiza metodą 

gradientów sprzężonych jest trudniejsza niż analiza innymi metodami. Pewne za-
stosowania tej metody można znaleźć na przykład w pracach [B87a, HW99] czy 
[EYMM09].  

2.4.6. Metoda Levenberga-Marquardta 

Algorytm Levenberga-Marquardta jest jednym z najczęściej wykorzystywanych 
algorytmów optymalizacji nieliniowej, w szczególności w nieliniowym zadaniu naj-
mniejszych kwadratów. Jest to algorytm iteracyjny, łączący w sobie cechy metody 
największego spadku i metody Gaussa-Newtona. 

Podstawowym zastosowaniem algorytmu Levenberga-Marquardta jest rozwią-
zywanie metodą najmniejszych kwadratów zagadnienia dopasowania krzywej do 
układu punktów. Problem można sformułować następująco:  
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Dany jest układ m punktów, ( ){ }m
iii yx 1, = . Dla poszukiwanej krzywej ( )β,xf  należy 

znaleźć wektor optymalnych parametrów ),...,( 1 m
T ββ=β , dla którego suma kwa-

dratów odchyleń wartości funkcji ( )β,xf  w punktach ix  od wartości iy , określona 

w postaci: 

( ) ( )[ ]∑
=

−=
m

i
ii xfyS

1

2,
2
1 ββ  (2.14) 

jest najmniejsza. Mnożnik ½ przed sumą dodano po to, by w pochodnych tej sumy 
uniknąć mnożnika 2.  

Algorytm Levenberga-Marquardta jest procedurą iteracyjną. Aby rozpocząć algo-
rytm minimalizacji, trzeba określić początkowy wybór wektora parametrów, β . 

W wielu przypadkach standardową wartością początkową tego wektora są same 
jedynki lub same zera, ale zdarzają się przypadki, gdy algorytm jest zbieżny, tylko 
jeżeli początkowa wartość wektora parametrów jest bliska rozwiązaniu końcowemu.  

W każdym kroku iteracyjnym wektor parametrów, β , jest zastępowany przez 
nowe oszacowanie, δβ + . Aby określić wektor poprawek, δ , funkcję ( )δβ +,ixf  

przybliża się jej zlinearyzowaną aproksymacją: 

( ) ( ) δJβδβ iii xfxf +≈+ ,, , 

gdzie: 
( )
β
βJ

∂
∂

=
,i

i
xf

   lub   
( )

j

i
ij

xfJ
β∂

∂
=

β,
,         .,...,2,1, mji =  

Warto zauważyć, że [ ]ijJ=J jest jakobianem zbudowanym z pochodnych cząst-

kowych funkcji ( )β,ixf  (jest macierzą kwadratową stopnia m ). 
Dla optymalnego wektora parametrów, optβ , gradient sumy kwadratów odchy-

leń wartości funkcji ( )β,xf  w punktach ix  od wartości iy , ( )βS∇ , będzie równy 
zero. Na mocy przybliżenia funkcji ( )δβ +,ixf  jej zlinearyzowaną aproksymacją, 
dla małych poprawek δ  sumę ( )δβ +S  można zapisać w postaci (por. (2.14)): 

( ) ( )( )∑
=

−−≈+
m

i
iii xfyS

1

2,
2
1 δJβδβ  

lub w notacji wektorowej: 

( ) ( ) 2

2
1 Jδβfyδβ −−≈+S . 



2. Zagadnienia odwrotne i zagadnienia źle postawione 40

Przyjęcie gradientu ( )δ+∇ βS  równego zero prowadzi do następującego związku:  

( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )δJJβδJJβfyJ0β TTT SS +∇=+−−==+∇ δ . 

Stąd optymalny wektor poprawek, δ , jest równy: 

( ) ( ) ( ) ( )[ ].11
βfyJJJβJJδ −=∇−=

−− TTT S  

Jeśli przyjąć, że ii ββδ −= +1 , wówczas powyższa równość przyjmie postać: 

( ) ( )βJJββ ST
ii ∇−=

−
+

1
1 . (2.15) 

Gdy zamiast ( ) 1−
JJT  podstawić stałą μ, powyższy wzór opisuje metodę naj-

większego spadku.  
Postać (2.15) wzoru na wektor 1+iβ  jest charakterystyczna dla metody Gaussa-

Newtona.  
Wielkość JJT  dla małych wartości poprawek, δ , (gdy funkcje ( )β,ixf  można 

w otoczeniu interesującego nas punktu aproksymować funkcjami liniowymi wzglę-
dem parametrów 1β , mi ,...,2,1,= ) staje się w przybliżeniu równa ( )βS2∇ , czyli 
hesjanowi ( )βH  sumy kwadratów odchyłek:  

( ) ( )[ ] ( )βJβJβH T= . (2.16) 

Levenberg, [L44], zauważył, że we wzorze (2.15) do macierzy JJT  można do-
dać Iλ , gdzie I  jest macierzą jednostkową, a czynnik λ – liczbą rzeczywistą: 

( ) ( ) ( ) ( )[ ].11
1 βfyJIJJββIJJββ −++=∇+−=

−−
+

TT
i

T
ii S λλ  (2.17) 

Dzięki takiemu zabiegowi współczynnik stojący przy ( )βS∇  we wzorze (2.17) 
dla małych wartości λ przyjmuje wartość jak we wzorze (2.15), zaś dla dużych 

wartości, gdy można położyć 
λ

μ 1
= , wzór (2.17) przyjmuje postać zbliżoną do 

metody największego spadku.  
Algorytm dostosowuje się do tego, czy funkcja ( )βS  zwiększa swoją wartość, czy 

zmniejsza. Intuicja podpowiada, że gdy błąd średniokwadratowy się zwiększa, po-
winno się zwiększyć λ, aby współczynnik stał się bliższy stosowanemu w metodzie 
największego spadku, zaś gdy błąd się zmniejsza, wówczas λ się zmniejsza, aby 
współczynnik stał się bliższy temu w metodzie Gaussa-Newtona (bliższy hesjanowi).  
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 W algorytmie Levenberga niekorzystne jest to, że jeżeli wartość czynnika λ jest 
duża, odwrócenie macierzy IJJ λ+T  czy IH λ+  jest bardzo trudne. Marquardt, 
[M63], udoskonalił algorytm Levenberga i zastąpił macierz jednostkową I  macie-
rzą diagonalą ( )JJTdiag  (zawierającą na głównej przekątnej wyrażenia przekąt-

niowe macierzy JJT ), przekształcając wzór (2.17) do postaci: 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )[ ].11
1 βfyJJJJJββJJJJββ −++=∇+−=

−−
+

TTT
i

TT
ii diagSdiag λλ

 (2.18) 

W ten sposób uzyskuje się efekt dłuższych kroków w kierunku, w którym gra-
dient jest mniejszy. 

Algorytm Levenberga-Marquardta można by więc zapisać następująco: 
1. Oblicz wartość 1+iβ  na podstawie iβ z równania (2.18).  

2. Oblicz wartość błędu ( )βS  dla 1+iβ  na podstawie wzoru (2.14). 

3. Jeśli błąd wzrósł, wróć do wartości iβ , zwiększ wartość λ k-krotnie i wróć do 
kroku 1 (przybliżenie liniowe minimalizowanej funkcji w otoczeniu iβ  okazało 

się nie dość ścisłe, więc zwiększa się "wpływ" metody największego spadku).  
4. Jeśli błąd zmalał, zaakceptuj ten krok i zmniejsz wartość λ k-krotnie (założe-

nie o liniowości minimalizowanej funkcji w otoczeniu iβ  okazało się wystar-

czająco ścisłe, więc zwiększa się "wpływ" metody Gaussa-Newtona). 

Zazwyczaj przyjmuje się k = 10.  

Największą zaletą algorytmu Levenberga-Marquardta jest jego szybka zbież-
ność w porównaniu z konkurencyjnymi metodami. Najkosztowniejszą operacją jest 
natomiast wyznaczenie macierzy odwrotnej, które w praktyce jest przeprowadzane 
w sposób przybliżony, na przykład przy użyciu metody SVD. 

2.4.7. Regularyzacja przez dyskretyzację 

Zagadnienia odwrotne mogą być regularyzowane przez dyskretyzację. Na ogół 
ograniczenie operatora T do jakiejkolwiek skończonej podprzestrzeni XX n ⊂  
prowadzi do dobrze postawionego problemu, jako że liniowe operatory na skoń-
czenie wymiarowych przestrzeniach są zawsze ograniczone. Jednakże liczba uwa-
runkowania (ang. condition number) skończenie wymiarowego problemu może być 
bardzo duża; zależy ona od wyboru nX . Podczas gdy np. dla różniczkowania 
wiadomo, jak wybrać skończenie wymiarową podprzestrzeń w taki sposób, aby 
mieć kontrolę nad liczbą uwarunkowania, odpowiednie skończenie wymiarowe 
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podprzestrzenie dla wielu problemów nie zawsze są znane apriori, a obliczenia 
numeryczne w takich przestrzeniach są zwykle zbyt kosztowne.  

W regularyzacji przez dyskretyzację rozmiar skończenie wymiarowej podprze-
strzeni działa jak parametr regularyzacji. Dlatego asymptotyczne rozwiązanie staje 
się mniej wiarygodne, jeżeli dyskretyzacja staje się bardziej gęsta (ang. gets finer), 
[N77], [EHN00, podrozdz. 3.3], [K89, rozdz. 17]. 

 
2.4.8. Inne metody rozwiązywania zagadnień odwrotnych 

Wśród wielu metod rozwiązywania liniowych i nieliniowych zagadnień odwrot-
nych w wielu dziedzinach techniki, fizyki matematycznej, równań różniczkowych 
cząstkowych i innych, wyróżnić można takie jak: 

− metoda przewidywania rozwiązania w postaci szeregu, 
− metoda transformacji Laplace’a, 
− metody transformacji całkowych, 
− metody oparte na teorii potencjałów, 
− metody iteracyjne, 
− metody regularyzacji, 
− metody źródeł pozornych, 
− metoda rozwiązań podstawowych, 
− metoda współczynników wrażliwości, 
− metoda filtru Kalmana, 
− metody stochastyczne i podejście probabilistyczne, 
− metoda elementów skończonych i metoda elementów brzegowych, 
− i wiele innych.  
Metoda przewidywania rozwiązania zagadnienia odwrotnego w postaci szeregu 

została przedstawiona w pracy [B64], a także w pracach [D66, K67] i w wielu póź-
niejszych publikacjach. Praca [B64] dotyczyła identyfikacji wartości brzegowych 
temperatury, a rozwiązanie było podane w postaci nieskończonego szeregu po-
chodnych temperatury i strumienia ciepła względem czasu. W późniejszych latach 
metoda ta była stosowana z powodzeniem do przedstawiania rozwiązań zagad-
nień odwrotnych w różnych obszarach zainteresowań z wykorzystaniem różnych 
postaci szeregów i wielomianów, [A97, H99, F99, G03 i in.].  

Metoda transformacji Laplace’a była wykorzystywana do szukania przybliżo-
nych rozwiązań zagadnień odwrotnych, szczególnie w okresie poprzedzającym 
powszechną dostępność komputerów. Można tu wspomnieć prace [CG80, GCK81, 
GK82, M00, MALMH03, CG10, i in.]. 

Specyfika różnych zagadnień odwrotnych wymuszała korzystanie z transformacji 
całkowych. Tak było np. w przypadku rozwiązywania zagadnień związanych z tomo-
grafią komputerową, [N99]. Podejście oparte na opisie rozwiązań przy wykorzystaniu 
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potencjałów, czy ich reprezentacji całkowej, zaprezentowano m.in. w pracach [G89, 
SS02, AK04, JW06] i in.  

Metody iteracyjne są szczególnie często wykorzystywane w różnego typu za-
gadnieniach odwrotnych, [VV86]. Oprócz wspomnianych już metod Landwebera 
czy Lardy’ego wielu autorów wprowadza własne metody iteracyjne, [YZ09, DS05, 
J05, JM02].   

Wiele metod regularyzacji bazuje na regularyzacji Tichonowa. Są jednak roz-
maite inne podejścia, np. hybrydowe [LCH06], oparte na produkcji entropii, [C05, 
LS06, CFG07], quasi-Tichonowa [CL08]; połączenie podejścia Tichonowa i opar-
tego na entropii [M00a]; regularyzacja Fouriera [XFL06, FL09] i inne.  

Metodę źródeł pozornych w zastosowaniu do zagadnień odwrotnych prezento-
wano m.in. w pracach [E90, KS01, VW04, JL08, TW07]. Metoda rozwiązań pod-
stawowych często jest stosowana w połączeniu z innymi metodami, [JM07, 
CKS08, AM09, BIJL09]. Metoda współczynników wrażliwości, nazywana też meto-
dą specyfikacji funkcji, została przedstawiona w monografii [BBC85], a następnie 
stosowana w wielu pracach, np. [B95, KS00, K01, KS01a, MMD03, MMS08], także 
w połączeniu z innymi metodami.  

Metodę filtru Kalmana i podejście probabilistyczne zaprezentowano m.in. w pra-
cach [AS97, E99, ANZ04, IKKKK07]. 

Prace, w których stosowane są metody elementów skończonych, elementów 
brzegowych, różnic skończonych oraz metod hybrydowych, bazujących na ele-
mentach skończonych, to m.in. [C00, DDY04, MEHILW04, NN05, RK06, MG08, 
GLM08, GL10].  

Wśród wielu innych metod można jeszcze wymienić metodę gradientów sprzężo-
nych, [PN98, HW99, PY00], wygładzania danych, [M93a, D94], metodę falek, [EBR99, 
FZQ03], algorytm genetyczny, [MEIL05, PB05, DMAU08], podejście bayesowskie, 
[WZ04, YYF09] i inne.  

Nie sposób wymienić wszystkich metod stosowanych przy rozwiązywaniu zagad-
nień odwrotnych. Jedna z nich, oparta na wykorzystaniu własności funkcji Trefftza, 
jest omówiona na kartach tej monografii. 



 



3. Funkcje Trefftza i ich własności 
 
 
 
 
 
 
 

3.1. METODA TREFFTZA 

W swoim artykule z 1926 roku, [T26], Trefftz zaprezentował ideę przybliżania 
rozwiązania równania harmonicznego kombinacją liniową funkcji, spełniających 
równania Laplace’a (funkcji harmonicznych) jako alternatywę dla metody Ritza 
rozwiązywania zagadnień brzegowych. Od czasu tej pracy funkcje, spełniające 
tożsamościowo zadane równanie różniczkowe, nazywa się funkcjami Trefftza.  

Oczywiście wyznaczenie jakiejś funkcji, spełniającej rozważane równanie róż-
niczkowe, nie oznacza od razu, że jest ona funkcją Trefftza. Dla danego równania 
wyznacza się zbiór takich funkcji. Zgodnie z ideą przedstawioną w pracy [T26] 
funkcje te muszą mieć tę własność, że rozwiązanie ścisłe rozważanego równania 
różniczkowego z zadanymi warunkami brzegowymi (gdy jedną ze zmiennych jest 
czas, to także z warunkami/warunkiem początkowymi/początkowym) można opisać 
w sposób przybliżony przy pomocy kombinacji liniowej tych funkcji. Wówczas wa-
runki spełnione są w sposób przybliżony, zaś równanie w sposób ścisły.  

Taka metoda rozwiązywania równań różniczkowych nosi nazwę metody Trefft-
za. Jest ona stosowana przy rozważaniu równań różniczkowych postaci: 

,gT =ϕ  (3.1) 

gdzie T jest operatorem różniczkowym, działającym na funkcje określone w pew-
nym obszarze Ω

~
, przy czym ( )Ω∈

~NCϕ , gdzie N jest nie mniejsze niż rząd rów-

nania różniczkowego. Ponadto zakłada się, że ( )Ω∈
~2Lϕ ; to założenie jest po-

trzebne ze względu na średniokwadratowe dopasowywanie przybliżonego rozwią-
zania równania (3.1) do warunków brzegowych i – gdy występuje zależność od 
czasu – początkowych. Gdy obszar Ω

~
 zawiera zmienną czasową, wygodnie jest 

zapisać, że ( )t,0~
×Ω=Ω , gdzie Ω  jest obszarem zajmowanym przez rozważany 

ośrodek, zaś ( )t,0  – przedziałem czasu. O brzegu obszaru Ω  zakłada się, że jest 

kawałkami gładki.  
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Gdy zbiór tych funkcji jest zupełny, tzn. gdy stanowią one bazę przestrzeni roz-
wiązań rozważanego równania różniczkowego, wówczas nazywa się je T-funkcjami 
lub funkcjami T-kompletnymi, [H80].  

 Jeśli w równaniu (3.1) 0=g , wówczas mówimy, że jest ono jednorodne. W przy-
padku gdy ,0≠g  tzn. gdy rozważane jest równanie niejednorodne, zakłada się, że 

funkcja opisująca niejednorodność (nazywana też funkcją źródła bądź po prostu 
źródłem) jest dostatecznie wysokiej klasy ciągłości, aby można ją było opisać z do-
brym przybliżeniem skończoną liczbą wyrazów szeregu Taylora, tzn.: 
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zaś 1+NR  jest resztą szeregu, [F66].  

Idea metody Trefftza polega zatem na znalezieniu układu funkcji spełniających 
w sposób ścisły rozważane równanie różniczkowe, a następnie przybliżeniu rozwią-
zania zagadnienia brzegowego (początkowo-brzegowego) dla tego równania kombi-
nacją liniową tych funkcji. Wtedy to przybliżone rozwiązanie spełnia równanie różnicz-
kowe, natomiast warunki początkowe i brzegowe spełnione są w sposób przybliżony. 

Gwałtowny rozwój metody Trefftza rozpoczął się z końcem lat siedemdziesią-
tych dwudziestego wieku pracami Herrery i Jirouška [H77, J78, HS78, H80, H84, 
H84a]. J. Jiroušek przedstawił rezultaty stanowiące podstawy rozwoju metody „du-
żych elementów skończonych lokalnie spełniających wszystkie równania pola”. 
W pracy [JG86] po raz pierwszy autorzy użyli sformułowania hybrid-Trefftz finite 
element, wiążąc tym samym tę metodę z wynikami E. Trefftza. W wyniku badań 
stwierdzono, że z danym równaniem różniczkowym związane są dwa układy funk-
cji T-kompletnych, [Z89]: pierwszy dla obszarów ograniczonych oraz drugi dla ob-
szarów nieograniczonych. W przypadku obszarów ograniczonych wymaga się od 
funkcji braku osobliwości wewnątrz obszaru. Dla obszarów nieograniczonych funk-
cje powinny dążyć do zera w nieskończoności (warunek wypromieniowania). 

W pracy [HS78] pokazano, jak uzyskiwać funkcje T-kompletne. Dokonuje się tego 
przez całkowanie funkcji Greena z odpowiednią wagą. Wagami są ciągłe i liniowo 
niezależne funkcje. Są one inne dla obszarów ograniczonych i dla obszarów nie-
ograniczonych. Prostym przykładem układu funkcji T-kompletnych dla obszarów 
ograniczonych i dla równania Laplace'a są funkcje harmoniczne. Szerszy przegląd 
funkcji tego typu znaleźć można w monografii [Z89]. 
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Obok funkcji uzyskanych metodą podaną przez Herrerę (funkcje Herrery) nale-
ży wymienić systemy T-kompletnych funkcji Kupradze [K79]. Są to funkcje Greena 
o osobliwościach poza rozważanym obszarem.  

Oprócz wspomnianych wcześniej autorów zajmujących się tą tematyką należy 
wymienić Jirouška i Leona [JL77], A. Wróblewskiego, [JW96], B. Szybińskiego, A.P. 
Zielińskiego, [SZ95], J.A. Kołodzieja, [K01a], O.C. Zienkiewicza, [ZZ85], A. Maciąga, 
[M09] i wielu innych, np. [JC95, BHP97, KFK98, PBH00, SSK02, KW03, CGML04, 
Q04, L08, LQW08]. Zakres tematów poruszanych w pracach wymienionych autorów 
jest szeroki – od zagadnień zginania grubych, cienkich i ortotropowych płyt [JCZ93, 
JG86, JN90, JWQH94, JWH95, JWS95] poprzez problemy elastoplastyczności 
i sprężystości, [Z88, BPF01, LQW08], analizę pęknięć, [SZ06], przepływu płynów, 
[PBH00], skręcania pręta, [KW03], aż do równań falowych, [M09]. Ogromną zasługą 
tych badaczy było zastosowanie funkcji Treffza jako funkcji bazowych MES i MEB 
[H84a, ZZ85, JV90, J93, JW94, SZ95, WSSZ04] oraz w metodzie kollokacji brzego-
wej [FL98, FL99, K01a]. Obszerną monografię poświęconą m.in. zastosowaniom 
funkcji Trefftza w metodzie kollokacji przedstawili Kołodziej i Zieliński, [KZ09].  

Metodą Trefftza były badane głównie zagadnienia liniowe, jakkolwiek należy rów-
nież wspomnieć, że metoda T-funkcji może być stosowana do rozwiązywania za-
gadnień nieliniowych [U08]. 

Czas w postaci ciągłej występował przez wiele lat w bardzo nielicznych pracach 
wykorzystujących funkcje Trefftza. Jest tak na przykład w pracy [BS87], w której 
rozwiązano problem drgań nieskończonej płyty sztywnej spoczywającej na spręży-
stej półprzestrzeni. Dopiero zwrócenie uwagi na ponowne „odkrycie” w latach 
dziewięćdziesiątych ubiegłego wieku pracy Rosenblooma i Widdera, [RW56], oraz 
powiązanej z nią pracy [YFK83] zapoczątkowało powstanie wielu artykułów, pre-
zentujących nowe podejście do metody Trefftza, oparte na generowaniu wielomia-
nów rozwiązujących. Można tu wspomnieć prace [D86, D90, HM92, T95a, C98, 
FH98, H99, CFH99, CFH99a, CFK01, CF02, CFS03] i inne. Zasadnicza idea po-
została taka sama jak w pracach wcześniejszych. Różnica uwidocznia się w podej-
ściu do czasu występującego w zagadnieniach niestacjonarnych: pozwala ona 
uwzględnić czas jako pełnoprawną zmienną, bez konieczności wprowadzania jego 
dyskretyzacji. Zakres zmiennej czasowej jest dzielony na przedziały, lecz otrzyma-
ne rozwiązania są w tych przedziałach ciągłe, często nawet klasy ∞C ze względu 
na zmienną czasową. Warto także wspomnieć pracę [R97], w której, także bazując 
na pracy [RW56], podano wielomiany rozwiązujące dla pewnej klasy równań para-
bolicznych i udowodniono, że są one funkcjami Trefftza. Dla tych samych równań 
przedstawiono sposób ich wyprowadzenia oraz ich własności we wspomnianych 
wcześniej pracach, szerzej omówionych w dalszych rozdziałach.   
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Szybko okazało się, że w układach innych niż kartezjański, metodą stosowaną 
w wyżej wymienionych artykułach generuje się funkcje Trefftza, które nie są wielo-
mianami, [FH98, F99, FGH99, HHS01].  

Najbardziej znaczącą pozycją wśród publikacji prezentujących to podejście jest 
monografia [CF00]. Opisano w niej trzy sposoby generowania funkcji Trefftza.  

Pierwszy – to wykorzystanie równania rządzącego procesem w rozwinięciu 
spełniającej to równanie funkcji w szereg Taylora. Drugi sposób polega na wyko-
rzystaniu tzw. funkcji generującej, której postać zwykle otrzymuje się, rozwiązując 
analizowane równanie różniczkowe metodą rozdzielenia zmiennych. Trzeci sposób 
polega na zastosowaniu operatorów odwrotnych (rozwój tej techniki został opisany 
m.in. w pracach [CF03, CF03a, CF03b, S04]).  

Wymienione trzy metody znajdują zastosowanie przy generowaniu funkcji Trefft-
za dla liniowych równań różniczkowych cząstkowych. Dla dowolnych równań róż-
niczkowych cząstkowych nie istnieje ogólna metoda generowania funkcji Trefftza.  

We wspomnianej monografii [CF00] rozważono równanie niestacjonarnego prze-
pływu ciepła, równanie harmoniczne, biharmoniczne, Poissona, Helmholtza oraz 
jednowymiarowe równanie falowe. Uzyskane funkcje, nazwane funkcjami rozwiązu-
jącymi, mogą być także wykorzystywane jako funkcje bazowe MES, [C99]. 

W dalszych pracach znaleziono zastosowania metody Trefftza w zagadnieniach fa-
lowych, [M04, M05, MW05, MW05a], w zagadnieniach elastokinetyki [M07], i w wielu 
innych problemach.  

W następnych podrozdziałach zostaną przedstawione wzory, opisujące funkcje 
Trefftza dla różnych typów równań różniczkowych. Zostaną one wygenerowane 
przy wykorzystaniu pierwszych dwóch z wyżej omówionych sposobów.  

3.2. FUNKCJE TREFFTZA DLA RÓWNANIA LAPLACE’A 

Rozważane jest równanie Laplace’a w kartezjańskim układzie współrzędnych 
w ograniczonym obszarze nR⊂Ω : 

,02 =∇ u  (3.3) 

gdzie ∑
= ∂

∂
=∇

n

i ix1
2

2
2 . Gdy n = 2, to obszar Ω jest dwuwymiarowy i często przyjmuje 

się yxxx == 21  , . Gdy n = 3, to obszar Ω jest trójwymiarowy (wówczas 
zxyxxx === 321  , , ). Ponieważ w każdym z tych przypadków funkcje Trefftza 

(nazywane funkcjami harmonicznymi) mają inną postać, zostaną one rozważone 
oddzielnie. 
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3.2.1. Równanie Laplace’a w przestrzeni dwuwymiarowej 

Równanie (3.3) przyjmuje tu postać: 
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yx
,    ( ) 2, Ryx ⊂Ω∈ . (3.4) 

Ponieważ rozważany obszar Ω może być zajęty przez jakiś ośrodek (ciało stałe, 
płyn), więc zakładamy, że jest on ograniczony.  

Przy wyprowadzaniu postaci T-funkcji (funkcji harmonicznych) wykorzystana 
zostanie metoda funkcji generującej. Uzyskuje się ją, rozwiązując równanie (3.4) 
metodą rozdzielenia zmiennych, tzn. zakładając, że ( ) ( ) ( )yYxXyxu =, . Dla dwu-
wymiarowego równania Laplace’a funkcja generująca ( )pyxL ;,2Γ  ma postać: 

( ) ( )iyxp
L epyx +=Γ ;,2 ,           ( ) 2, Ryx ⊂Ω∈ , (3.5) 

gdzie p jest dowolnym parametrem rzeczywistym, tzn. Rp∈ . Funkcja ( )pyxL ;,2Γ  

jest funkcją generującą dla T-funkcji dla dwuwymiarowego równania Laplace’a. 
Jest to funkcja harmoniczna ze względu na zmienne ( )yx, . 

Rozwijając funkcję ( )pyxL ;,2Γ  w szereg Taylora względem parametru Rp∈ , 
0≠p , otrzymuje się: 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]∑∑
∞

=

∞

=

+=
+

=Γ
00

2 ,,
!

;,
n

n
nn

n

n
n

L pyxiGyxFp
n
iyxpyx , 

gdzie: 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
[ ]

( ) ( ) ( )( )
( )

( ) ( ) ( )∑

∑

∑

∑

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −

=

+−−

−≥

=

−

=

−

−≥

=

+−−
−=

=
−

−=
+

=

−
−=

=
−

−=
+

=

2
1

0

1212

,...3,1

21

2/

0

22

,...2,0

2

!12112
1

!!
1

!
Im,

,
!2!2

1

!!
1

!
Re,

n

k

kkn
k

kknkn

k

k
n

n

n

k

kkn
k

kknkn

k

k
n

n

kkn
yx

kkn
yx

n
iyxyxG

kkn
yx

kkn
yx

n
iyxyxF

 (3.6) 

dla ,...1,0=n , przy czym ( ) 0,0 =yxG . 
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Kilka kolejnych funkcji ( )yxFn ,  i ( )yxGn ,  ma postać następującą: 

( ) 1,0 =yxF , ( ) 0,0 =yxG , 

( ) xyxF =,1 , ( ) yyxG =,1 , 

( )
!2!2

,
22

2
yxyxF −= , ( ) xyyxG =,2 , 

( )
!2!3

,
23

3
xyxyxF −= , ( )

!3!2
,

32

3
yyxyxG −= , 

( )
!4!2!2!4

,
4224

4
yyxxyxF +−= , ( )

!3!3
,

33

4
xyyxyxG −= , 

( )
!4!2!3!5

,
4235

5
xyyxxyxF +−= , ( )

!5!3!2!4
,

5324

5
yyxyxyxG +−= .  

W przypadku gdy wskaźnik funkcji Trefftza ma wartość ujemną, funkcja przyjmuje 
wartość zero. 

Ponieważ funkcja generująca ( )pyxL ;,2Γ  jest funkcją harmoniczną ze względu na 
zmienne ( )yx, , więc także funkcje ( )yxFn ,  i ( )yxGn ,  są funkcjami harmonicznymi.  

Pomiędzy funkcjami ( )yxFn ,  i ( )yxGn ,  zachodzą, łatwe do udowodnienia, na-
stępujące związki dla ,...1,0=n , [CF00]: 
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 (3.7) 

Ze wzorów (3.7) wynikają następujące nierówności (argumenty funkcji to ),( yx ): 
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 (3.8) 

Dodając nierówności (3.8) stronami i oznaczając: 

yxs += ,   nnn GFH += ,     1000 =+= GFH  
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otrzymujemy: 

nn H
n

sH
11 +

≤+ , ,...1,0=n  

Stąd, dla kolejnych wskaźników ,...1,0=n , mamy: 

sH ≤1 ,   
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2
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3
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!n
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n ≤ , … (3.9) 

Stąd wynika, że: 

yx
nn eGF +
++ <+ 11 ,   ,...1,0=n  

Powyższa nierówność dowodzi ograniczoności funkcji ( )yxFn ,  i ( )yxGn ,  dla 
skończonych wartości argumentu ( )yx,  i dowolnych wskaźników ,...1,0=n . 

Z oszacowania (3.9) wynika, że w granicy, dla ∞<s i ∞→n , otrzymujemy: 
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Dla pochodnych funkcji ( )yxFn ,  i ( )yxGn ,  względem zmiennej x zachodzą dla 
,...1,0=n  następujące zależności, [CF00]: 
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Podobne związki zachodzą dla pochodnych funkcji ( )yxFn ,  i ( )yxGn ,  wzglę-
dem zmiennej y dla ,...1,0=n : 
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Iloczyn skalarny gradientów funkcji ( )yxFn ,  i ( )yxGn ,  znika, z czego wniosku-

je się, że te gradienty są wektorami prostopadłymi. Oznacza to także, że funkcje 
( )yxFn ,  i ( )yxGn , , stanowiące części rzeczywistą i urojoną funkcji nnn iGFH += , 

spełniają równania Cauchy-Riemanna, [K79a]. 
Funkcje ( )yxFn ,  i ( )yxGn ,  stanowią T-kompletny układ funkcji dla obszarów 

ograniczonych, [CF00]. 
Dla argumentów ( )yx,  takich, że 1≤+ yx  funkcje ( )yxFn ,  i ( )yxGn ,  bardzo 

szybko maleją ze wzrostem wartości n. Na podstawie nierówności (3.9) można 
pokazać, że warunki ε≤nF  i ε≤nG  są spełnione dla 1510−=ε  już dla n = 18, 

[CF00]. Z tego względu wygodniejsze może być rozważanie funkcji nn FnF !* =  

i nn GnG !* = . Wzory rekurencyjne (3.7) przyjmą wówczas dla ,...1,0=n  postać: 
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Traktując związki rekurencyjne (3.12) jak układ równań różnicowych można – 
eliminując z nich np. *

nG  – sprowadzić je do równania różnicowego drugiego rzędu: 

( ) 02 *22*
1

*
2 =++− ++ nnn FyxxFF . 

Równanie charakterystyczne tego równania, [C94], ma pierwiastki iyxs ±=2,1 . 

Zatem rozwiązanie tego równania z warunkami początkowymi ( ) 1,*
0 =yxF , 

( ) xyxF =,*
1  ma postać: 

( ) ( ) ( ) ϕnriyxiyxyxF nnn
n cos

2
1

2
1,* =++−= , (3.13a) 

gdzie 22 yxr += , 
x
yarctg=ϕ .  

Podobnie można pokazać, że: 

( ) ( ) ( ) ϕnriyxiyxyxG nnn
n sin

2
1

2
1,* =+−−= . (3.13b) 

Dla równania różnicowego na funkcję *
nG  warunki początkowe mają postać 

( ) 0,*
0 =yxG , ( ) yyxG =,*

1 . Dla obu równań różnicowych warunki początkowe są 
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konsekwencją wzorów (3.6) i podstawienia nn FnF !* = , nn GnG !* = . Jak łatwo za-

uważyć, funkcje ( ) ϕnryxF n
n cos,* =  i ( ) ϕnryxG n

n sin,* =  są funkcjami harmo-
nicznymi w biegunowym układzie współrzędnych ϕ,r . Wówczas w równaniu (3.3) 
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rrrr

.  

Układ funkcji Trefftza dla układu biegunowego w postaci wzorów (3.13) został 
także przedstawiony w monografiach [H84, ZZ85, Q00].  

3.2.2. Równanie Laplace’a w przestrzeni trójwymiarowej 

Dla trójwymiarowego równania Laplace’a, tzn. dla równania: 
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funkcja generująca ( )qpzyxL ,;,,3Γ  ma postać: 

( ) 22

,;,,3
qpizqypx

L eqpzyx +++=Γ ,       ( ) 3,, Rzyx ⊂Ω∈ , (3.14) 

gdzie p, q są dowolnymi parametrami rzeczywistymi, tzn. Rqp ∈, . Funkcja 
( )qpzyx ,;,,Γ  jest funkcją harmoniczną ze względu na zmienne ( )zyx ,, . Nie jest 

to jedyna funkcja generująca. Innymi funkcjami generującymi są funkcje: 
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jak również na przykład:  

( ) ( ) 22

3
,;,,3
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L eqpzyx +++=Γ ,  Rqp ∈, . 

Rozwijając funkcję ( )qpzyxL ,;,,3Γ  w szereg Taylora względem parametrów 
Rqp ∈, , 0≠p  i 0≠q , otrzymujemy: 
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gdzie, [CF00]: 

( ) ( ) ( )zyxQqpizyxPqpzyxR nknknk ,,,,,;,, 22 ++= .  (3.16) 
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Postać (3.16) funkcji ( )qpzyxRnk ,;,,  jest uzasadniona następującymi opera-

cjami, [CJ03]: 
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W celu wyznaczenia postaci funkcji ( )qpzyxRnk ,;,,  różniczkuje się związek 
(3.15) względem p i q przy wykorzystaniu postaci (3.16) funkcji nkR . Po przekształ-

ceniach dochodzi się do wzorów: 
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 (3.17a) 
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Po przemnożeniu związku (3.17a) przez q, związku (3.17)  przez p, a następnie 
odjęciu ich stronami otrzymuje się: 
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Podstawiając za 3LΓ  prawą stronę wzoru (3.15) przenumerowaną tak, aby su-
mowanie po n odbywało się od n = 1 i porównując wyrażenia stojące przy tych 
samych potęgach p i q otrzymuje się po prostych przekształceniach, [CF00]: 

0010 xRR = ,    0011 yRR = , (3.18) 

i ogólnie, dla 11 −≤≤ nj : 
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Wzory (3.18) i (3.19) pozostają prawdziwe, gdy zamiast R  wpisze się P  lub Q . 

Aby wyznaczyć funkcję 00R , porównuje się prawe strony wzorów (3.14) i (3.15) 

przy wykorzystaniu przedstawienia (3.16). Stąd: 
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qypx qpisQPzsizse  

gdzie 22 qps += . Porównując części rzeczywiste i urojone obu stron, a następ-

nie przechodząc z parametrem s do zera przy wykorzystaniu zależności 
( ) z
s
zs

s
=

→

sinlim
0

, ( ) 1coslim
0

=
→

zs
s

, dostaje się: 

100 =P ,      zQ =00 . (3.20) 
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Kolejne funkcje 0nR  wyznacza się, porównując lewą i prawą stronę zależności 
(3.15) dla 0=q . Wyznaczając pierwszą i drugą pochodną tak otrzymanego związ-
ku względem zmiennej p, mnożąc następnie pierwszą pochodną przez 2x 
i odejmując od drugiej pochodnej, po przekształceniach otrzymuje się następujące 
związki rekurencyjne:  

( )( ) ( ) ( )[ ]0
22
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1
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++
= ++  ,  ,...1,0=n , 

(3.21) 

( )( ) ( ) ( )[ ]0,1
22

0,0,1 12
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1
−+ +−+

++
= nnn QzxQnx

nn
Q ,  ,...2,1=n   

Zestawiając wzory (3.18), (3.19), (3.20) i (3.21) można łatwo wyznaczyć funkcje 
nkP  i nkQ  np. dla 3,2,1,0=n , [CF00]. 

Funkcje nkP  dla 1,...,0 += nk : 

n = 0   P00 = 1, 

n = 1   P10 = x,   P11=  y, 

n = 2   P20 = 
!2!2

22 zx
− ,   P21 = xy,    P22 = 

!2!2

22 zy
− , 

n = 3   P30 = !2!3

23 xzx
− ,   P31 = ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
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!2!2

22 zxy ,   P32 = ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
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!2!2

22 zyx ,  

        P33 = !2!3

23 yzy
− . 

Stoją one przy następujących potęgach parametrów p i q: 

p0q0 

pq0        p0q 

p2q0        pq      p0q2 

p3q0        p2q      pq2   p0q3. 
 
Funkcje nkQ  dla 1,...,0 += nk  

n = 0 Q00 = z , 

n = 1 Q10 = zx , Q11 = zy , 
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n = 2 Q20 = !3!2

32 zzx
− , Q21 = xyz, Q22 = !3!2

32 zzy
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n = 3 Q30 = !3!3
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                 Q33 = 
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Stoją one przy następujących potęgach parametrów p i q: 

sp0q0 

spq0  sp0q 

sp2q0  spq  sp0q2 

sp3q0  sp2q  spq2  sp0q3 

gdzie 22 qps += . 

Zróżniczkowanie związku (3.15) kolejno względem zmiennej x, względem 
zmiennej y i względem zmiennej z prowadzi do następujących związków rekuren-
cyjnych dla pochodnych funkcji nkP  i nkQ , [CF00]: 

,0),,(
=

∂
∂

x
zyxPnn       ,...,1,0,0),,(

==
∂

∂ n
x

zyxQnn  

),,(),,(
,1 zyxP

x
zyxP

kn
nk

−=
∂

∂
,    1,...,1,0),,,(),,(

,1 −==
∂

∂
− nkzyxQ

x
zyxQ

kn
nk , 

,...2,1,0   ,00 ==
∂
∂ n

y
Pn ,       ,,...,2,1   ,1,1 nkP

y
P

kn
nk ==

∂
∂

−−  

,...2,1,0   ,00 ==
∂
∂ n

y
Qn ,       nkQ

y
Q

kn
nk ,...,2,1   ,1,1 ==

∂
∂

−− , 

...3,2   ,2,2 ==
∂
∂

−− nQ
z

P
nn

nn ,        nnQ
z

P
nn

nn ,...,4,3   ,3,2
1, =−=

∂
∂

−−
− , 

,...3,2   ,0,2
0 =−=

∂
∂

− nQ
z

P
n

n ,        nnQ
z

P
n

n ...,4,3   ,1,2
1 =−=

∂
∂

− , 

,20   ,2,2,2 −≤≤−−=
∂
∂

−−− nkQQ
z

P
knkn

nk     ,...1,0   ,0   , =≤≤=
∂
∂ nnkP

z
Q

nk
nk  



3. Funkcje Trefftza i ich własności 58

Wyprowadzone funkcje Trefftza dla trójwymiarowego równania Laplace’a są 
T-kompletne, [CF00]. Wielomiany harmoniczne nkP  i nkQ  noszą również nazwę 

funkcje kuliste.  

3.2.3. Równanie Laplace’a w układzie (r, z) 

Rozważmy równanie Laplace’a we współrzędnych cylindrycznych z osiową 
symetrią: 
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, ( ) ( ) ( )Hbazr ,0,, ×∈ . (3.22) 

W przypadku układu cylindrycznego występują dwie niezależne funkcje gene-
rujące, ( )pzrCL ;,

12Γ  i ( )pzrCL ;,
22Γ . Związane jest to ze sposobem uzyskania 

tych funkcji. 
Punktem wyjścia do wyprowadzenia funkcji tworzących we współrzędnych 

( )zr,  jest funkcja ( )qpzyxL ,;,,3Γ , zdefiniowana związkiem (3.14). Dokonując 
w niej przejścia od zmiennych ( )yx,  do zmiennych ( )ϕ,r  (tzn. podstawiając 

ϕcosrx = ,  ϕsinry = ) oraz przyjmując nowy parametr 22 qpis +=  otrzymuje 

się inną postać funkcji 3LΓ , mianowicie: 

( ) .,;,sin,cos
)sincos(sincos

3
22 sz

s
q

s
pisrqpizqrpr

L eeqpzrr
++−+++ ==Γ

ϕϕϕϕϕϕ  

Ponieważ prawdziwy jest związek ( ) ( ) 1// 22 =+ sqsp , więc podstawiając 
αα sin  ,cos/ == q/ssp  można przekształcić funkcję generującą do postaci: 

( ) ( ) .,;,, cos
3

szisr
CL eszr +−−=Γ αϕαϕ  

W zagadnieniach o symetrii środkowej, przy braku zależności rozwiązania rów-
nania od kąta ϕ, eliminuje się zmienną ϕ całkując funkcję ( ) szisre +−− αϕcos  po kącie ϕ 
w granicach od α  do  2π +α. Otrzymujemy:  

szszszisr esrJeisrIrde
r

)()(
2
1

00

2
)cos( =−=∫

+
+−−

απ

α

αϕ ϕ
π

. 

gdzie Jn(sr) oraz In(sr) oznaczają zwykłą i zmodyfikowaną funkcję Bessela pierw-
szego rodzaju rzędu n, [M64]. Przy obliczeniu tej całki wykorzystano związki 

)()( 00 zIzI =−  i )()( 00 zJizI = . Funkcję: 
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 ( ) sz
CL esrJszr )(;, 02 1

=Γ  

nazywa się funkcją generującą pierwszego rodzaju dla rozważanego równania. 
Rozwijając ją w szereg potęgowy ze względu na parametr s otrzymuje się: 
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CL szrhesrJszr  (3.23) 

Współczynniki rozwinięcia, ( )zrhn , , są funkcjami Trefftza pierwszego rodzaju 
dla rozważanego równania. Dla ,...1,0=n  dane są one wzorem, [F99]: 
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gdzie: [ ] ( )xfloorx =  oznacza część całkowitą liczby x .  

Kilka kolejnych funkcji ( )yxhn ,  ma postać następującą: 

( ) 1,0 =zrh , 

( ) zzrh =,1 , 

( ) 22
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 … 

Ponieważ funkcja szesrJ )(0  spełnia równanie (3.22), więc – jak wiadomo z teo-

rii funkcji Bessela, [M64] – również funkcja szesrY )(0 je spełnia, gdzie )(zYn ozna-
cza funkcję Bessela drugiego rodzaju rzędu n, [M64]. Funkcję )(0 zY  można przed-

stawić w postaci: 
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gdzie γ = 0,5772 oznacza stałą Eulera. Tak więc funkcję szesrY )(0  można zapisać 

następująco: 
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przy czym ciąg (an) zdefiniowany jest wzorem: 
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Chcąc otrzymać drugą funkcję generującą, ( )szrCL ;,
22Γ , istotnie różną od 

( )szrCL ;,
12Γ , definiuje się ją następująco: 
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 (3.25) 

Rozwinięcie funkcji ( )szrCL ;,
22Γ  w szereg potęgowy względem parametru s  

prowadzi do wzoru: 
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w którym funkcje ( )yxhn ,  określone są wzorem (3.24), zaś funkcje ),( zrkn  są dla 
,...1,0=n  dane wzorem: 
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Funkcje Trefftza drugiego rodzaju dla rozważanego równania, ),( zrwn , można 
dla ,...1,0=n  przedstawić następująco: 

),(ln),(),( zrkrzrhzrw nnn −= , (3.27) 

a funkcję ( )szrCL ;,
22Γ  można zapisać w postaci szeregu: 

( ) ∑
∞

=

=Γ
0

2 ),(;,
2

n

n
nCL szrwszr . (3.28) 



3.2. Funkcje Trefftza dla równania Laplace’a 61 

Kilka kolejnych funkcji ( )yxwn ,  ma postać następującą: 
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  … 

Funkcje Trefftza pierwszego i drugiego rodzaju dla równania (3.22) mają nastę-
pujące własności, [F99]: 
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Ponadto dla ustalonego (r, z) prawdziwe są granice: 

0),(lim =
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,    ,0lim =
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hn

n ∂
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0),(lim =
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zrwnn
,     .0lim =
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wn

n ∂
∂

 

3.3. FUNKCJE TREFFTZA DLA RÓWNANIA  
PRZEWODNICTWA CIEPLNEGO 

3.3.1. Niestacjonarne jednowymiarowe równanie przewodnictwa cieplnego 

Rozważmy niestacjonarne jednowymiarowe równanie przewodnictwa cieplnego 
bez źródeł ciepła, w zmiennych bezwymiarowych, w ograniczonym obszarze jed-
nowymiarowym: 

t
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u

∂
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∂
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2

2

,  ( ) ( )Ttx ,0, ×Ω∈ ,    1R⊂Ω . (3.29) 

Równanie takie rozważane było w pracy [RW56], gdzie wyznaczono dla niego 
funkcję generującą: 
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+ ==Γ
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tppx
P ptxveptx . (3.30) 

Tutaj Rp∈  jest dowolną liczbą rzeczywistą.  

Kolejne funkcje Trefftza otrzymuje się następująco: 

Wstawiając do (3.30) p = 0 otrzymuje się pierwszą T-funkcję, v0 = 1. Różniczku-
jąc (3.30) po parametrze p i następnie kładąc p = 0, dostajemy v1 = x. Kolejne dzia-
łanie operatorem ∂/∂p na związek (3.30) i przyjęcie p = 0 pozwala efektywnie wy-
znaczyć dalsze wielomiany vn.  

Kilka kolejnych funkcji ( )yxvn ,  ma postać następującą: 
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Dla dowolnego ,...1,0=n  T-funkcje można wyznaczyć, posługując się wzorem, 
[RW56, H99, CF00]: 
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kkn

n kkn
txtxv  , (3.31) 

gdzie [ ] ( )xfloorx =  oznacza część całkowitą liczby x . 

Ze względu na swoją postać T-funkcje dla równania (3.29) noszą nazwę wielo-
mianów cieplnych. Jak łatwo sprawdzić, spełniają one równanie (3.29). Układ funk-
cji ( ){ }∞=0, nn txv  jest układem zupełnym, [C02], tak więc jest to układ T-kompletny.  

Jak wykazano w pracy [H99], dla ( ) ( )Ttx ,0, ×Ω∈ , gdzie Ω jest obszarem 
ograniczonym i ∞<T , i dla ,0>δ  ma miejsce oszacowanie: 
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Z tego oszacowania wynika, że dla ( ) ( ):,0, Ttx ×Ω∈   

( ) .0,lim =
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txvnn
  

Dla pochodnych funkcji ( )txvn ,  zachodzą następujące zależności: 
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Generowanie funkcji Trefftza dla równania przewodnictwa cieplnego w układzie 
biegunowym o symetrii środkowej w zmiennych bezwymiarowych, tzn. dla równania: 
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jest procedurą znacznie bardziej złożoną niż dla równania we współrzędnych karte-
zjańskich, (3.29). T-funkcje dla tego przypadku zostaną omówione w części 3.3.3.  

Funkcje Trefftza dla równania (3.29) można wyznaczyć także przy wykorzysta-
niu rozwinięcia rozwiązania tego równania w szereg Taylora, [C01]. 

3.3.2. Niestacjonarne dwuwymiarowe równanie przewodnictwa cieplnego 

W przypadku dwuwymiarowym równanie przewodnictwa cieplnego w zmien-
nych bezwymiarowych w układzie kartezjańskim przyjmuje postać następującą:  
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Funkcja generująca T-funkcje ma postać: 
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 (3.34) 

W podobny sposób jak dla przypadku jednowymiarowego otrzymuje się funkcje 
Trefftza, które są iloczynami wielomianów cieplnych, otrzymanych dla przypadku 
jednowymiarowego. m-tą funkcję Trefftza dla zagadnienia dwuwymiarowego defi-
niuje się następująco, [GL10]: 

( ) ),(),(,, tyvtxvtyxV kknm −=    ,...1,0=n ; ,,...,0 nk =  (3.35) 

gdzie 
( ) knnm +
+

=
2

1
, a funkcje ),( txvn  określone są wzorem (3.31). Własności 

funkcji ( )tyxVm ,, , ,...1,0=m , wynikają bezpośrednio z własności T-funkcji dla 

przypadku zagadnienia jednowymiarowego.  

3.3.3. Równanie przewodnictwa cieplnego w układzie (r, t) 

Przejście do układu biegunowego odbywa się przez podstawienie ϕcosrx = , 
ϕsinry =  w równaniu (3.33). Równanie przewodnictwa cieplnego ma w tym ukła-

dzie postać następującą: 
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Przejście w funkcji generującej z układu tyx ,,  do układu tr ,,ϕ  pociąga za so-

bą zmianę postaci funkcji generującej, jak następuje:  
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s
psrtqpqrpr
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gdzie 22 qps += .  

Ponieważ prawdziwy jest związek ( ) ( ) 1// 22 =+ sqsp , więc podstawiając 

αα sin  ,cos ==
s
q

s
p

 można przekształcić funkcję generującą do postaci: 

( ) ( ) tssr
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2cos
2 ,;,, +−=Γ αϕαϕ . 

W zagadnieniach o symetrii środkowej, przy braku zależności rozwiązania rów-
nania od kąta ϕ, eliminuje się zmienną ϕ całkując funkcję ( ) tssre

2cos +−αϕ  po kącie ϕ 
w granicach od α  do  2π +α. Otrzymujemy: 

( ) ( )

( ) . 
2
1

2
1

,;,,
2
1;,

222

0

2

0

cos
2

)cos(

2

01

tssrtstssr

BP

esrIdeede

dstrstr

===

=Γ=Γ

∫∫

∫
+

+−

+

π
θ

απ

α

αϕ

απ

α

θ
π

ϕ
π

ϕαϕ
π

 (3.37) 

In(sr) oznacza zmodyfikowaną funkcję Bessela pierwszego rodzaju rzędu n. 
W obliczeniach wykorzystano następujące przedstawienie zmodyfikowanej funk-
cji Bessela, [M64]: 

∫ ±=
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θ θ
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1)( dezI z . 

Funkcja ( ) tsesrI
2

0 , gdzie Rs∈  jest parametrem, nazywana jest funkcją gene-
rującą pierwszego rodzaju we współrzędnych (r,t), tzn. dla równania (3.32). 

Rozwinięcie każdego z czynników występujących w tej funkcji w szereg potę-
gowy względem potęg parametru s prowadzi do następującej postaci funkcji gene-
rującej pierwszego rodzaju dla równania (3.32): 
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Współczynniki ),( trgn  rozwinięcia funkcji ( )strBP ;,
11Γ  w szereg potęgowy wzglę-

dem potęg parametru s nazywane są funkcjami cieplnymi pierwszego rodzaju dla 
równania (3.32) i dla ,...1,0=n  dane są wzorem: 
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Są to wielomiany stopnia 2n, spełniające równanie (3.32). Trzy pierwsze z nich 
mają postać następującą: 

( ) 1,0 =trg , 

( ) trtrg += 2
1 4

1, , 

( ) 224
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1
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64
1, ttrrtrg ++= . 

Z teorii równań różniczkowych wynika, że w układzie współrzędnych (r,t) istnie-

je drugie rozwiązanie równania (3.32), a mianowicie ( ) tsesrK
2

0 , gdzie ( )srK0  jest 
zmodyfikowaną funkcją Bessela drugiego rodzaju rzędu n. Pomiędzy funkcjami 
( )srI0  i ( )srK0  zachodzi związek, [M64, F99]: 
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gdzie γ = 0,5772... oznacza stałą Eulera. Pozwala on zapisać funkcję ( ) tsesrK
2
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w postaci: 
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w której ciąg (an) zdefiniowany jest wzorem: 
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Wyrażenie tsesrIs 2
)(

2
ln 0⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +− γ  spełnia równanie (3.32), bowiem jest iloczynem 

dwóch czynników, z których pierwszy nie zależy od r ani od t, natomiast drugi, 
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( ) ,
2

0
tsesrI  spełnia to równanie. Funkcję generującą drugiego rodzaju dla równania 

(3.32), której współczynniki rozwinięcia w szereg potęgowy są w sposób istotny róż-
ne od współczynników otrzymanych wyżej, można zdefiniować następująco: 
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Rozwinięcie każdego z czynników funkcji ( )strBP ;,
21Γ  w szereg potęgowy 

względem potęg parametru s prowadzi do następującej postaci funkcji generującej 
drugiego rodzaju:  
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Funkcje ),( trgn  określone są wzorem (3.39), zaś funkcje ),( trqn  mają postać: 
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Przyjmując: 

),,(ln),(),( trqrtrgtru nnn +−=  (3.42) 

można funkcję ( )strBP ;,
21Γ  zapisać ostatecznie w postaci: 
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Współczynniki ),( trun , zdefiniowane wzorem (3.42), nazywane są funkcjami 
cieplnymi drugiego rodzaju we współrzędnych tr, . Są to funkcje spełniające rów-
nanie (3.32). Trzy pierwsze z nich mają postać następującą: 
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Funkcje cieplne ),( trgn  i ),( trun , wynikające z funkcji generujących 
( )strBP ;,

11Γ  i ( )strBP ;,
21Γ , tworzą układ funkcji liniowo niezależnych. Jest to układ 

T-funkcji dla dwuwymiarowego równania przewodnictwa cieplnego we współrzęd-
nych biegunowych przy symetrii względem środka. W pracy [F99] zaprezentowano 
także inny sposób uzyskania funkcji generujących, w oparciu o metodę rozdziele-
nia zmiennych.  

Funkcje ),( trgn  i ),( trun  spełniają dla ,...3,2=n  związki rekurencyjne, [F99]: 

22

2

12

2

4
)12(4

−− −
+−

= nnn g
n
tg

n
rntg ,  

,
2
1

4
)12(4

222

2

12

2

r
gr

n
u

n
tu

n
rntu n

nnn ∂
∂

+−
+−

= −−  

gdzie:  

trgg +== 2
10 4

1,1 ,           .ln
4
1,ln 2

10 rtruru ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−=−=   

Dla n = 2,3,… prawdziwe są związki, [F99]: 
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Ponadto dla ustalonego ( ) ( ) ( )TRtr ,0,0, ×∈ ,  gdzie ∞<R  otrzymuje się, [F99]: 
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3.3.4. Równanie przewodnictwa cieplnego w układzie (r, ϕ, t) 

Rozważmy ponownie równanie (3.36). Przy pozostawieniu zależności rozwią-
zania od zmiennej kątowej, rozwiązanie tego równania można zapisać w postaci: 
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Po podstawieniu tej postaci do równania (3.36) otrzymuje się związek 
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Postać ogólną rozwiązania równania (3.46) można uzyskać metodą rozdziela-
nia zmiennych, przyjmując rozwiązanie w postaci ( ) ( ) ( )tΘrRr,tV = , co po podsta-

wieniu do powyższego równania i rozdzieleniu zmiennych daje: 
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Rozwiązanie powyższych równań różniczkowych zwyczajnych w postaci ogól-
nej jest następujące: 
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Stąd dla równania (3.46) otrzymuje się następujące funkcje generujące: 
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gdzie: 
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Tutaj ( )zIn  oznacza zmodyfikowaną funkcję Bessela pierwszego rodzaju, rzędu n , 

[M64]. Można ją przedstawić w postaci szeregu potęgowego w następujący sposób: 
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Trzy pierwsze funkcje Trefftza pierwszego rodzaju dla równania (3.46) można 
wyprowadzić ze związku określającego 

12BnPΓ . Mają one postać następującą: 
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 (3.48) 

Dla 0=n  równanie (3.46) przyjmuje postać  
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dla którego funkcje generujące i funkcje Trefftza wyznaczono w części 3.3.3. 
Funkcje (3.48) dla 0=n  przyjmują postacie funkcji ),(0 trg , ),(1 trg  i ),(2 trg , 

opisanych wzorem (3.39). 
Wyprowadzenie postaci ogólnej (dla dowolnego ,...1,0=n ) funkcji Trefftza 

pierwszego i drugiego rodzaju dla równania (3.46) jest procesem dość złożonym, 
jakkolwiek prowadzącym do układu wielomianów. Wydaje się, że konieczne jest 
posłużenie się komputerem i wykonanie na nim obliczeń symbolicznych dla kon-
kretnych wartości indeksu n , szczególnie dla funkcji drugiego rodzaju.  

Warto dodać, że T-funkcje dla równania (3.36) zostały przedstawione także w mo-
nografii [Q00], jednakże w znacznie bardziej złożonej postaci, a mianowicie jako ilo-
czyny funkcji Bessela (zwykłych i zmodyfikowanych), i funkcji trygonometrycznych.  

3.3.5. Równanie przewodnictwa cieplnego w układzie (r, z, t) 

Równanie przewodnictwa cieplnego w układzie cylindrycznym z osiową syme-
trią ma postać: 
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Funkcje generujące dla tego równania, ( )pstzrCP ,;,,
12Γ  i ( )pstzrCP ,;,,

22Γ  uzyskuje 

się, wykorzystując funkcje generujące we współrzędnych biegunowych, 
11BPΓ  i 

21BPΓ , 

dane wzorami (3.38) i (3.43), oraz funkcję 1PΓ , określoną wzorem (3.30): 
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 (3.50) 

gdzie funkcje ),( txvk , ),( trgn  i ),( trun  zdefiniowane są wzorami (3.31), (3.39) 

i (3.42). Funkcje Trefftza dla równania (3.49) mają postać, [F99]:  
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gdzie 
( ) knnm +
+

=
2

1
.  

Własności funkcji ( )tzrV m ,,1  i ( )tzrV m ,,2 , ,...1,0=m , wynikają bezpośrednio 

z własności T-funkcji dla niestacjonarnych równań jednowymiarowych we współ-
rzędnych biegunowych i we współrzędnych kartezjańskich. 

Układ funkcji { ( )tzrV m ,,1 , ( )tzrV m ,,2 } stanowi układ T-kompletny dla równania 

przewodnictwa cieplnego w układzie cylindrycznym z osiową symetrią.  

3.3.6. Niestacjonarne trójwymiarowe równanie przewodnictwa cieplnego 

W przypadku trójwymiarowym równanie przewodnictwa cieplnego w zmiennych 
bezwymiarowych w układzie kartezjańskim przyjmuje postać następującą:  
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 ,  ( ) ( )Ttx ,0, ×Ω∈ ,    3R⊂Ω . 

Funkcja generująca T-funkcje ma postać: 

( ) ( ) .,,;,,,
222222

3
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P eeeerqptzyx ++++++++ ==Γ  
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W podobny sposób jak dla przypadku jednowymiarowego otrzymuje się funkcje 
Trefftza, które są iloczynami wielomianów cieplnych, otrzymanych dla przypadku 
jednowymiarowego. m-tą funkcję Trefftza dla zagadnienia trójwymiarowego definiu-
je się następująco, [GL10]: 

( ) ),(),(),(,,, tzvtyvtxvtzyxV llklknnkl −−−= ,    

,...1,0=n ;   nk ,...,0= ;    kl ,...,0= , 

gdzie funkcje ),( txvn  określone są wzorem (3.31). Własności funkcji ( )tyxVnkl ,,  

wynikają bezpośrednio z własności T-funkcji dla przypadku zagadnienia jednowy-
miarowego. 

3.3.7. Równanie przewodnictwa cieplnego dla pręta  
z boczną wymianą ciepła (w żebrze)  

Równanie przewodzenia ciepła dla jednorodnego pręta z boczną wymianą cie-
pła (w żebrze) bez źródeł ma następującą postać: 
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 . (3.52) 

Tu u opisuje temperaturę, 
ρ
λχ
h

A
= , λ  jest współczynnikiem przewodzenia ciepła, 

A – powierzchnią przekroju poprzecznego pręta, h – współczynnikiem przewodnic-
twa zewnętrznego, ρ – gęstością, [TS63].  

Funkcja generująca ma postać, [G03]: 
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ptpx ptxveptxW χχ χ  (3.53) 

W podobny sposób jak dla przypadku jednowymiarowego otrzymuje się funkcje 
Trefftza, które są iloczynami wielomianów cieplnych, otrzymanych dla przypadku 
jednowymiarowego oraz czynnika te χ− . Kilka kolejnych funkcji ( )yxvn ,  ma postać 

następującą: 

( ) tetxv χ−=,0 , 

( ) txetxv χ−=,1 ,



3.4. Funkcje Trefftza dla równania falowego 73 

( ) tetxtxv χ−
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=

!2
,

2

2 , 

( ) textxtxv χ−
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=

!3
,

3

3 , 

( ) tettxxtxv χ−
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++= 22

4

4 !2
1

!2
1

!4
, . 

Wszystkie własności T-funkcji dla równania przewodnictwa cieplnego w żebrze 
wynikają z własności T-funkcji, opisanych w części 3.3.1.  

3.4. FUNKCJE TREFFTZA DLA RÓWNANIA FALOWEGO 

3.4.1. Dwuwymiarowe równanie falowe 

Rozważmy dwuwymiarowe równanie falowe we współrzędnych bezwymiaro-
wych w obszarze ograniczonym 2R⊂Ω : 
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 Funkcja generująca dla tego równania ma postać: 
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F eqptyx ++=Γ  (3.55) 

gdzie Rqp ∈,  są dowolnymi parametrami rzeczywistymi oraz 22 qps += . 

Rozwijając funkcję ( )qptyxF ,;,,2Γ  w szereg potęgowy względem zmiennych qp,  
i s  otrzymujemy, [M09]: 
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Części rzeczywiste i urojone wielomianów ( ) ( )tyxR kllkn ,,−− , 
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spełniają równanie (3.54), są zatem funkcjami Trefftza. Są to wielomiany, nazywane 
wielomianami falowymi. Kilka pierwszych funkcji ( ) ( )tyxP kllkn ,,−−  i ( ) ( )tyxQ kllkn ,,−−  

dla ,...1,0=n , nk ,...,1,0=  i 1,0=l  ma postać następującą:  

( ) 1,,000 =tyxP ,   ( ) 0,,000 =tyxQ , 

( ) ( ) ( ) 0,,,,,, 001010100 === tyxPtyxPtyxP , 

( ) xtyxQ =,,100 ,   ( ) ytyxQ =,,010 ,   

( ) ttyxQ =,,001 , 
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Wielomiany falowe ( ) ( )tyxP kllkn ,,−−  i ( ) ( )tyxQ kllkn ,,−−  dla ,...2,1=n , nk ,...,1,0=  

i 1,0=l  oraz dla ( ) 1,,000 =tyxP , ( ) 0,,000 =tyxQ , spełniają następujące wzory 

rekurencyjne, [M09]: 
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 (3.57) 

Ponadto dla pochodnych cząstkowych spełnione są następujące związki, [M09]: 
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Oczywiście, w przypadku gdy któryś z indeksów jest ujemny, wówczas wartość 
wielomianu opisanego takim indeksem jest równa zero.  

Ze wzorów (3.57) – wobec ( ) 1,,000 =tyxP  i ( ) 0,,000 =tyxQ  – wynika, że wie-
lomiany ( ) ( )tyxP kllkn ,,−−  są równe zero dla nieparzystej sumy wskaźników, zaś 

wielomiany ( ) ( )tyxQ kllkn ,,−−  znikają dla sumy indeksów parzystej, przy czym – jak 

wspomniano wcześniej – trzeci ze wskaźników, l , może przyjmować tylko warto-
ści 0 lub 1.  

Wielomiany falowe można także uzyskać, rozwijając rozwiązanie równania fa-
lowego (3.54) w szereg Taylora i eliminując pochodne względem jednej ze zmien-
nych przy wykorzystaniu tego równania. Zakładając, że funkcja u  jest co najmniej 
klasy 1+NC , gdzie N  jest rzędem najwyższej pochodnej w rozwinięciu w szereg 
Taylora tej funkcji wokół punktu ( )000 ,, tyx , oznaczając 0ˆ xxx −= , 0ˆ yyy −= , 

0ˆ ttt −=  i ograniczając się – dla łatwiejszego zilustrowania metody – do 3=N  

otrzymamy dla 
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, ,...2,1=n , następującą postać tego sze-

regu, [CF00, M09a]:  
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Wartości wszystkich pochodnych są oczywiście w punkcie ( )000 ,, tyx . Przyjmu-
jąc dla prostoty zapisu ( ) ( )0,0,0,, 000 =tyx  otrzymujemy: 
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Widoczne jest, że współczynniki przy poszczególnych pochodnych w rozwinię-
ciu funkcji u  w szereg Taylora to – z dokładnością do znaku – funkcje falowe.  

Ten sposób otrzymywania funkcji Trefftza jest uciążliwy dla wielomianów (i róż-
niczek) wyższych rzędów. Niemniej jednak jest on istotny z punktu widzenia osza-
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cowania błędu rozwiązania przybliżonego, gdy poszukuje się go w postaci kombi-
nacji liniowej funkcji Trefftza. Eliminując bowiem pochodne zgodnie z równaniem 
falowym, pozostajemy w obrębie różniczki tego samego rzędu, tzn. wielomian fa-
lowy stopnia n  składa się z jednomianów pochodzących od pochodnych rzędu n . 
Co więcej, wszystkie współczynniki przy pochodnych rzędu n  stają się składnika-
mi jakiegoś wielomianu falowego takiego stopnia.  

Ze wzorów rekurencyjnych (3.57) wynika, że wraz ze wzrostem wskaźnika n  
kolejne funkcje są mnożone przez jego odwrotność. Oznacza to, że wartość funkcji 
o wysokim numerze, wynikająca z wykonywanych na zmiennych tyx ,,  operacji 
potęgowania, jest dzielona przez dużą liczbę, a mianowicie przez !n  Wobec przy-
jętego na wstępie założenia o ograniczoności obszaru 2R⊂Ω  wynika z tego, że 
w granicy przy ∞→n  wartości wielomianów falowych będą dążyły do zera.  

Przyjmując dodatkowo założenie, że wszystkie pochodne funkcji są wspólnie 
ograniczone (co jest uzasadnione z fizycznego punktu widzenia), można oszacować 
błąd przybliżenia reszty we wzorze Taylora jak dążący do zera wraz z ∞→n . 

Oznacza to, że przedstawiony wyżej układ funkcji Trefftza (wielomianów falo-
wych) jest układem T-kompletnym.  

Warto zauważyć, że funkcje generujące dla dwuwymiarowego równania falo-
wego i dla trójwymiarowego równania Laplace’a wykazują istotne podobieństwo: 
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Zamiana zmiennych itiq, zip, qp −→→→  przekształca funkcję 3LΓ  w 2FΓ , 
[CJ03]. Wynika z tego, że wielomiany falowe zmiennych (x, y, t) można uzyskać 
z wielomianów harmonicznych zmiennych (x, y, z) przez podstawienie itz ±= . 
Przy takim podejściu trzeba jednak nieco inaczej niż w tej części zdefiniować wie-
lomiany falowe, gdyż zdefiniowane wyżej wielomiany falowe są przedstawione jako 
funkcje o trzech wskaźnikach, podczas gdy podstawienie itz ±=  pozwala uzyskać 
bezpośrednio dwuwskaźnikowy opis wielomianów falowych. Może jedynie wystąpić 
zmiana znaku przy niektórych uzyskanych w ten sposób funkcjach falowych 
w stosunku do przedstawionych w tej części.  

3.4.2. Trójwymiarowe równanie falowe 

Rozważmy teraz trójwymiarowe równanie falowe we współrzędnych bezwymia-
rowych w obszarze ograniczonym 3R⊂Ω : 
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 ,  ( ) ( )Ttx ,0, ×Ω∈ . (3.59) 
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Funkcja generująca dla tego równania ma postać: 

( ) ( ),,,;,,,3
strzqypxi

F erqptzyx +++=Γ  (3.60) 

gdzie Rrqp ∈,,  są dowolnymi parametrami rzeczywistymi oraz 222 rqps ++= . 

Rozwijając funkcję ( )rqptzyxF ,,;,,,3Γ  w szereg potęgowy względem zmiennych 
rqp ,,  i s  otrzymuje się, [M09]: 
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Części rzeczywiste i urojone wielomianów ( ) ( )tzyxR klmmlkn ,,,−−− , 
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spełniają równanie (3.59), są zatem funkcjami Trefftza. Są to wielomiany, nazy-
wane wielomianami falowymi. Kilka pierwszych funkcji ( ) ( )tzyxP klmmlkn ,,,−−−  

i ( ) ( )tzyxQ klmmlkn ,,,−−−  dla ,...1,0=n , nk ,...,1,0=  i ,...1,0=l  i 1,0=m  ma postać 

następującą:  

10000 =P ,  00000 =Q , 
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        … 

Wielomiany falowe ( ) ( )tzyxP klmmlkn ,,,−−−  i ( ) ( )tzyxQ klmmlkn ,,,−−−  dla ,...2,1=n , 

nk ,...,1,0= , nl ,...,1,0=  i 1,0=m  oraz dla 10000 =P , 00000 =Q , spełniają następu-

jące wzory rekurencyjne, [M09]:  
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 (3.62) 

Ponadto dla pochodnych cząstkowych spełnione są następujące związki, [M09]: 
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W przypadku gdy któryś z indeksów we wzorach (3.62) i (3.63) jest ujemny, 
wówczas wartość wielomianu opisanego takim indeksem jest równa zero.  

Podobnie jak przy wzorach (3.57), ze wzorów (3.62) wynika – wobec 10000 =P  
i 00000 =Q  – że wielomiany ( )klmmlknP −−−  są równe zero dla nieparzystej sumy 

wskaźników, zaś wielomiany ( )klmmlknQ −−−  znikają dla parzystej sumy indeksów, 

przy czym – jak wspomniano wcześniej, czwarty ze wskaźników, m , może przyj-
mować tylko wartości 0  lub 1.  

Podobnie jak w przypadku dwuwymiarowym wielomiany falowe można także 
uzyskać, rozwijając rozwiązanie równania falowego (3.59) w szereg Taylora i eli-
minując pochodne względem jednej ze zmiennych przy wykorzystaniu tego równa-
nia. Procedura jest tu analogiczna do przedstawionej w części 3.4.1. Pozostają 
w mocy także wszystkie uwagi, wynikające w części 3.4.1 z rozważań dotyczących 
tego rozwinięcia.  

Ze wzorów rekurencyjnych (3.62) wynika, że wraz ze wzrostem wskaźnika n  
kolejne funkcje falowe są mnożone przez jego odwrotność. Oznacza to, że wartość 
funkcji o wysokim numerze, wynikająca z wykonywanych na zmiennych tzyx ,,,  
operacji potęgowania, jest dzielona przez dużą liczbę, a mianowicie przez !n  Wo-
bec przyjętego na wstępie założenia o ograniczoności obszaru 3R⊂Ω  wynika, że 
w granicy przy ∞→n  wartości wielomianów falowych będą dążyły do zera.  

Przyjmując dodatkowo założenie, że wszystkie pochodne funkcji są wspólnie 
ograniczone (co jest uzasadnione z fizycznego punktu widzenia), można oszacować 
błąd przybliżenia reszty we wzorze Taylora jako dążący do zera wraz z ∞→n . 

Oznacza to, że przedstawiony wyżej układ funkcji Trefftza (wielomianów falo-
wych) jest układem T-kompletnym.  

3.4.3. Równanie falowe w układzie (r, z, t) 

Rozważmy równanie falowe w układzie ( )tzr ,,  we współrzędnych bezwymia-

rowych w obszarze ograniczonym 3R⊂Ω w układzie cylindrycznym: 
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Rozwiązując to równanie metodą rozdzielania zmiennych przewidujemy postać 
funkcji u jako iloczyn )()()()( tΘrZrRr,z,tu = . Po wstawieniu tego przedstawienia 

do równania (3.64) i rozdzieleniu zmiennych otrzymujemy: 
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skąd: 

02 =+ ΘpΘ"      oraz    221 qp
R
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rR
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Z
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=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++−= , 

co ostatecznie prowadzi do trzech równań różniczkowych zwyczajnych: 

02 =+ ΘpΘ" ,     ( ) 01 22 =+++ RqpR'
r

R" ,     02 =− ZqZ" . 

Rozwiązując te równania i wykorzystując własności funkcji Bessela otrzymuje 
się następujące dwie funkcje generujące dla równania (3.64), [CJ03]: 

 
( ) ( )

( ) ( ) ,ee,;

,ee,;

02

01

iptqz
FC

iptqz
FC

srYpqr,z,t

rsJqpr,z,t

∗=Γ

=Γ
 (3.65) 

gdzie 22 qps +=  oraz 
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Ciąg (an) zdefiniowany jest tak, jak w części 3.2.3, tzn.:  

,00 =a        
k

ak
1...1 2

1 +++=  dla 0>n . 

Tutaj ( )rsJ0  oznacza funkcję Bessela pierwszego rodzaju rzędu zero, [M64].  

Posługując się rozumowaniem podobnym do przedstawionego w części 3.2.2, 
można funkcje generujące przedstawić jako sumę części rzeczywistych i części 
urojonych: 
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Z równań (3.66) wynikają następujące wzory na funkcje Trefftza dla równania 
(3.64), [CJ03]: 
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 (3.67) 

Przy obliczaniu pochodnych we wzorach (3.67) pomocny jest wzór przedstawia-
jący funkcje ( )rsJ0  i ( )srY ,0

∗  w postaci szeregu potęgowego, [M64]: 
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Pierwszych kilka funkcji Trefftza dla równania (3.64) ma postać następującą 
(poniżej podane są tylko funkcje różne od zera):  
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3.4.4. Równanie falowe w układzie (r, ϕ, t) 

Rozważmy równanie falowe w układzie ( )tr ,,ϕ  we współrzędnych bezwymia-

rowych w obszarze ograniczonym 3R⊂Ω w układzie biegunowym: 
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Podobnie jak w poprzednim przypadku, funkcje generujące uzyskuje się roz-
wiązując to równanie metodą rozdzielania zmiennych. Powtórzone tu zostanie 
rozumowanie z części 3.3.4.  

Ze względu na periodyczność rozwiązania względem zmiennej ϕ całkę ogólną 
możemy napisać w postaci: 
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co po podstawieniu do równania (3.68) prowadzi do równania: 
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Metoda rozdzielenia zmiennych i wykorzystanie własności funkcji Bessela, 
[M64], prowadzi dla każdego ,...1,0=n  do następujących dwóch funkcji generu-
jących, [CJ03]: 
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gdzie: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ,

2!!
1

2!
!1

2
1ln

0

21

0

2

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−−

−= ∑∑
∞

=

+−

=

−
∗

k

nk
k

kn

k

nk

nn
pr

knk
napr

k
knrprJprY  

oraz 

( ) ,   a 000 =  

( ) 11
2
110 ≥+++= ,  k

k
ak K , 

( ) 11
2
110 ≥+++= ,  n

n
na K , 

( ) 111
2
111

2
11 ≥≥⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
++++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +++= ,   n,   k

knk
nak KK  . 

Po wstawieniu do funkcji generujących ( )pr,tFBn ;1Γ  i ( )pr,tFB ;2Γ  funkcji Besse-

la przedstawionych w postaci szeregu potęgowego, [M64], otrzymuje się ich postać 
następującą, [CJ03]: 
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 (3.73) 
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Na podstawie wzorów (3.71) wyprowadza się dla ,...1,0=n , i ,...1,0=l  wzory 
określające funkcje Trefftza dla równania (3.70). Dla równania (3.68) uzyskuje się 
je wykorzystując przedstawienie (3.69). Mają one postać następującą:  
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Dla 1=s  są to T-funkcje pierwszego rodzaju, zaś dla 2=s  – drugiego rodzaju.  

Pierwszych osiem funkcji Trefftza pierwszego (z pierwszym indeksem równym 1) 
dla równania (3.70), wyprowadzonych na podstawie wzorów (3.75)1 i (3.72) ma 
postać następującą (poniżej podane są tylko funkcje różne od zera), [CJ03]:  
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Wyprowadzenie postaci ogólnej (dla dowolnego ,...1,0=n ) funkcji Trefftza dru-
giego rodzaju (z pierwszym indeksem równym 2) dla równania (3.70) nie jest takie 
proste, jak to ma miejsce dla funkcji pierwszego rodzaju. Konieczne jest posłużenie 
się komputerem i wykonanie na nim obliczeń symbolicznych dla konkretnych war-
tości indeksu n . Dla 0=n  otrzymuje się funkcje Trefftza drugiego rodzaju w po-
staci następującej: 
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Dla 1=n  otrzymuje się funkcje Trefftza drugiego rodzaju w postaci następującej: 
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Na zakończenie tej części warto zauważyć, że po podstawieniu w (3.68) t = iz 
równanie to przejdzie w równanie Laplace’a: 
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Przy założeniu, że prawdziwy jest rozkład (3.69) funkcji u i przy dodatkowej 
zamianie ipp → , wynikającej ze zmiany znaku przy pochodnej, która w równaniu 
(3.68) była względem zmiennej t, zaś w równaniu Laplace’a jest względem zmien-
nej z, otrzymuje się dla równania: 
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następujące funkcje generujące, [CJ03]: 
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gdzie ( )zIn  – zmodyfikowana funkcja Bessela pierwszego rodzaju, rzędu n , [M64]. 
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Funkcje Trefftza pierwszego i drugiego rodzaju dla równania (3.76) otrzymuje 
się podobnie jak w rozważaniach przytoczonych wyżej.  

Warto wspomnieć, że w monografii [M09] zaproponowano inny układ funkcji 
Trefftza dla równania (3.68). Aby otrzymać funkcje Trefftza w układzie bieguno-
wym, zaproponowano tam wykorzystanie zależności ϕcosrx = , ϕsinry =  we 

wzorach (3.57). Tak wprowadzone funkcje Trefftza dla równania (3.68) ozna-
czone będą literką B, postawioną przed indeksem. Cztery pierwsze niezerowe 
funkcje to: 

( ) 1,,000 =trPB ϕ ,                              ( ) ϕϕ cos,,100 rtrQB = ,  

( ) ϕϕ sin,,010 rtrQB = ,                     ( ) ttrQB =,,001 ϕ . 

Funkcje przyjmujące w układzie ( )xyt  wartości zerowe przyjmują także te wartości 
w układzie ( )tr  ϕ .  

Następne T-funkcje można wyprowadzić, korzystając ze wzorów (3.57) i pamięta-
jąc, że zamiast zmiennych ( )yx,  trzeba wstawić do wzorów ϕcosrx = , ϕsinry = . 
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Korzystając z tak przekształconych wzorów (3.57) i (3.58) i z wyżej pokazanych 
postaci funkcji 100BQ  i 001BQ  łatwo dowodzi się, że na przykład: 
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oraz 
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Wzory (3.58) można przetransformować do następującej postaci we współrzęd-
nych biegunowych: 
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3.5. FUNKCJE TREFFTZA DLA RÓWNANIA HELMHOLTZA 

Równanie Helmholtza można otrzymać z równania falowego, jeśli wymuszenia 
są typu harmonicznego z częstotliwością ω. Po podstawieniu w równaniu (3.54) 

( )tivu ωexp=  otrzymuje się: 
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Gdy βω i= , równanie (3.78) przyjmuje postać: 
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często spotykaną w zagadnieniach przewodnictwa ciepła.  

Do wyznaczenia funkcji generujących stosuje się metodę rozdzielania zmien-
nych. Rozwiązanie ogólne równania (3.78) ma postać: 
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Z uwagi na to, że w układzie (x, y) równanie (3.78) jest niezmiennicze wzglę-
dem przekształceń yx,  yx −→−→ , otrzymuje się następującą funkcję generują-

cą dla tego równania, [CJ03]: 
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Stąd dla funkcji 
1HΓ  i 

2HΓ  określonych następująco: 
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Wzory (3.81) są uzasadnione parzystymi potęgami parametru p w rozwinięciu 
funkcji 

1HΓ  i 
2HΓ  w szeregi potęgowe względem tego parametru. Poniżej przed-

stawiono kilka kolejnych funkcji Trefftza, ( )x,y,ωPn  i ( )x,y,ωQn , spełniających rów-

nanie Helmholtza (3.78), [CJ03]:  
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Warto zauważyć, że bezpośrednie przejście w powyższych wzorach z parame-
trem ω do zera nie zawsze prowadzi do T-funkcji dla dwuwymiarowego równania 
Laplace’a (wystarczy sprawdzić to na przykładzie funkcji 2Q  i 3Q ). Prowadzi do 
tego dopiero wykonanie operacji 0→ω  we wzorze (3.79).  

Wzory (3.81) mają tę zaletę, że T-funkcje są w nich przedstawione w prostej 
postaci. Sytuacja wygląda inaczej, gdy rozważa się T-funkcje dla równania Hel-
mholtza w układzie biegunowym w 2D lub w układzie sferycznym w 3D. 

Dla równania Helmholtza w postaci (3.78a) w układzie biegunowym dla 1=ω  
i dla obszaru ograniczonego układ funkcji Trefftza w obszarze ograniczonym jed-
nospójnym w 2D można wygenerować w postaci iloczynu funkcji Bessela pierw-
szego rodzaju i funkcji trygonometrycznych, [Z97, LLHC07]: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ },...3,2,1,sin,cos,0 =nnrJnrJrJ nn θθ , 

zaś w obszarze ograniczonym wielospójnym z początkiem układu współrzędnych 
poza rozważanym obszarem, [CLKY03]: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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,sin,cos,sin,cos,,{ 00

=n

nrYnrYnrJnrJrYrJ nnnn θθθθ
 

gdzie ( )rJn  to funkcje Bessela pierwszego rodzaju rzędu n , zaś ( )rY0  to funkcje 
Bessela drugiego rodzaju rzędu n . 

W 3D w układ funkcji Trefftza w obszarze ograniczonym jednospójnym można 
wygenerować w postaci iloczynu stowarzyszonych funkcji Legendre’a i sferycznych 
funkcji Bessela pierwszego rodzaju, [HS78, H84]: 

( ) ( )( ) ( ){ }, ,...,3,2,1 ,expcos nqnniqPrj q
nn ≤≤−=ΦΘ  
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gdzie ( ) ( )rJ
r

rj nn 2/12 +=
π

 to sferyczna funkcja Bessela pierwszego rodzaju rzędu 

n , [AS72], zaś ( )( )Θcosq
nP  jest stowarzyszoną funkcją Legendre’a, [AS72].  

 Wiele uwag na temat T-funkcji dla równania Helmholtza można znaleźć w pra-
cach [KK68, JW96, HS78, CLKY03, LLHC07].  

3.6. FUNKCJE TREFFTZA DLA RÓWNANIA DRGAŃ BELKI 

Równanie opisujące drgania belki jednorodnej o stałym przekroju i sztywności 
we współrzędnych bezwymiarowych, w przypadku braku obciążeń (drgania swo-
bodne), ma postać następującą: 
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Do wyprowadzenia postaci funkcji Trefftza dla tego równania zostanie wykorzy-
stane rozwinięcie jego rozwiązania w szereg Taylora wokół punktu ( )0,0 . Zakłada 
się przy tym, że funkcja ( )txu ,  jest w otoczeniu tego punktu co najmniej klasy 

1+NC , gdzie N jest rzędem najwyższej różniczki w rozwinięciu. Przy takich założe-
niach szereg Taylora dla funkcji u  ma postać: 
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Wykorzystując równanie (3.82) można w rozwinięciu funkcji ( )txu ,  w szereg 
Taylora zastąpić pochodne rzędu v4  względem zmiennej x  przez pochodne rzę-
du v2  względem zmiennej t , ,...2,1=v  jak następuje: 
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Formuła (3.84) może być stosowana do pochodnych rzędu wyższego niż 3. 
Dzięki temu zabiegowi w kolejnych wyrazach szeregu Taylora pozostaną po-
chodne względem zmiennej x  tylko do rzędu trzeciego, a pojawią się w wielu 
wyrazach takie same pochodne. Następnie w rozwinięciu (3.83) współczynniki
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przy takich samych pochodnych grupuje się. Dzięki formule (3.84) tak utworzone 
współczynniki przy pochodnych spełniają równanie (3.82). Tworzą one zatem 
kolejne funkcje Trefftza dla tego równania. Szereg Taylora po takim zabiegu wy-
gląda następująco: 
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Takimi samymi deseniami zaznaczono te wyrazy szeregu Taylora, które w wy-
niku wykorzystania podstawienia (3.84) mają jako współczynniki przy jednomia-
nach zbudowanych ze zmiennych ( )tx,  takie same pochodne funkcji u  w punkcie 
( )0,0 . Grupowanie wyrazów przy tych pochodnych prowadzi do funkcji Trefftza. 

Pierwszych kilka funkcji ma postać następującą, [AGM08, M09]:  

100 =S , xS =10 , tS =11 ,  

!2

2

20
xS = , xtS =21 , 

!4!2

42
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xtS −= ,  
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Dla ,...2,1,0=m , 3,2,1,0=k  oraz 0≥− km  wielomiany te można zapisać 
w następującej formie:  
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Tutaj [ ] ( )xfloorx =  oznacza część całkowitą liczby x .  

Funkcje wyrażone wzorem (3.85) wygodnie jest przenumerować tak, aby ich opis 
był jednoindeksowy. Jak się okazuje, można to uzyskać kładąc 34 −−= kmn , tzn.: 

( ) ( ) ( )txStxStxS kmmkmn ,,, ,34 −−− ==  . 
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lomiany 10 =S , xS =1 i tS =2  możemy dla 3≥n  napisać następujący wzór, opi-

sujący funkcje Trefftza dla równania (3.82), [AGM08, M09]: 
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Pochodne funkcji ( )txSn ,  względem zmiennej x  mają następujące własności: 
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Dla pochodnych funkcji ( )txSn ,  względem zmiennej t  otrzymuje się: 
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Ponadto, jak łatwo pokazać: 
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Jak wynika z przedstawionych wyżej związków, funkcje ( )txSn ,  dla ,...2,1,0=n  

spełniają tożsamościowo bezwymiarowe równanie drgań pręta. Stanowią one za-
tem układ funkcji Trefftza dla tego równania (funkcji rozwiązujących). Każda kom-
binacja liniowa tych funkcji także spełnia tożsamościowo to równanie.  

Przedstawione wyżej funkcje Trefftza dla równania (3.82) można także wypro-
wadzić wykorzystując funkcję generującą, która w tym przypadku przyjmuje postać, 
[AGM08, M09]:  

tippx
B eptx

2
),,( +=Γ . (3.87) 

Rozwijając tę funkcję w szereg potęgowy względem zmiennej p, otrzymuje się 
następujące rozwinięcie: 
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Widoczne jest, że części rzeczywista i urojona współczynników stojących przy 
kolejnych potęgach parametru p to uzyskane wcześniej metodą rozwinięcia w sze-
reg Taylora wokół punktu ( )0,0  funkcje Trefftza dla równania pręta. 

3.7. FUNKCJE TREFFTZA DLA RÓWNANIA DRGAŃ PŁYTY 

3.7.1. Równanie drgań płyty w układzie kartezjańskim 

Podobnie jak równanie drgań belki, równanie drgań płyty jest równaniem różnicz-
kowym cząstkowym czwartego rzędu. Dla płyty jednorodnej o stałej grubości i sztyw-
ności, bez obciążeń, równanie to we współrzędnych bezwymiarowych ma postać: 
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Funkcje Trefftza (nazywane także wielomianami płytowymi, [M09]) dla tego 
równania można wyprowadzić z wykorzystaniem funkcji generującej lub za pomo-
cą rozwinięcia rozwiązania tego równania w szereg Taylora. Oba sposoby prowa-
dzą do takich samych wyników.  

Funkcję generującą dla równania (3.88) uzyskuje się, rozwiązując je metodą 
rozdzielania zmiennych. Ma ona postać: 

( ) ( ) .,;,,
22 tqpiqypx
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Funkcję tę można przedstawić w postaci szeregu potęgowego zmienych qp   i  : 
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gdzie ( )tyxPnk ,,  i ( )tyxQnk ,, , ,...2,1,0=n , ,...1,0=k  są funkcjami spełniającymi 

równanie (3.88), czyli funkcjami Trefftza. 

Pierwszych kilka T-funkcji dla równania (3.88) ma postać następującą: 
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Przy znanych funkcjach 100 =P  oraz tQ =00  kolejne postacie tych funkcji dla 
,...2,1=n można uzyskać, posługując się wzorami rekurencyjnymi dla ,...2,1=n , 

[M09]: 
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( )011 −= nn yPP ,     ( )011 −= nn yQQ , 
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Ponadto pochodne tych funkcji spełniają następujące zależności, [M09]: 
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Jeśli jakikolwiek indeks funkcji po prawej stronie powyższych wzorów jest ujem-
ny, wówczas jej wartość przyjmuje się równą zero.  

3.7.2. Równanie drgań płyty w układzie biegunowym  

Uzyskanie funkcji Trefftza dla równania drgań płyty w układzie biegunowym wy-
nika z podstawienia ϕcosrx = , ϕsinry =  tak w równaniu (3.88), jak i we wzo-

rach rekurencyjnych (3.91), [M09]. Procedura ta nie nastręcza kłopotów. Również 
wzory opisujące zależności spełniane przez pochodne tych funkcji są łatwe do 

uzyskania. Należy zastąpić pochodne 
x∂
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a następnie przetransformować, podobnie jak to zrobiono z wzorami (3.58), które 
przetransformowano do postaci (3.77).  

3.8. FUNKCJE TREFFTZA DLA RÓWNANIA BIHARMONICZNEGO 

3.8.1. Równanie biharmoniczne w układzie kartezjańskim  

W kartezjańskim dwuwymiarowym układzie współrzędnych równanie biharmo-
niczne ma postać następującą: 

( ) ( ) 0,, 24 =Δ=∇ yxuyxu ,         ( ) 2, Ryx ⊂Ω∈ , (3.92) 

gdzie 2

2

2

2
2

yx ∂
∂

+
∂
∂

=Δ=∇ . O obszarze 2R⊂Ω zakłada się, że jest ograniczony. 

Funkcje Trefftza dla równania (3.92) wyprowadzono w monografii [CF00], wyko-
rzystując operacje odwrotne, [CF03, CF03a] oraz rozwinięcie rowiązania tego rów-
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nania w szereg Taylora z eliminacją jednej z pochodnych czwartego rzędu. Wypro-
wadzono tam trzy postacie układów zupełnych funkcji Trefftza dla tego równania dla 
trzech możliwości eliminacji czwartych pochodnych (względem zmiennej x , wzglę-
dem zmiennej y  i czwartej pochodnej mieszanej). W kartezjańskim układzie współ-

rzędnych każdą z tych postaci można przedstawić, wykorzystując wzory (3.6), 
przedstawiające funkcje harmoniczne ( )yxFn ,  i ( )yxGn , , ,...1,0=n . Jeden z tych 
układów zupełnych dla ,...1,0=n  przedstawia się następująco, [CF00]: 
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W przypadku gdy górna granica sumowania jest ujemna, wartość funkcji Trefftza 
jest równa zero. 

Pierwszych kilka T-funkcji dla równania (3.92) ma postać następującą: 
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Wzory rekurencyjne i związki między pochodnymi T-funkcji dla równania (3.92) 
wynikają ze wzorów (3.7) i związków (3.10) i (3.11), i wyrażają się poprzez funkcje 
harmoniczne ( )yxFn ,  i ( )yxGn , , ,...1,0=n . 

W przypadku funkcji przedstawionych wzorami (3.93) można dokonać transfor-
macji polegającej na przemnożeniu każdej funkcji przez czynnik !/1 n , [CF00].   

Jeden z pierwszych układów funkcji Trefftza dla równania biharmonicznego poka-
zano w pracy [GH81]. Funkcje Trefftza dla równania biharmonicznego przedstawiano 
także w innych publikacjach. W pracy [H84a] wykorzystano układ wielomianów, zbu-
dowanych na bazie kolejnych potęg zmiennej zespolonej iyxz += , począwszy od 

potęgi drugiej. Jest to układ niepełny, gdyż zaczyna się od funkcji kwadratowych 
względem obu zmiennych. Nie pozwala to na skuteczne przybliżanie kombinacją linio-
wą takich wielomianów warunków brzegowych, szczególnie gdy są one stałe lub linio-
we. Pełny układ wielomianów wspomnianego typu, zawierający wyrazy stałe i liniowe 
względem obu zmiennych, przedstawiono m.in. w pracach [H84, JCZ93, Q00].  

Układ wielomianów, przedstawiony we wspomnianych wyżej pracach, charakte-
ryzuje brak czynnika !/1 n , który – jako czynnik stały w każdym wielomianie – jest 
nieistotny, gdyż jego brak zmieni tylko współczynniki kombinacji liniowej wielomia-
nów aproksymujących rozwiązanie badanego problemu.  

3.8.2. Równanie biharmoniczne w układzie biegunowym  

W przypadku układu biegunowego, dla ϕcosrx = , ϕsinry =  równanie (3.92) 

dla ( ) 2, Rr ⊂Ω∈ϕ  przyjmuje postać: 
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Wtedy dla ϕπβ −=
2

 otrzymuje się następujące wzory na T-funkcje dla ,...2,1=n , 

[CF00]: 
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 (3.95) 

Dla 0=n  otrzymuje się ( ) 1,10 =ϕrH , zaś pozostałe T-funkcje z indeksem 0=n  

przyjmuje się równe zero. 
 

3.9. FUNKCJE TREFFTZA DLA ZAGADNIEŃ ELASTOSTATYKI 

Funkcje Trefftza dla zagadnień elastostatyki były rozważane przez wielu auto-
rów. Dla płaskiego stanu naprężenia i dla płaskiego stanu odkształcenia funkcje 
Trefftza były prezentowane m.in. w pracach [JT82, JV92, Q00, Q09]. Wykorzysta-
no tam ujęcie problemów elastostatyki przy pomocy analizy zmiennej zespolonej, 
wprowadzone przez Muskhelishvilego, [M49, M53]. Wykorzystując dwie analitycz-
ne funkcje dobrane w pewien szczególny sposób dla naprężeń i przemieszczeń 
w płaskim stanie naprężenia, [Q00, Q09], uzyskano układ wielomianów elastosta-
tyki jako części rzeczywiste i zespolone pewnych zespolonych jednomianów.  

W pracy [R09] przedstawiono interesujące rozważania dotyczące wykorzystania 
naprężeniowych funkcji Maxwella do rozwiązania trójwymiarowych zagadnień ela-
stotatyki. W pracy [Q04] sformułowano i przedstawiono na dwuwymiarowych przy-
kładach dualną zasadę wariacyjną dla metody Trefftza w elementach skończo-
nych. Trójwymiarowe zagadnienie elastostatyki rozwiązano w pracy [LQW08], sto-
sując metodę Boussinesq’a. Stosując funkcje Airy’ego i funkcję naprężeniową, 
[N70], można dwuwymiarowe zagadnienie elastostatyki sprowadzić do równania 
biharmonicznego i równania Poissona.  

Wykorzystanie podstawienia Lamé’go (potencjału sprężystego przemieszcze-
nia), [N70], sprowadza problem rozwiązania zagadnień elastostatyki do wykorzy-
stania funkcji harmonicznych. Interesujący pomysł wprowadzenia funkcji Trefftza 
dla zagadnień elastostatyki przedstawiono w pracach [KKV01, KSKZ05, KS06]. 
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Stosowano także inne podejścia do rozwiązywania zagadnień odwrotnych ela-
stostatyki. Wymienić tu można wiele prac. Dla przykładu w pracy [MHL02] rozwa-
żano płaski stan odkształcenia w takim obszarze, który na części brzegu miał za-
dane przemieszczenia i obciążenia, na pozostałej części warunki nie były znane. 
Do rozwiązania problemu wykorzystano metodę gradientów sprzężonych i metodę 
elementów brzegowych. Podobny problem w pracy [ML05] rozwiązano stosując 
metodę Landwebera i metodę elementów brzegowych. 

Niektóre z wymienionych podejść, stosujących funkcje Trefftza do rozwiązania 
zagadnień elastostatyki, omówiono niżej. 

3.9.1. Równania Beltramiego-Michella 

Zagadnienia elastostatyki rozwiązywane w naprężeniach sprowadzają się do 
dziewięciu niesprzecznych równań, z których trzy to równania równowagi, a dalsze 
sześć to równania nierozdzielności, [N70]. W kartezjańskim układzie współrzęd-
nych 3210 xxx  można je sprowadzić do sześciu równań tzw. naprężeniowych, na-

zywanych też równaniami Beltramiego-Michella, [N70]: 
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gdzie: ∇  – operator nabla, ijσ – składowe tensora naprężenia, jiij σσ = , ijδ – delta 

Kroneckera, μλ,  – stałe Lamégo, 332211 σσσ ++=s , iX  – współrzędne wektora 

sił masowych. Stałe Lamégo powiązane są z modułem sprężystości E  i liczbą Pois-
sona ν  związkami, [F69]: 
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 (3.97) 

Wykonując na równaniach (3.96) kontrakcję (kładąc ji = ) i sumując tak otrzy-

mane związki, można otrzymać równanie Poissona opisujące niezmiennik stanu 
naprężenia, 332211 σσσ ++=s : 
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232 , (3.98) 

gdzie divXX =⋅∇ . 

Eliminując za pomocą związku (3.98) wielkość s2∇  z równań (3.96) otrzymuje 
się ostateczną postać równań naprężeniowych: 



3. Funkcje Trefftza i ich własności 104 

.
2

,
11

1 2
2

μλ
λν

δ
ν

ν
ν

σ

+
=

⋅∇
−

−⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂

∂
+

∂
∂

−=
∂∂

∂
+

+∇ X
x
X

x
X

xx
s

ij
i

j

j

i

ji
ij

 (3.99) 

Gdy siły masowe mają charakter sił zachowawczych o potencjale harmonicz-

nym, czyli gdy 
i

i x
X

∂
∂

=
ϕ

, gdzie 02 =∇ ϕ , lub gdy ich się nie uwzględnia, to równa-

nie (3.98) staje się równaniem harmonicznym, tzn. 02 =∇ s . Jeśli następnie na obu 
stronach równania (3.99) wykonać operację laplasjanu, to okazuje się, że przy 
braku sił masowych lub przy potencjalnym polu tych sił naprężenia ijσ  stają się 

funkcjami biharmonicznymi: 

022 =∇∇ ijσ . (3.100) 

Rozwiązanie równania Poissona (3.98) składa się z rozwiązania szczególnego, 
uwzględniającego niezerową prawą stronę tego równania, i rozwiązania równania 
jednorodnego, które jest funkcją harmoniczną. Tak więc będzie ono miało postać 
sumy kombinacji funkcji Trefftza dla równania Laplace’a oraz rozwiązania szcze-
gólnego. Rozwiązanie równania (3.99) będzie zbudowane podobnie.  

W przypadku braku sił masowych lub gdy ich się nie uwzględnia, rozwiązaniem 
równania (3.100) będzie kombinacja liniowa funkcji biharmonicznych. 

Dalsze rozważania, dotyczące odkształceń ijε  czy przemieszczeń iu , ,3,2,1, =ji  

można prowadzić w oparciu o związki konstytutywne: 

eijijij λδμεσ += 2 , (3.101) 

gdzie 332211 εεε ++=e , i związki wyrażające składowe tensora odkształcenia przez 

współrzędne wektora przemieszczenia: 
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3.9.2. Metoda Boussinesq’a 

Zazwyczaj równania elastostatyki zapisuje się jako równania przemieszczenio-
we, [N70]. Wynikają one z równań równowagi wewnętrznej: 
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oraz z równań (3.101) i (3.102), i mają postać: 
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Podstawienie Boussinesq’a stosuje się dla przypadku pominięcia sił masowych 
w równaniach (3.104), czyli dla równania Naviera-Lamégo:  
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Podstawienie to ma postać następującą, [F59, LQW08]: 
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gdzie ψϕϕϕ  , , , 321  są funkcjami harmonicznymi. Układ tych funkcji sprowadza 

każde z trzech równań (3.104) do postaci:  
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gdzie 31 Cx−=ψψ , C  – dowolna stała.  

Ponieważ ψϕϕϕ  , , , 321  są dowolnymi funkcjami harmonicznymi, więc i 1ψ  
jest funkcją harmoniczną. Każdą z funkcji 321  , , ϕϕϕ  można opisać następująco 

(por. (3.14)): 
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gdzie 3,2,1=i , 222 nmM += , przy czym parametry Mnm ,,  to dowolne liczby 
rzeczywiste. Współczynniki kia , kib  i kic  są wielkościami do wyznaczenia.  
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Podstawiając postać (3.107) funkcji 321  , , ϕϕϕ  do związku (3.106) można za-

uważyć, że w wyniku różniczkowań przy iloczynach funkcji wykładniczych i trygo-
nometrycznych typu ( ) 3sincos/21 Mxe nxmx ±±  pojawią się grupy współczynników 

o postaci ( ) ( ) ( )MCnBmA 321 ±±± . Takich sum pojawi się tyle, ile jest różnych ilo-
czynów funkcji wykładniczych i trygonometrycznych w (3.107), tzn. osiem. Ponie-
waż na współczynniki Mnm ,,  narzucony jest jedynie warunek, że 222 nmM += , 
nic nie stoi na przeszkodzie, aby prawą stronę wzoru (3.106), określającą pochod-
ną funkcji 1ψ  względem zmiennej 3x , przedstawić w postaci podwójnej sumy, 

podobnie jak we wzorze (3.17), ze współczynnikami w postaci jak wyżej. Następnie 
wycałkowanie tego wyrażenia względem zmiennej 3x  przy przedstawieniu stałej 
całkowania w postaci funkcji harmonicznych dwóch zmiennych 21     xx i  pozwala 
ostatecznie otrzymać następującą postać funkcji ψ , występującej we wzorach 

(3.105), [LQW08]: 
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Wstawiając tak otrzymaną funkcję ψ , jak i funkcje 321  , , ϕϕϕ  dane wzorami 

(3.107) do związków (3.105) można wyznaczyć funkcje Trefftza dla każdej składo-
wej wektora przemieszczenia. Są to funkcje stojące przy współczynnikach 

( ) ( ) ( ) ( )k
m

k
mn

k
mn

k
mn DCBA ,,,  i E . Dla przykładu funkcje Trefftza dla pierwszej składowej 

wektora przemieszczenia, 1u , mają postać następującą, [LQW08]: 
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Funkcje Trefftza dla przemieszczeń 2u  i 3u  wyprowadza się w podobny sposób.  

3.9.3. Rozwiązanie Kelvina 

Jak wynika z twierdzenia Helmholtza, dowolne pole wektorowe ( )321 xxxu  może 

być przedstawione w postaci, [F69]: 

,rotgrad ψ+= ϕu  (3.109) 

gdzie ϕ jest funkcją skalarną, a ψ pewnym polem wektorowym. W odniesieniu do 
równań elastostatyki nosi ono nazwę rozwiązania Kelvina, [N70]. 

Przy podobnym rozkładzie sił masowych, tzn. gdy: 

χrotgrad += ϑX  

podstawienie pola przemieszczeń w postaci (3.109) do równania (3.104) powoduje 
rozbicie go na rozseparowany układ równań Poissona: 
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Przy braku sił masowych układ ten staje się układem równań Laplace’a. 

W obu wypadkach funkcje ϕ i ψi, 3,2,1=i , można przedstawić w postaci kombi-
nacji liniowej funkcji harmonicznych, opisanych dla przypadku trójwymiarowego 
w części 3.2, do których – w przypadku uwzględnienia sił masowych – należy do-
dać rozwiązanie szczególne równań Poissona.  

3.9.4. Wielomiany Kompisa 

Przedstawione m.in. w pracach [KKV01, KS04, KS06] wielomiany Trefftza 
aproksymujące pole przemieszczeń w zagadnieniach elastostatyki, opisanych 
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równaniem (3.104a) zbudowane są na bazie jednomianów do stopnia n . Jest to 
typowy przykład algorytmu heurystycznego (por. część 3.11). Wielomian taki moż-
na przedstawić jako iloczyn macierzy wierszowej, składającej się ze wspomnianych 
jednomianów, i macierzy kolumnowej współczynników, których wartości są wyzna-
czane podczas rozwiązywania konkretnych zagadnień elastostatyki. Dla zagadnie-
nia dwuwymiarowego jednomianów do stopnia n  będzie ,12 +n  zaś dla zagadnie-

nia trójwymiarowego będzie ich ( )21+n . 

Macierz jednomianów ma postać: 
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zaś aproksymacja pola przemieszczeń przez wspomniane wielomiany opisana jest 
następująco: 
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Pierwsza macierz po prawej stronie ma jako elementy także macierze. Te elemen-
ty to macierze wierszowe jednomianów opisanych wzorem (3.111) oraz macierze 
wierszowe zer, wszystkie z tą samą liczbą elementów ( 12 +n  dla zagadnień 2D, 
( )21+n  dla zagadnień 3D). Ostatnia macierz po prawej stronie zawiera nieznane 

współczynniki wielomianów aproksymujących przemieszczenia. Każdy z elementów 
tej macierzy to kolumna zawierająca tyle samo elementów co macierze jednomianów.  

Równanie Naviera-Lamégo (3.104a) zawiera pochodne drugiego rzędu prze-
mieszczeń. Skoro tak, to jednomiany zerowego i pierwszego stopnia spełniają 
równanie (3.104a) tożsamościowo. Jednakże jednomiany wyższych stopni, two-
rzące wielomiany aproksymujące przemieszczenia, nie mogą mieć dowolnie do-
branych współczynników. Wygodnie jest zatem rozłożyć prawą stronę równania 
(3.112) w następujący sposób: 
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 . (3.113) 

Macierze ( )( )321 ,, xxxB j , 3,2,1=j , zawierają tyle jednomianów, ile pozostanie 

po dwukrotnym zróżniczkowaniu przemieszczeń w równaniu (3.104a), zaś macierze 
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( )( )321 ,, xxxA j , 3,2,1=j , będą zawierać pozostałe jednomiany. Dobór jednomia-

nów dla poszczególnych macierzy odbywa się w sposób przedstawiony niżej: 

a) dla 1,0=n  wszystkie jednomiany wchodzą do macierzy ( )jA ; 

b) dla ,...3,2=n  wyboru jednomianów do macierzy ( )jA  i ( )jB  dokonuje się osobno 
dla 1u , 2u  i 3u  według następującej zasady: 
− dla 2=n : 

wybór dla 1u :                    2
1x                       wchodzi do ( )1B , 

       21xx        31xx    wchodzą do ( )1A , 

   2
2x        32 xx       2

3x       wchodzą do ( )1A ; 

wybór dla 2u :                  2
2x                       wchodzi do ( )2B , 

                21xx        32 xx    wchodzą do ( )2A , 

                          2
1x        31xx          2

3x       wchodzą do ( )2A ; 

wybór dla 3u :                   2
3x                       wchodzi do ( )3B , 

                    31xx        32 xx    wchodzą do ( )3A , 

              2
1x       21xx        2

2x       wchodzą do ( )3A ; 

− dla 3=n : 
wybór dla 1u :                     3

1x                       wchodzi do ( )1B , 

                   2
2
1 xx        3

2
1 xx    wchodzą do ( )1B , 

          2
21xx        321 xxx       2

31xx      wchodzą do ( )1A ; 

    3
2x         3

2
2 xx         2

32 xx         3
3x   wchodzą do ( )1A ; 

itd. Cykliczna zmiana indeksów zmiennych pozwala łatwo otrzymać elementy ma-
cierzy ( )( )321 ,, xxxA j  i ( )( )321 ,, xxxB j  dla 3,2=j .  

Aby właściwie dobrać współczynniki wielomianów, trzeba zróżniczkować prze-
mieszczenia dane wzorem (3.113) i wstawić do równania (3.104a). Otrzymuje się 
w ten sposób związek następujący:  

( )[ ]{ } ( )[ ]{ } { }0,,,, 321321 =+ axxxNbxxxM . (3.114) 

Macierze M  i N  to wynik działania operatorem lewej strony równania (3.104a), 
tzn. operatorem: 
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na elementy macierzy ze związku (3.113), zawierających podmacierze ( )( )321 ,, xxxA j  

i ( )( )321 ,, xxxB j .  

Związek (3.114) pozwala na wyrażenie współczynników b  przez współczynniki 
a  tak, aby równanie (3.104a) było spełnione.  

To zagadnienie rozwiązuje się dla wielomianu każdego stopnia n  osobno. 
Można to zrobić przy pomocy obliczeń symbolicznych (np. z wykorzystaniem pro-
gramu MAPLE) albo numerycznie. W tym drugim przypadku trzeba wybrać w roz-
ważanym obszarze tyle punktów ( ) ( )( ),,, 321

jj xxxx =  ile jest współczynników ma-
cierzy { }b  do wyznaczenia, i obliczyć je z równania: 

{ } ( )( )[ ] ( )( )[ ]{ }axNxMb jj 1−
−= . (3.115) 

Oczywiście wybór punktów musi być taki, aby macierz ( )( )][ jxM  nie była oso-

bliwa ani źle uwarunkowana. Najwygodniej jest wybrać punkty leżące na wycinku 
sfery, [KS06].  

Na podstawie wzorów (3.113) i (3.115) z tak otrzymanymi współczynnikami wie-
lomianów przemieszczenia można zapisać następująco: 

{ } ( )[ ] ( )[ ][ ] [ ]( ){ } ( )[ ]{ }axxxUaNMxxxBxxxAu 321
1

321321 ,,,,,, =−= − .  (3.116) 

Każda kolumna macierzy ( )[ ]321 ,, xxxU  wprowadza T-funkcję przemieszcze-

niową. Liczba T-funkcji to 12 +n  dla zagadnień 2D, ( )21+n  dla zagadnień 3D.  

Otrzymanie odpowiednich T-funkcji dla naprężeń wynika ze wzorów (3.101) 
i (3.102).  

3.9.5. Płaski stan naprężenia/odkształcenia 

Jeśli składowe naprężenia związane z kierunkiem jednej osi są równe zero 
w całym rozważanym obszarze, to mówimy o płaskim stanie naprężenia. Wygodnie 
jest rozważać go (podobnie, jak i płaski stan odkształcenia) w układzie współrzęd-
nych xyz0 . 

Tak więc, jeśli 0=== zzzyzx σσσ , to mówimy o płaskim stanie naprężenia rów-

noległym do płaszczyzny xy0 . W takim przypadku, [F69]: 
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( )yyxxxx E
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,     ( )yyxxzz E
σσνε +−= , 

xyxy σ
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= ,     0== yzxz εε , 

gdzie E to moduł Younga, zaś ν  oznacza liczbę Poissona. 

Równania przemieszczeniowe dla płaskiego stanu naprężenia mają postać na-
stępującą: 
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 (3.117) 

gdzie YX ,  to składowe sił masowych, zaś vu,  to składowe przemieszczenia 
w kierunku osi x0  i y0 . 

W płaskim stanie odkształcenia składowa wektora przemieszczenia w kierunku 
osi z0  jest równa zero, a pozostałe składowe zależą tylko od zmiennych x  i y . 

Ponadto: 
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oraz ( )yyxxzz σσνσ += . Stałe Lamégo λ i μ powiązane są z modułem sprężystości 

E  i liczbą Poissona ν  związkami (3.97). Równania przemieszczeniowe płaskiego 
stanu odkształcenia przyjmują postać: 
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T-funkcje dla przemieszczeń i dla naprężeń, wyprowadzone przy pomocy analizy 
zmiennej zespolonej, opartej na wynikach Muskhelishvilego, [M49, M53], przedstawio-
no w pracach Jirouška i współautorów, [JT82, JV92] oraz Qina i Wanga, [Q00, QW09].  
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T-funkcje dla przemieszczeń 
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u
 w płaskim stanie naprężenia lub odkształce-

nia mają postać następującą (we wzorach podanych niżej z  oznacza liczbę zespo-
loną), [Q00, QW09]:  
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gdzie ,...2,1=k , μ  to moduł ścinania (jedna ze stałych Lamégo), a ( ) ( )ννκ +−= 1/3  
dla płaskiego stanu naprężenia oraz νκ 43−=  dla płaskiego stanu odkształcenia, ν  
to liczba Poissona, ( )μλλν 22/ += , iyxz += , 1−=i . 

T-funkcje dla naprężeń { }Txyxyxx σσσ ,, mają postać, [Q00]: 
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Aproksymacja przemieszczeń budowana jest jako kombinacja liniowa funkcji 
opisanych wzorami (3.119), a naprężeń – wzorami (3.120).  

 
3.10. FUNKCJE TREFFTZA DLA ZAGADNIEŃ ELASTOKINETYKI 

W przypadku zagadnień prostych i odwrotnych elastokinetyki, artykułów opisu-
jących zastosowania funkcji Trefftza jest niewiele. We wszystkich stosowano pod-
stawienie Lamégo i w efekcie poszukiwano przybliżonych rozwiązań rozważanych 
problemów z wykorzystaniem funkcji Trefftza dla równania falowego, [M07, 
GMM09, GMS09].  

Oprócz podstawienia Lamégo, prowadzącego do równań falowych i związanych 
z nimi funkcji Trefftza można poszukiwać rozwiązań przybliżonych wykorzystując 
inne podejścia. Niektóre z nich omówiono niżej. 

3.10.1. Ogólne rozwiązanie Lamégo 

Równania przemieszczeniowe elastokinetyki mają postać, [N70]: 
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gdzie ρ  to gęstość ciała, zajmującego rozważany obszar. Przy pominięciu sił ma-

sowych równania te przyjmują postać: 
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Jak wynika z twierdzenia Helmholtza, dowolne pole wektorowe ( )321 xxxu  może 

być przedstawione w postaci, [F69]: 

,rotgrad ψ+= ϕu  (3.122) 

gdzie ϕ jest funkcją skalarną, a ψ pewnym polem wektorowym. Rozkład ten często 
nazywa się rozkładem pola wektorowego na część potencjalną i solenoidalną. 
W odniesieniu do równań elastostatyki rozkład (3.109) nazywany jest przedstawie-
niem Lamégo, [N70]. Przedstawienie to ma tę własność, że zarówno dywergencja 
drugiego składnika po prawej stronie, jak i rotacja pierwszego są równe zero.  

Po podstawieniu związku (3.122) do równań (3.121a) otrzymuje się dwa nieza-
leżne równania falowe, skalarne i wektorowe. Mają one postać: 
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gdzie:   
ρ
μλ 22

1
+

=c , 
ρ
μ

=2
2c .  

Funkcje Trefftza dla równania falowego omówiono w części 3.4. Dalsze rozwa-
żania dotyczące elastokinetyki prowadzi się wykorzystując związki konstytutywne 
(3.101) i związki między odkształceniami i przemieszczeniami, (3.102).  

3.10.2. Inne możliwości wykorzystania funkcji Trefftza 

Równania elastokinetyki można przekształcić także do innych postaci, umożli-
wiających wykorzystanie wprowadzonych wcześniej funkcji Trefftza. 

Przykładem mogą tu być równania naprężeniowe elastokinetyki, wyprowadzone 
przez J. Ignaczaka, [I59, N70]. Po przekształceniu równań (3.121) przy wykorzy-
staniu związków (3.102) do postaci zawierającej wyłącznie składowe tensora od-
kształcenia, a następnie po wykorzystaniu prawa Hooke’a, [N70]: 
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gdzie 332211 σσσ ++=s , a ijδ  oznacza deltę Kroneckera, po przekształceniach 

dochodzi się do uogólnionych równań Beltramiego-Michela: 
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dla  3,2,1, =ji , gdzie: X
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Przy pominięciu sił masowych równanie to przyjmuje postać: 
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dla  3,2,1, =ji .  
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W takim przypadku naprężenia spełniają równania: 
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dla   3,2,1, =ji .   

Rozkładając naprężenie ijσ  na dwie składowe '''
ijijij σσσ +=  można pokazać, 

[N70], że spełniają one równania: 
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Ignaczak wykazał zupełność równań naprężeniowych, jak również udowodnił 
twierdzenie o jednoznaczności rozwiązań, [I63]. Pozwala to uzyskać przybliżone 
rozwiązania tych równań przy wykorzystaniu funkcji Trefftza dla równań falowych. 

Dalsze rozważania, dotyczące odkształceń ijε  czy przemieszczeń iu , ,3,2,1, =ji  

można prowadzić w oparciu o związki (3.101) i (3.102).  
Inne warianty rozwiązań dla równań elastokinetyki prowadzą bądź do równań 

falowych, bądź do bifalowych, bądź do biharmonicznych, [N70]. 

3.11. INNE RODZAJE T-FUNKCJI 

W pewnych przypadkach wyprowadzenie układu zupełnego funkcji Trefftza mo-
że okazać się trudne. W takich sytuacjach niektórzy autorzy proponują algorytmy 
heurystyczne do wyprowadzenia układu T-funkcji, które spełniają różniczkowe 
równania rządzące, ale nie ma dowodu ich zupełności, [Z95].  

Przykładem są funkcje Trefftza, zastosowane w pracach [S73, R73] dotyczą-
cych powłok o stałych krzywiznach: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )},sinexp ;cosexp ;sinexp ;cos{exp yxyxyxyx nnnnnnnn αγαγβλβλ  

gdzie: 
a

n
n 2

πα = , 
b

n
n 2

πβ = , ba 22 ×  – to wymiary płyty, zaś nλ  i nγ  są zespolo-

nymi pierwiastkami równań charakterystycznych. Ten układ funkcji Trefftza jest 
superpozycją rozwiązań typu Levy’ego, [S04a]. Był on wykorzystany z powodze-
niem we wspomnianych wyżej pracach, a także w pracy [JV91].  

Standardowym procesem poszukiwania funkcji Trefftza w innych heurystycz-
nych algorytmach jest przyjęcie ich wielomianowej postaci. Układ wielomianów: 
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( ) ,,
0

,∑
=

−
−=

k

i

iik
iikk yxayxf  

jest wstawiany do równania rządzącego i na tej podstawie wyliczane są współ-
czynniki iika ,−  w taki sposób, aby to równanie było spełnione. Taką metodę wyko-

rzystano w przypadku ortotropowych płyt [JN90] i w zagadnieniach elastostatyki 
(por. część 3.9.4).  

Dla tego typu T-funkcji zastosowania są dyskusyjne z uwagi na brak podstaw 
matematycznych. Elementy skończone z funkcjami kształtu tego typu powinny być 
dokładnie zbadane ze względu na dokładność wyników, oszacowanie błędu czy 
zbieżność przed ostatecznym ich zastosowaniem, [Z95].  

Jeszcze jednym rodzajem T-funkcji, o których warto wspomnieć, są funkcje 
specjalnego zastosowania, które spełniają nie tylko równanie rządzące, ale i pew-
ne zadane warunki brzegowe, np. wzdłuż brzegu okręgu lub wzdłuż ramion kąta, 
stanowiącego brzeg, [Z95]. Do tej rodziny należą przede wszystkim funkcje Wil-
liamsa, które wprowadzono dla rozważania osobliwości w narożach, [W52, W59]. 
Innym rodzajem funkcji specjalnego zastosowania są funkcje wprowadzone w pra-
cach [P85, JV92]. Różne typy takich funkcji przedstawiono w pracy [Z95].  
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4.1. POŚREDNIE I BEZPOŚREDNIE PODEJŚCIA  
DO METODY TREFFTZA 

Metoda Trefftza została zdefiniowana przez Herrerę, [H00], następująco:  

Dany jest podobszar będący elementem podziału rozważanego obszaru w prze-
strzeni euklidesowej. „Metoda Trefftza” jest dowolną procedurą przeznaczoną do 
rozwiązania problemu brzegowego równań różniczkowych cząstkowych lub układów 
takich równań w tym obszarze, wykorzystującą rozwiązania tych równań różniczko-
wych lub jego sprzężenia, zdefiniowanego w tym podobszarze.  

Idea, wprowadzona przez Trefftza, [T26], polegała na użyciu funkcji próbnych, 
spełniających dane równanie różniczkowe, z nieznanymi współczynnikami jako 
wagami, które to współczynniki trzeba tak określić, aby spełnione były warunki 
brzegowe z możliwie jak najmniejszym błędem lub aby były spełnione w określo-
nych punktach brzegu (kollokacyjnie). W związku z takim określeniem metody 
Trefftza bywa ona zaliczana do procedur rowiązywania typu brzegowego (ang. 
boundary-type solution metod/procedure), [KK95, C00a].  

Tak rozumiana metoda Trefftza przejawia istotne podobieństwo do metody 
elementów brzegowych. Współczynniki, które trzeba wyznaczyć, określa się albo 
przy pomocy wyrażeń całkowych, albo metodą kollokacji. Układ związków, które 
trzeba rozwiązać, może także zostać wyprowadzony przy użyciu rozwiązań pod-
stawowych (także osobliwych) tak w bezpośredniej, jak i w pośredniej wersji kon-
wencjonalnej metody elementów brzegowych. Ta alternatywna interpretacja ele-
mentów brzegowych w metodzie Trefftza powoduje jej podział na dwa podejścia: 
pośrednie i bezpośrednie. 

Podejście pośrednie polega na przybliżeniu poszukiwanego rozwiązania 
kombinacją liniową T-funkcji, zbudowaniu związku określającego niedokładność 
rozwiązania (np. funkcjonał opisujący zgodność przybliżonego rozwiązania 
i wartości brzegowych), a następnie minimalizację tej niedokładności (np. meto-
dą kollokacji brzegowej, metodą najmniejszych kwadratów czy metodą Galerki-
na) i otrzymaniu w efekcie rozwiązania układu rozważanych równań. Takie po-
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dejście jest zgodne z oryginalnym sformułowaniem Trefftza, [T26], i stosowane 
jest w wielu artykułach stosujących metodę Trefftza.  

Warto tu zaznaczyć, że w olbrzymiej większości bardziej złożonych zagadnień nie 
da się znaleźć przybliżonego rozwiązania problemu metodą opisaną wyżej bez po-
dzielenia rozważanego obszaru na podobszary (elementy). Taki podział jest ko-
nieczny głównie z tego powodu, że przyjęcie T-funkcji jako funkcji próbnych w całym 
obszarze wymaga – przy bardziej skomplikowanych kształtach obszaru – wzięcia 
pod uwagę bardzo dużej ich liczby, co prowadzi do źle uwarunkowanych macierzy 
w procesie rozwiązywania problemu, [Z95]. To eliminuje w praktyce „globalne” algo-
rytmy, będące jednak punktem wyjścia do rozważania tzw. T-elementów, czyli ele-
mentów skończonych z T-funkcjami, [JW96].  

Podejście bezpośrednie polega na rozważaniu równania rządzącego, zbudo-
waniu przy pomocy całek brzegowych wyrażenia określającego reszty ważone przy 
wykorzystaniu układu zupełnego T-funkcji i przy przyjęciu T-funkcji za funkcje wa-
gowe i dalej – podobnie jak w metodzie pośredniej – minimalizację utworzonych 
wyrażeń zawierających reszty ważone (np. metodą kollokacji brzegowej, metodą 
najmniejszych kwadratów czy metodą Galerkina) i otrzymaniu w efekcie rozwiąza-
nia układu rozważanych równań. To podejście jest znacznie późniejsze od orygi-
nalnego podejścia Trefftza, [CJZ89].  

W obu podejściach jako wynik otrzymuje się aproksymację rozwiązania rozwa-
żanego zagadnienia kombinacją liniową T-funkcji.  

W podejściu pośrednim na rozwiązaniu przybliżonym wymusza się spełnienie 
warunków brzegowych przez minimalizację błędu ich przybliżenia, podczas gdy 
równanie rządzące jest spełnione w całym obszarze.  

W podejściu bezpośrednim równanie rządzące jest spełnione w sensie minima-
lizacji reszt ważonych, czyli w sensie słabym. Wyrażenia dotyczące reszt ważo-
nych są utworzone przy przyjęciu T-funkcji jako funkcji wagowych. Brzegowe rów-
nanie całkowe jest otrzymane przez podwójne zastosowanie twierdzenia Greena-
Gaussa. To równanie całkowe jest dyskretyzowane i rozwiązywane ze względu na 
niewiadome współczynniki aproksymujące wartości brzegowe. Bezpośrednie po-
dejście w metodzie Trefftza może być zatem uważane za metodę elementów brze-
gowych z T-funkcjami, zamiast zazwyczaj wykorzystywanego rozwiązania podsta-
wowego [CJZ89, JCZ93, KK95, JC95, C00a, KS06, LLHC07 i in.]. 

Przy rozważaniu różnych podejść do metody Trefftza warto zwrócić uwagę na 
fakt, że niektóre z nich są rozwijane przez społeczność inżynierów, podczas gdy 
inne – przez społeczność matematyków, [KK95a, L98, CC05, LLHC07].  

W pracy [LLHC07] przedstawiono pewną systematykę podejść do metody 
Trefftza. W dalszych częściach opis tych podejść jest wzorowany na podejściu 
przedstawionym w tej pracy. 
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4.2. POŚREDNIA METODA TREFFTZA  
DLA ZAGADNIEŃ STACJONARNYCH 

4.2.1. Podejście kollokacyjne do metody Trefftza 

W metodzie kollokacyjnej zakłada się, że kombinacja liniowa pewnego układu 
funkcji dopuszczalnych z nieznanymi współczynnikami opisuje przybliżone rozwią-
zanie problemu. Następnie przyjmuje się, że zarówno równanie rządzące, jak i wa-
runek brzegowy są spełnione przez tę kombinację liniową funkcji w skończonym 
zbiorze punktów należących do obszaru, w którym rozważany jest problem.  

W literaturze rozwijanej przez społeczność inżynierską ta metoda nazywana 
jest metodą residualną (ang. residual metod), [PW80, LLHC07].  

Rozważmy następujący problem: 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

Ω∂==

Ω=

SgBu

fLu

        

,      

brzegu na

obszarzew 
 (4.1) 

gdzie L  jest liniowym operatorem różniczkowym cząstkowym, a operator B  opisu-
je warunek brzegowy typu Dirichleta, Neumanna lub Robina.  

Rozważając zupełny układ funkcji { }iψ  odpowiednią liczbę razy różniczkowal-
nych w Ω można zapisać rozwiązanie problemu (4.1) w postaci: 

∑
∞

=

=
1i

iiau ψ , (4.2) 

gdzie ia  są współczynnikami opisującymi dokładne rozwiązanie problemu. Wybierając 
skończoną liczbę N  funkcji iψ  można zapisać przybliżone rozwiązanie problemu (4.1): 

∑
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=
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i
iiav

1

ψ , (4.3) 

gdzie współczynniki ia  opisują aproksymatę rozwiązania dokładnego.  

Ponieważ jest N  niewiadomych, wybiera się NM ≥  punktów kollokacji i żąda się 
od funkcji v  spełnienia równania rządzącego, jak i warunku brzegowego w skończo-
nym zbiorze punktów jQ  należących do obszaru Ω . Otrzymuje się układ równań: 
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Ponieważ równania różniczkowe i warunki brzegowe pełnią różne role w rozwa-
żanym problemie, w równaniach (4.4) powinny być różne funkcje wagowe: 
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 (4.5) 

Funkcje wagowe 0>Bw  mogą być różne dla różnych warunków brzegowych 

(typu Dirichleta, Neumanna lub Robina). Stąd otrzymuje się układ równań alge-
braicznych: 

,bAa =  (4.6) 

gdzie ( )TNaaa ,...,, 21=a  jest wektorem niewiadomych, b  to znany wektor pra-
wych stron, zaś ( )

NMijA
×

=A  to macierz sztywności. Jej elementy są równe 

( )jiij QLA ψ=  dla *Mj ≤  oraz ( )jiiBij QBawA ψ=  dla *Mj > .  

Gdy NM > , układ równań (4.6) jest nadokreślony i aby obliczyć współczynniki 

ia  stosuje się metodę najmniejszych kwadratów.  

Takie podejście nazywa się metodą kollokacji. 
Jeśli układ funkcji { }iψ  ma tę własność, że każda z nich spełnia równanie 

fLu =  w obszarze Ω, czyli gdy są to T-funkcje, to z układu równań algebraicz-

nych (4.5) pozostają do spełnienia tylko równania: 
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ψ . (4.7) 

Takie podejście nazywa się metodą kollokacji Trefftza (ang. Trefftz collocation 
method), [LHL04, LLHC07]. Metoda ta bywa też nazywana metodą pośrednią 
Trefftza, [KK95], W literaturze funkcjonują także inne nazwy tego podejścia, które 
można znaleźć np. w pracach [ZKB77, ZZ85, L89a]. 

Innym sposobem dojścia do metody kollokacji jest przedstawienie problemu 
(4.1) w postaci całek residualnych: 
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gdzie ER  i BR  to residua równania rządzącego i warunku brzegowego. Jeśli funk-
cja testowa v  będzie dystrybucją delta Diraca,  

( )
⎩
⎨
⎧

≠
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=−=
i

i
i QP

QP
QP

       ,0
       ,

δν , 

to 

( ) ( ) ( ) ( )ii QhPdPhQP =Ω−∫∫
Ω

δ , 

co sprowadza równania (4.8) do postaci (4.5).  

Jeśli jako układ funkcji { }iψ  przyjmuje się wielomiany ortogonalne, to podejście 

nazywa się także metodą spektralną, [BM97, LLHC07].  
Więcej uwag na temat metody Trefftza i podejścia kollokacyjnego można zna-

leźć w monografii [LLHC08].  

4.2.2. Metoda aproksymacji brzegowej – podejście całkowe 

Rozważmy ponownie zagadnienie (4.1), przy czym warunek brzegowy zapiszemy 
w postaci warunku Robina: 

gu
n
up =+
∂
∂ α      na brzegu S = ∂Ω, (4.9) 

gdzie n  jest normalną zewnętrzną do S = ∂Ω. 

Załóżmy, że znamy rozwiązanie szczególne 0Ψ , spełniające równanie (4.1)1. 
Przy pomocy transformacji 0Ψ−= uw  można przekształcić rozważany problem 
tak, aby równanie różniczkowe było jednorodne. Dla tak zbudowanej funkcji w  
prawa strona warunku (4.9) przyjmie postać: 

( )[ ]00 / Ψ+∂Ψ∂−= αnpgg .  

Tak więc w miejsce problemu (4.1) można rozważać problem: 
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α
 (4.10) 

Dla uproszczenia zapisu tutaj i dalej pominięto nadkreślenie nad g . 



4. Metoda Trefftza 

 

124 

Jeśli dla równania (4.10)1 znany jest układ T-funkcji, { },iψ  przybliżone rozwią-

zanie problemu (4.10) można zapisać w postaci: 

∑
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=
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i
iiL au

1

ψ . (4.11) 

gdzie współczynniki ia  są niewiadomymi do wyznaczenia na podstawie wzoru (4.10)2.  

Oznaczmy jako LV  zbiór funkcji Lu  o postaci (4.11). Przy takim doborze funkcji 

iψ  zagadnienie rozwiązania przybliżonego problemu (4.10) można sformułować 

następująco: 
Spośród wszystkich LVv∈  znaleźć LL Vu ∈  takie, że: 

( ) ( )vIuI BVvLB
L∈

= min , (4.12) 

gdzie: 
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Gdy na części brzegu występuje warunek Dirichleta, problem można sformuło-
wać bardziej szczegółowo w następującej postaci:  

0=Lu               w obszarze Ω, 

1gu =                        na brzegu DS , (4.14) 

3gu
n
up =+
∂
∂ α          na brzegu NR SS ∪ , 

przy czym SSSS RND =∪∪ , indeksy oznaczają części brzegu z warunkami Diri-

chleta, Neumanna i Robina, a wyszczególnione części brzegu są rozłączne. Waru-
nek Neumanna ma miejsce, gdy 0=α .  

Dla problemu (4.14) całka ( )vIB  przyjmuje postać: 
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RND SSS

B dSgv
n
vpwdSgvvI α  (4.15) 

gdzie w  jest wagą, która ma zrównoważyć wpływ tych dwóch różnych warunków 
brzegowych. Wagę w  przyjmuje się dodatnią, przy czym z uwagi na fakt, że po-
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chodne zwykle przyjmują większe wartości bezwzględne niż rozwiązania, wybiera 
się 1<w . Wybór wagi w  powinien zależeć od analizy błędu rozwiązania, [LMS87].  

Równanie (4.12) prowadzi do równania algebraicznego o postaci (4.6), tzn. 
,bAa =  gdzie ( )TNaaa ,...,, 21=a  jest wektorem niewiadomych, zaś macierz A  

jest symetryczna i dodatnio określona, a ponadto nie jest macierzą rzadką.  
Problem (4.14) rozważany jako zagadnienie minimalizacji funkcjonału (4.15) 

przy postaci (4.11) rozwiązania przybliżonego to oryginalna metoda Trefftza, [T26].  
Metoda Trefftza jest prostsza i bardziej efektywna niż metoda Ritza-Galerkina, 

ponieważ proces aproksymacji rozwiązania redukuje się tylko do brzegu rozważa-
nego obszaru. Związek pomiędzy metodą Ritza-Galerkina a metodą Trefftza jest 
analogiczny do związku pomiędzy metodą elementów skończonych a metodą ele-
mentów brzegowych, [LLHC07].  

Jeśli kształt rozważanego obszaru jest bardziej złożony, zagadnienie znalezie-
nia rozwiązania staje się niestabilne. Wówczas rozważany obszar dzieli się na 
podobszary (elementy skończone). W poszczególnych podobszarach możliwe jest 
zastosowanie różnych metod obliczeniowych, [H84, H95]. 

4.2.3. Podejście wykorzystujące metodę najmniejszych kwadratów 

Rozważmy problem następujący: 

fLu =          w obszarze Ω, 

1gu =                               na brzegu DS , (4.16) 

2g
n
up =
∂
∂

      na brzegu NS , 

3gu
n
up =+
∂
∂ α      na brzegu RS , 

przy ograniczeniach dotyczących części brzegu jak w problemie (4.14).  

Aby rozwiązać ten problem, rozważmy funkcjonał celu: 

( ) ( ) ( )
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 (4.17) 
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gdzie iw  są dodatnimi, stałymi wagami. Metoda najmniejszych kwadratów (MNK) 

jest tu określona następująco:  

Znaleźć rozwiązanie ( )Ω⊂∈ 2   , HVVu HH  takie, że: 

( ) ( ).min vIuI
HVv∈

=  (4.18) 

Tutaj ( )Ω⊂ 2HVH  jest zbiorem funkcji dopuszczalnych bez brania pod uwagę speł-

nienia jakiegokolwiek warunku brzegowego, a ( )Ω2H  jest przestrzenią Sobolewa.  

Podejście wykorzystujące MNK może być także nazwane metodą residualnych 
kwadratów. 

Korzyścią związaną ze stosowaniem MNK jest to, że macierz sztywności A  jest 
zawsze symetryczna i pozytywnie określona (albo półokreślona) i że nawet skom-
plikowane ograniczenia na rozwiązanie można dość łatwo włączyć do obliczeń 
numerycznych. Niekorzystne jest jednak to, że w porównaniu z metodą elementów 
skończonych otrzymany układ równań jest gorzej uwarunkowany.  

Rozważając ciągłość rozwiązania i strumienia na brzegu, można zmodyfikować 
całkę (4.17) do następującej postaci: 

( ) ( ) ( )
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α  (4.19) 

gdzie funkcje oznaczone znakiem plus dotyczą ich wartości po zewnętrznej stronie 
brzegu rozważanego obszaru (podobszaru), a znakiem minus – po wewnętrznej, 
zaś iw  są dodatnimi, stałymi wagami. Oczywiście funkcjonał celu ( )vÎ  zawierać 

może także warunki na wewnętrznych brzegach, tzn. na granicach pomiędzy ele-
mentami, na jakie podzielono rozważany obszar.  

Przyjmijmy, że rozważane zagadnienie jest bez źródel, tzn. że 0=f . Przyjęcie 
jako HV  zbioru funkcji o postaci (4.11) powoduje, że wtedy pierwsza całka po prawej 

stronie znika. W funkcjonale ( )vÎ  pozostają wtedy tylko całki z kwadratów niedokład-

ności spełnienia warunków brzegowych (reszt z warunków brzegowych po aproksy-
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macji rozwiązania wzorem (4.11)) oraz całki ze skoków aproksymaty i jej strumienia 
na powierzchniach ograniczających rozważane obszary, wszystkie z wagami:  
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 (4.20) 

Różniczkując funkcjonał ( )vÎ  względem współczynników ia  funkcji ∑
=

=
N

i
iiav

1

ψ  

(por. (4.3)) należącej do ( )Ω⊂ 2 HVH , otrzymuje się układ równań postaci: 

( ) 0
ˆ

=
∂
∂

ia
vI

,   .,...,2,1 Ni =  

Otrzymany układ równań algebraicznych na współczynniki ia  można zapisać 

w postaci macierzowej: 

.bAa =  

Elementy macierzy A  i b  wylicza się, wykorzystując pochodne prawej strony wzoru 
(4.19) lub (4.20). 

Funkcjonał celu (4.19) można jeszcze rozbudować, uwzględniając elementy re-
gularyzujące rozwiązanie. Analizując składniki funkcjonału ( )vÎ  można zauważyć, 

że dwa z nich mają charakter regularyzujący – mianowicie minimalizacja skoku 
wartości funkcji i minimalizacja skoku strumienia na brzegu.  

Do tych składników można jeszcze dodać warunki natury fizycznej, czyli tzw. 
regularyzację energetyczną. Podejście tego typu zaprezentowano w kilku pra-
cach, w których – rozważając metodą elementów skończonych zagadnienie od-
wrotne przewodzenia ciepła przy zastosowaniu metody Trefftza – wykorzystano 
m.in. warunek minimalizacji wzrostu entropii oraz warunek minimalizacji rozpro-
szenia energii, [C04, C04a, CF06, CFG07, GLM08, GL10, M09]. Odpowiedni 
dobór współczynników kary pozwala otrzymać dokładniejsze rozwiązanie rozwa-
żanych problemów. Analizując wartości współczynników kary zazwyczaj w pierw-
szym przybliżeniu przyjmuje się wszystkie współczynniki równe jeden. Różnicu-
jąc ich wartości w następnych przybliżeniach przyjmuje się pierwsze przybliżenie 
jako wartości odniesienia. 
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W zastosowaniach stosuje się całkowanie numeryczne, gdyż całki (4.17) i (4.19) 
są bardzo trudne do ewentualnego przekształcania w sposób dokładny. Jeżeli przy 
całkowaniu jako węzły związane z kwadraturą numeryczną przyjmie się węzły kollo-
kacji, MNK prowadzi dokładnie do metody kollokacji.  

Więcej uwag na temat stosowania MNK można znaleźć np. w pracach [L00, 
KLS03]. 

4.2.4. Sformułowanie wykorzystujące metodę Galerkina  

Rozważmy równanie Laplace’a z warunkami brzegowymi Dirichleta i Neuman-
na, każdy na innej części brzegu. Oznacza to, że rozważane zagadnienie przyjmu-
je postać: 

02 =∇= uLu                 w obszarze Ω, 

1gu =                            na brzegu DS ,   (4.21) 

2g
n
u
=

∂
∂

               na brzegu NS , 

gdzie n  jest normalną zewnętrzną do S = ∂Ω. 

Rozwiązania poszukuje się w postaci (4.3), gdzie { }iψ  to układ T-funkcji dla 

równania Laplace’a. Wprowadza się oznaczenia: 
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∂
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n
v a . (4.22) 

Funkcja aΨΨa TTv ==  spełnia równanie (4.21)1, ale nie spełnia warunków 
brzegowych. Oznaczmy residua, powstałe w wyniku podstawienia za rozwiązanie 
u  jego przybliżenia v , jak niżej: 

.222

,111

N
T

D
T

Sgg
n
vR

SggvR

 

  

 brzegu na

 brzegu na

−Ξ=−
∂
∂

=

−=−=

a

aΨ
 (4.23) 

Jako funkcje wagowe przyjmuje się Ξ=
∂
∂ T

n
v a  oraz ΨaTv −=− . Wówczas 

otrzymujemy następujące całkowe sformułowanie metody ważonych reszt, prowa-
dzące do wyznaczenia współczynników ia , Ni ,...,1= : 
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Przekształcając to równanie, otrzymuje się: 
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albo 

,bAa =  (4.25a) 

gdzie: 
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 (4.26) 

W pracach [CJZ89, JCZ90, CJZ91, JCZ93] udowodniono symetrię macierzy A . 
Ta własność elementów tej macierzy powoduje, że skuteczność obliczeniowa tej 
metody jest wyższa niż innych sformułowań.  

W pracach [HP92, HP92a] wprowadzono podejście metodą Galerkina, gdzie za 

funkcje wagowe w wyrażeniu (4.24) zamiast Ξ=
∂
∂ T

n
v a  oraz ΨaTv −=−  przyjęto 

2g  oraz 1g . Udowodniono, że takie sformułowanie zapewnia jednoznaczność 

rozwiązania.  
Do równania (4.25) można także dojść ze strony sformułowania wariacyjnego, 

[ZKB77]. 

4.2.5. Zmodyfikowana pośrednia metoda Trefftza 

W pracach [O68, PS82, PS82a, PS83] przedstawiono podejście do pośredniej 
metody Trefftza, wykorzystujące rozwiązania podstawowe. W tym sformułowaniu 
rozwiązanie przybliżone opisane jest liniową kombinacją wartości rozwiązania 
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podstawowego w wybranych punktach. Podejście to jest przedstawione w dalszej 

części tekstu na przykładzie równania Laplace’a.  
Rozwiązanie podstawowe dwuwymiarowego równania Laplace’a ma postać, [B78]: 

    ,
,

1
ln

2

1
, 










QPr
QP


  (4.27) 

gdzie P  to punkt w przestrzeni, w którym rejestruje się wartość pochodzącą od 
punktowego źródła działającego w Q , a  QPr ,  opisuje odległość od P  do Q : 

     22, QPQP yyxxQPr  . 

Rozwiązanie podstawowe ma osobliwość w punkcie QP  . Zatem punkty źró-

dłowe Q , dla których obliczane są wartości rozwiązania podstawowego, umiesz-

cza się na brzegu obszaru większego, zawierającego rozważany obszar wraz 

z brzegiem. Wówczas aproksymata rozwiązania równania Laplace’a może być 
zapisana jak następuje: 

         ,,...,, 2211 PQPaQPaQPaPv T
NN  a  (4.28) 

gdzie N  jest całkowitą liczbą punktów źródłowych. Różniczkując związek (4.28), 

względem normalnej do brzegu rozważanego obszaru, otrzymuje się: 
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 (4.29) 

(por. oznaczenia (4.22)).  

Podobnie jak w części 4.2.4 wprowadza się residua, powstałe w wyniku pod-
stawienia za rozwiązanie u  jego przybliżenia v  (wzory (4.23)).  

W podejściu kollokacyjnym wymusza się zerowanie się związków (4.23) w brze-
gowych punktach kollokacji. Prowadzi to do równania macierzowego ,bAa   którego 

rozwiązaniem jest wektor współczynników .a  

4.2.6. Podsumowanie pośredniej metody Trefftza 

Pośrednią metodę Trefftza można podsumować w postaci następującej se-
kwencji operacji, przedstawionej poniżej dla dwuwymiarowego równania Laplace’a, 

z warunkami Dirichleta na jednej części brzegu, i Neumanna na drugiej części, 
[KK95]:
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Funkcje interpolacyjne: 
układ T-funkcji lub rozwiązanie podstawowe 

⇓  
Aproksymacja rozwiązania 

kombinacją liniową funkcji interpolujących 
⇓  

Zbudowanie residuów warunków brzegowych 
⇓  

Minimalizacja residuów: 
Metoda kollokacji: 01 =R , 02 =R  

MNK: min2
2

2
1 =+ ∫∫

ND SS

dSRdSR α ,  α  – waga 

Metoda Galerkina: 021 =−
∂
∂

∫∫
ND SS

dSvRdSR
n
v

 

⇓  
Rozwiązanie równania 

bAa =  

4.3. POŚREDNIA METODA TREFFTZA  
DLA ZAGADNIEŃ NIESTACJONARNYCH 

W przypadku zagadnień niestacjonarnych wszystkie opisane metody trzeba po-
szerzyć w związku z dodaniem zmiennej czasowej.  

W przypadku podejścia kollokacyjnego prowadzi to do zwiększenia układu rów-
nań do wyznaczenia współczynników kombinacji liniowej (4.3). Osobne równania 
powstaną w związku z koniecznością uwzględnienia warunków początkowych i wa-
runków związanych z dalszymi chwilami czasu, wynikających z podziału rozpatrywa-
nego okresu czasu na mniejsze przedziały.  

Metoda aproksymacji brzegowej ma w tym przypadku szersze znaczenie, bo 
wartości brzegowe mogą zmieniać się w czasie. Podział rozpatrywanego okresu 
czasu na K  mniejszych przedziałów spowoduje konieczność wyznaczenia kombi-
nacji liniowej T-funkcji w każdym przedziale czasu z osobna (por. (4.3): 

∑
=

=
N

i
i

k
i

k av
1

ψ ,  Kk ,...,1=  (4.30) 

Tak więc aproksymata rozwiązania ścisłego będzie skonstruowana jako suma 
funkcji określonych w tym samym obszarze przestrzennym, ale w kolejnych prze-
działach czasu. 
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W związku z wynikającym z warunku początkowego dodatkowym członem resi-
dualnym współczynniki k

ia  kombinacji liniowej T-funkcji, aproksymującej rozwiąza-

nie badanego problemu, będą wyznaczane z warunku minimalizacji funkcjonału 
o postaci (por. (4.15)): 
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gdzie 1−kt  to chwila początkowa k-tego porzedziału czasowego, Kk ,...,1= , kv0  to 
warunek początkowy na początku k-tego przedziału czasowego, wynikający z war-
tości funkcji kv  na końcu przedziału (k – 1)-go lub z warunku początkowego dla 
całego problemu. 

W przypadku zagadnień z warunkiem początkowym dla pochodnej czasowej 
konieczne jest dodanie do funkcjonału ( )vI  jeszcze jednego członu.   

Funkcjonał (4.31), uzupełniony o człony związane ze skokiem wartości poszu-
kiwanej funkcji lub jej pochodnej normalnej na brzegach podobszarów (por. formu-
ła (4.20)), na które podzielono obszar Ω , opisuje niedokładność przybliżenia roz-
wiązania zagadnienia niestacjonarnego.  

Wszystkie zmiany wynikające z rozpatrywania zagadnień niestacjonarnych są 
bardziej szczegółowo omówione w rozdziale 5. Warto zaznaczyć, że w cytowanych 
tam przykładach stosowana jest głównie metoda najmniejszych kwadratów.  

4.4. BEZPOŚREDNIA METODA TREFFTZA 

Metoda ta jest omówiona na przykładzie równania Laplace’a w 2D.  
Rozważmy równanie residuów ważonych z wagą v . Dla równania Laplace’a 

ma ono postać: 
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Całkując dwukrotnie lewą stronę przez części otrzymuje się: 
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W bezpośrednim sformułowaniu metody elementów brzegowych jako funkcja 
wagowa jest przyjęte rozwiązanie podstawowe, przedstawione wzorem (4.27). 
W bezpośredniej metodzie Trefftza jako funkcje wagowe przyjmuje się T-funkcje:  

aΨΨa TT
N

i
iiav ===∑

=1

ψ , 

tak, jak to przedstawiono we wzorach (4.22). Oczywiście przy takim przyjęciu funk-
cji wagowych ostatnia całka po prawej stronie równania (4.32) znika, a równanie to 
przyjmuje postać: 
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Jako że jest ono prawdziwe dla każdego wektora współczynników ,a  otrzymujemy: 
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dSu
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u Ψ . (4.34) 

Poszukiwane rozwiązanie problemu, u , jak i jego pochodna normalna, 
n
u
∂
∂

, są 

przybliżane kombinacją liniową wartości funkcji interpolującej w punktach węzłowych: 
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Tutaj φ  oznacza funkcję interpolującą, a wektor φ  opisuje jej wartości w N  
punktach węzłowych; wektory u  oraz q  opisują wartości w węzłach funkcji u  i jej 

pochodnej normalnej 
n
u
∂
∂

. 

Podstawiając (4.35) do (4.34) prowadzi do następującego brzegowego równa-
nia całkowego opisującego ważoną wartość residualną R : 

( ) ( ) .0~~ =Ξ−=Ξ−=Ξ−= ∫∫∫∫
S

T

S

T

S

TT

S

dSdSdSdSuqR φuΨφquφqΨφΨ   (4.36) 

Niewiadomymi są tutaj te wartości brzegowe funkcji u  i jej pochodnej normalnej 

n
u
∂
∂

, które nie są znane na brzegu. Równanie to można następnie zapisać jako układ 
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N  równań algebraicznych na nieznane wartości funkcji u  i 
n
u
∂
∂

 w węzłach, zaś osta-

teczną postać przybliżonego rozwiązania otrzymuje się na podstawie wzorów (4.35). 
Warto dodać, że jądra równań metody bezpośredniej Trefftza w odróżnieniu od ją-

der występujących w metodzie elementów brzegowych, nie są osobliwe. Pozwala to co 
prawda uniknąć w metodzie Trefftza wyznaczania osobliwych całek, lecz prowadzi do 
rozwiązanie źle uwarunkowanych układów równań całkowych Fredholma I rodzaju.   

Bezpośrednią metodę Trefftza można podsumować w postaci następującej se-
kwencji operacji, przedstawionej poniżej dla dwuwymiarowego równania Laplace’a, 
[KK95]: 

Równanie rządzące 
⇓  

Wyrażenie przedstawiające residuum ważone 
przez T-funkcje, przyjęte jako wagi 

⇓  
Brzegowe równanie całkowe 

⇓  
Dyskretyzacja 

⇓  
Rozwiązanie równania 

bAx =  

Szerokie omówienie tej metody znajduje się w pracach [JC95] i [KK95]. 

4.5. UWAGI O ZASTOSOWANIACH METODY TREFFTZA 

Funkcje Trefftza i różne odmiany metody Trefftza są wykorzystywane do budowania 
przybliżonych rozwiązań zagadnień prostych (brzegowych lub początkowo-brzegowych) 
i odwrotnych na wiele sposobów. Można to prześledzić na przykładzie wielu prac, [AK00, 
PBH00, SWZ01, KKV01, P03, KW03, WSSZ04, KK06, RDHP08, CLS09].  

W przedstawionych niżej przykładach wykorzystania metody Trefftza pokazano 
zastosowanie T-funkcji, których postacie i własności opisano w rozdziale trzecim, 
oraz niektórych odmian metody Trefftza, omówionych w rozdziale czwartym. Przy-
kłady te podzielono na trzy grupy zagadnień odwrotnych, a mianowicie na: 

− zagadnienia identyfikacji wartości brzegowych, 
− zagadnienia identyfikacji źródeł, oraz 
− zagadnienia identyfikacji własności materiałów (zagadnienia współczynnikowe). 

W przykładach tych pokazano rozwiązania uzyskane bez podziału rozważane-
go obszaru, w którym ma miejsce analizowany proces, jak również przy podziale 
tego obszaru na elementy skończone.   



5. Funkcje Trefftza w zagadnieniach 
identyfikacji warunków brzegowych 

 
 
 
 
 
 
 
Zagadnienia identyfikacji warunków brzegowych (numerowane jako B.1, B.2,…) 

są bardzo często rozważanymi problemami odwrotnymi. W przypadku użycia me-
tody Trefftza najczęściej jest to któraś z metod pośrednich. W przedstawionych 
niżej przykładach na ogół stosowano metodę najmniejszych kwadratów.  

W całym rozdziale zakłada się, że rozważany ośrodek jest jednorodny i izotro-
powy, a współczynniki opisujące jego własności są wielkościami stałymi.  

5.1. ZAGADNIENIA OPISANE RÓWNANIEM LAPLACE’A 

Zagadnienia odwrotne identyfikacji warunków na brzegu dla równania Laplace’a 
rozważane były od dawna, w różnych dziedzinach nauki i różnymi metodami, [AP96, 
P97, FI99, SE00, EKS01, FI01,OO01, BSK04, CEJ04, XMJ05, BLM06, JM07, LT08]. 

Zastosowanie funkcji Trefftza do rozwiązywania zagadnień odwrotnych ma bo-
gatą historię. Należałoby tu wymienić prace Jirouška, Herrery, Zielińskiego, Wrób-
lewskiego i wielu innych autorów. Są one wyszczególnione w bibliografii.  

Podane poniżej przykłady rozwiązań zagadnień identyfikacji warunków brzego-
wych różnią się metodyką od prac przytoczonych autorów. Jednocześnie dobrze 
ilustrują zalety wykorzystanej w nich pośredniej metody Trefftza.  

5.1.1. Rozwiązania uzyskane bez dzielenia obszaru na elementy skończone 

Poniżej przedstawiono rozwiązania zagadnień stacjonarnych wymiany ciepła, 
uzyskane przy rozważaniu badanego obszaru jako całości. 

B.1: Kwadrat, problem brzegowy 

W pracy [H99] rozważono zagadnienie testowe. Było to zagadnienie brzegowe, 
w którym określono rozkład temperatury ( )yxT ,  w kwadracie jednostkowym. We 

współrzędnych bezwymiarowych rozkład ciepła w obszarze opisuje równanie La-
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place’a (3.4). Na dwóch bokach kwadratu przyjęto warunki Dirichleta, zaś na dwóch 
pozostałych – warunki Neumanna: 

( ) 100,0 =yT    dla 1,0∈y , 

( ) yyT 100,1 =  dla 1,0∈y ,  

( ) ( )1,0,

0
xx y

T
y
T

∂
∂

∂
∂

==     dla 1,0∈x .   

Zagadnienie to rozwiązano metodą najmniejszych kwadratów. Rozwiązanie 
aproksymowano kombinacją liniową T-funkcji, przedstawionych wzorami (3.6). 
Funkcjonał celu miał tu postać (4.15), gdzie 1=p , α  oraz 3g  były równe zero, 
zaś wagę w  przyjęto równą jeden.  

Na rysunku 5.1 przedstawiono wykresy poziomicowe, przedstawiające rozwią-
zanie dokładne i jego aproksymację w całym obszarze kwadratu wielomianem 
( )yxv ,  stopnia czwartego, szóstego i ósmego. Oznaczało to uwzględnienie 

w kombinacji liniowej T-funkcji, opisujących aproksymatę rozwiązania, odpowied-
nio 9, 13 i 17 T-funkcji (pomijano funkcję 0G , która jest równa zero).  

Wyniki obliczeń porównano z rozwiązaniem dokładnym. Ma ono postać, [S74]: 
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RYS. 5.1. Zagadnienie proste – identyfikacja temperatury wewnątrz obszaru: A – rozwiązanie 
dokładne, B – aproksymacja wielomianem stopnia czwartego, C – aproksymacja wielomianem 
stopnia szóstego, D – aproksymacja wielomianem stopnia ósmego 

 
Błąd aproksymacji ε , liczony zgodnie ze wzorem: 
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gdzie: 
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był dla wielomianu ( )yxv ,  stopnia czwartego równy ok. 3,8%, dla wielomianu 

stopnia szóstego – ok. 0,9%, zaś dla wielomianu stopnia ósmego – ok. 0,8%. Wy-
niki te znajdują swoje potwierdzenie na rysunku 5.1. 

B.2: Ścianka dwuwarstwowa 

W pracy [H99] rozwiązano zagadnienie odwrotne w obszarze prostokąta bez 
podziału na elementy skończone, rozważając problem wyznaczenia rozkładu tem-
peratury w trójwarstwowej przegrodzie, oddzielającej przepływający w wąskim 
kanale freon-11 od otoczenia laboratoryjnego. Przegroda składała się z folii o gru-
bości 0,0001016 m, powleczonej bardzo cienką warstwą ciekłych kryształów, na 
które nałożono warstwę szkła o grubości 0,06 m. Folia była jednocześnie źródłem 
ciepła ogrzewającym płyn przepływający w kanale, [H99].  

 Funkcje opisujące temperaturę i własności szkła oznacza się dolnym indeksem 
G (tzn. temperatura – TG(x,y), współczynnik przewodzenia ciepła – λG); funkcje 
opisujące temperaturę i własności folii oznacza się dolnym indeksem F (tzn. tem-
peratura – TF(x,y), współczynnik przewodzenia ciepła – λF). Przyjęto, że na po-
wierzchniach x = 0 oraz x = L przegroda jest izolowana cieplnie od otoczenia. Jak 
wykazały wstępne badania, temperaturę szkła można było przyjąć równą tempera-
turze powietrza, tzn. powG TxT ≈)0,( . Na powierzchni oddzielającej szkło od folii (na 

warstwie ciekłych kryształów) założono równość temperatur i strumieni ciepła, obli-
czanych po obu stronach tych powierzchni. Temperatura na tej powierzchni była 
znana z pomiaru (kolor ciekłych kryształów przeliczono na wartości liczbowe tem-
peratury, [H99]). Oznaczono ją jako )(xTzm . Miała ona postać zbioru wartości.  

Sytuację ilustruje rysunek 5.2, na którym zaznaczono przekrój przez rozwa-
żaną przegrodę. Rysunek ma charakter poglądowy i nie odwzorowuje proporcji 
rzeczywistych.  

W wyniku przyjętych założeń zagadnienie opisano następującym zestawem 
równań i warunków: 
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RYS. 5.2. Przekrój poprzeczny przegrody 
 
Temperatura wewnątrz folii, na skutek grzania jej przez źródło ciepła o stałej 

wydajności Vq , cechowała się symetrią względem podłużnej osi środkowej folii, 

FGy δδ 5,0+= . Oznacza to, że temperatura folii, wynikająca tylko z istnienia źródła 

ciepła, czyli rozwiązanie szczególne ),( yxT sz
F  równania (5.1), musiało spełniać 

warunek: 

),(),( FG
sz

FG
sz

F xTxT δδδ += . 
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Rozwiązanie szczególne ),( yxT sz
F  zostało przyjęte w postaci: 

V
F

GFGFGsz
F qyyyxT

λ
δδδδδ

2
)2(),(

22 −−++−
= . 

Brak było natomiast warunku dotyczącego temperatury folii na brzegu FGy δδ += , 

tzn. na ściance kanału, w którym płynął freon-11. 

Rozwiązanie ogólne równania (5.1) aproksymowano kombinacją liniową T-funkcji:  
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nnF

og
F yxWcyxyxT θ   

gdzie nW  oznacza ciąg funkcji nF  i nG , por. (3.6). Stąd funkcja, opisująca w przy-

bliżeniu temperaturę w folii, miała postać: 
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Nieznane współczynniki nc , n = 1,2,...,N, wyznaczono minimalizując funkcjonał: 
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W funkcjonale tym rozwiązanie szczególne pojawia się tylko w drugiej całce 
(mówiącej o dopasowaniu rozwiązania przybliżonego do warunku Neumanna na 
brzegu Gy δ= ) jako człon 2/Fvq δ  (pochodna funkcji sz

FT  względem zmiennej y  
dla Gy δ= ). W pierwszej całce, opisującej dopasowanie tego rozwiązania do war-

tości temperatury zmierzonych na tymże brzegu, zachodzi bowiem 0),( =G
sz

F xT δ , 
zaś w trzeciej, opisującej błąd przybliżenia na brzegach 0=y  i Ly =  pochodna 
rozwiązania szczególnego względem zmiennej x  zeruje się.  

Do obliczeń wykorzystano dane eksperymentalne zaczerpnięte z pracy [C97], 
przedstawione w tablicy 5.1.  



5. Funkcje Trefftza w zagadnieniach identyfikacji warunków brzegowych 140 

TABLICA 5.1. Temperatura ciekłych kryształów )(xTzm  

x, [m] Tzm(x), [K] x, [m] Tzm(x), [K] 

0,00 

0,01 

0,02 

0,03 

0,04 

0,05 

0,06 

0,07 

317,95 

320,95 

321,65 

322,15 

323,15 

324,25 

324,95 

326,05 

0,10 

0,15 

0,20 

0,23 

0,25 

0,30 

0,35 

325,65 

326,15 

325,65 

325,15 

326,15 

326,35 

327,15 

  
Ponadto przyjęto następujące dane: Twlot = 317,15 K, Twylot = 326,15 K, λF = 8,3 
W/(m K) , λG = 0,710 W/(m K), Vq  = 1,24803⋅107 W/m3.  

Jeśli funkcja Tzm(x) dana jest w postaci zbioru danych dyskretnych, całkę 

( )∫ −
L

zmGF dxxTx
0

2)(),( δθ  występującą w funkcjonale FI  należy zastąpić sumą. 

Dotyczy to również odpowiedniej całki w funkcjonale GI  służącym wyznaczeniu 

rozkładu temperatury w szkle (funkcjonału tego, z uwagi na jego oczywistą postać, 
nie wypisano). 

Aproksymację rozkładu temperatury w folii dla 16 funkcji nF  i 14 funkcji nG  

przedstawiono na rysunku 5.3.  
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RYS. 5.3. Przybliżony rozkład temperatury w folii, uzyskany na podstawie danych opisanych 
w tablicy 5.1 jako Tzm(x) (jednostki na osiach podane są w centymetrach) 

 
Dane przyjęte do obliczeń obarczone były nieznanym błędem. Aby je wygładzić, 

opisano je funkcją: 

))8489,36(exp1(14255,89237,3176467,3)(ˆ xxxTzm −−++= , 
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której parametry zostały dobrane w oparciu o kryterium najmniejszych kwadra-
tów. Dla )(ˆ xTzm  przyjętej jako )(xTzm , uzyskano aproksymowany tą samą liczbą 

T-funkcji rozkład temperatury w folii przedstawiony na rysunku 5.4.  
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RYS. 5.4. Przybliżony rozkład temperatury w folii, uzyskany na podstawie danych wygładzonych 

)(ˆ xTzm  (jednostki na osiach podane są w centymetrach) 

 
B.3: Walec kołowy  

W pracy [F99] rozważano zagadnienie odwrotne w nieskończenie długim walcu 
kołowym przy temperaturze brzegu zmieniającej się wg nieznanej funkcji ( )tT0 . 

Poszukiwane pole temperatury spełnia równanie różniczkowe w bezwymiarowych 
współrzędnych Rr /=ξ  i 2/ Rat=τ : 
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∂
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z warunkami: 

,0?,)(),1( 0 >== τττ TT  

1,0     ,0)0,( ∈= ξξT , 

gdzie a jest współczynnikiem wyrównywania temperatury (dyfuzyjnością termiczną), 
r – zmienna promieniowa, zaś R opisuje promień walca.  

Przyjmując ( ) ( ) τττ ATT == 0,1 , gdzie A  jest dodatnią stałą, otrzymuje się roz-

wiązanie tego zagadnienia w postaci: 
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gdzie α1, α2, ... są dodatnimi pierwiastkami równania ( ) 00 =αJ .  
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Znajomość rozwiązania dokładnego pozwala wygenerować „pomiary” tempera-
tury w punkcie wewnętrznym 0 < ξ* < 1 w chwilach 0 = τ0 <τ1 <τ2 <..., tzn. wyzna-
czyć wartości wewnętrznych odpowiedzi Tm = T(ξ*,τm), m = 0,1,2,... 

Do wyznaczenia temperatury na pobocznicy walca (dla 1=ξ ) wykorzystane zo-
staną T-funkcje ng , określone wzorem (3.39). Tak więc przyjmuje się, że:  

,),(),(),(
0
∑
=

=≅
N

n
n

k
n

k gcT τξτξθτξ  

dla kΔτ <τ < (k + 1)Δτ, k = 0,1,2,... Nieznane współczynniki k
nc  wyznacza się 

minimalizując funkcjonał celu:  

( ) ( )∫ ∑ −+Δ−Δ= −
1

0

2)(2)1()()( )*,(),(),(
m

mm
kkkk TdkkI τξθξτξθτξθ , 

gdzie θ -1(ξ,0) = T(ξ,0) = 0, całka opisuje zgodność temperatury początkowej 
w przedziale (k + 1)-szym i temperatury końcowej w przedziale k-tym, zaś sumo-
wanie odbywa się po wszystkich m, takich że kΔτ < τm < (k + 1)Δτ, dla  
k = 0,1,2,... Występująca w funkcjonale skończona suma wynika z tego, że dane 
są wartości temperatury w punkcie ξ* w skończonej liczbie chwil czasu. W kolej-
nych przedziałach czasowych za przybliżenie nieznanych wyrażeń T(1,ξ) 
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 przyjmuje się θ(k)(1,τ)  i  
1
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∂
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,  tzn.: 

,),(),(),1(),1(
1

)(

1

)(

== ∂
∂

≅
∂

∂
≅

ξξ ξ
τξθ

ξ
τξτθτ

k
k TT i   

dla  kΔτ < τ < (k + 1)Δτ.  

Do obliczeń przyjęto R = 0,02 m, /sm 104,14 27−⋅=a , A = 50 (założenie to ma 
sens fizyczny jedynie dla krótkich czasów), Δτ = 0,05 Fouriera (wtedy długość 

przedziału czasowego w sekundach )8(3,1
2

=Δ=Δ τ
a

Rt ). Obliczenia wykonano 

dla trzech pierwszych przedziałów czasowych, tzn. dla k = 0,1,2. Punkt pomiarowy 
znajdował się w odległości 2 mm od brzegu (bezwymiarowo ξ* = 0,9). Symulowa-
ne pomiary dokonywano ze stałym krokiem czasowym τm – τm-1 = 0,005, co ozna-
cza, że do obliczeń przyjęto po 10 pomiarów temperatury w każdym z rozważa-
nych trzech przedziałów czasu. 
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Wyniki na brzegu walca ( 1=ξ ) dla aproksymacji temperatury jedenastoma 

funkcjami Trefftza przedstawiono na rysunku 5.5. Widoczna jest duża zgodność 
rozwiązania dokładnego i przybliżonego. 
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RYS. 5.5. Wykres dokładnej i przybliżonej temperatury dla 1=ξ  i bezwymiarowego czasu 

z przedziału a) ( )τΔ,0 , b) ( )ττ ΔΔ 2, , c) ( )ττ ΔΔ 3,2 . Linia ciągła – rozwiązanie dokładne, linia 

przerywana – rozwiązanie przybliżone 
 
B.4: Kwadrat, metoda Becka 

W pracy [K01] do rozwiązania zagadnienia odwrotnego w kwadracie jednostko-
wym zastosowano metodę Trefftza oraz metodę współczynników wrażliwości (meto-
dę Becka, [B79, BBC85, KN95]). Temperatura w kwadracie opisana była równaniem 
Laplace’a, zaś warunki brzegowe przyjęto następujące:  

( ) 1,0 =yT     dla 1,0∈y , 

( )
0
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∂
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T

  dla 1,0∈y , (5.2) 
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∂
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T

  dla 1,0∈x . 

Na brzegu 1=y  warunek brzegowy nie był znany, a do wyznaczenia była war-

tość strumienia ciepła na tym brzegu, tzn.: 

( )
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==
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x

   dla 1,0∈x .  (5.3) 
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Rozwiązanie ścisłe ),( yxTex  tego zagadnienia dla warunku na brzegu 1=y  

określonym jako 
( )

0
1,

=+
∂
∂

x

T
y
T

 jest znane, [CJ59]:  
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gdzie kμ , ,...2,1=k , to rozwiązania równania .ctg μμ =  Korzystając z tego roz-
wiązania wygenerowano wewnętrzne odpowiedzi temperaturowe na linii δ=y  

w jednym, dwóch lub trzech punktach, położonych wewnątrz kwadratu.  

W dalszych rozważaniach wykorzystano metodę Becka, [B79, BBC85, KN95]. 
W tym celu podzielono brzeg 1=y , na którym był nieznany warunek strumieniowy, 
na J części. Ze względów numerycznych były to części o równych długościach. 
W każdym przedziale przyjęto stały strumień jq . Wtedy warunek (5.3) przyjął postać: 
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,   dla    1,0∈x    oraz   Jj ,...,1= .     

Funkcję opisującą temperaturę traktuje się teraz jako funkcję zależną od zmien-
nych yx,  oraz q , gdzie { }J

jjqq
1

 
=

∈ , tzn. ( ) ( )JqqyxyxT ,...,,,, 1θ= . Następnie 

funkcję θ  rozwija się w szereg Taylora względem 0=jq , Jj ,...,1=  i pomija się 

wyrazy od drugiej pochodnej włącznie. Stąd: 

( ) j
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j qyxZyxTyxT ,),(),(~
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+= , (5.4) 

gdzie oznaczono: 
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( ) ( )0,...,0,,,* yxyxT θ= ,  
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∂
∂

=
jqj

Jj

q
qqyxyxZ θ

    dla Jj ,...,1= . 

Funkcje ( )yxZ j ,  nazywa się współczynnikami wrażliwości; opisują one wpływ 
nieznanych strumieni ciepła jq  na brzegu 1=y  na wartość temperatury w dowol-

nym punkcie rozważanego obszaru.  
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Wstawiając funkcję opisaną związkiem (5.4) do równania Laplace’a i do warun-
ków (5.2) i grupując wyrażenia zawierające funkcje *T  oraz jZ  otrzymuje się 
równanie: 
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z warunkami brzegowymi i warunkiem opisującym nieznany strumień ciepła na brzegu: 
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Rozseparowując to zagadnienie ze względu na *T  oraz jZ , [B79, BBC85, 
KN95], otrzymuje się dwa odrębne zagadnienia: jedno dla funkcji *T , drugie dla 
współczynników wrażliwości jZ . Pierwsze z nich opisane jest równaniem Lapla-
ce’a i warunkami (5.2) oraz (5.3), z tym, że ten ostatni przyjmuje postać:  
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yxT
  dla  1,0∈x .  

Drugie zagadnienie, ze względu na dowolność jq , opisane jest dla Jj ,...,1=  

następująco: 
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Oba zagadnienia, dla funkcji *T  oraz jZ , rozwiązuje się w zbiorze funkcji 

∑
=

=
N

i
iiav

1

ψ , gdzie iψ  należą do zbioru T-funkcji dla równania Laplace’a (por. 

część 3.2.1), minimalizując funkcjonały typu (4.15). Następnie nieznane strumienie 
ciepła na J  odcinkach brzegu 1=y  wyznacza się, minimalizując funkcjonał: 
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gdzie iU  to wyniki pomiaru temperatury w i-tym punkcie na linii δ=y  (tutaj – 

wartości wygenerowane z rozwiązania ścisłego). Podstawiając obliczone strumie-
nie ciepła oraz funkcje *T  oraz jZ  do wzoru (5.4) otrzymuje się rozwiązanie roz-
ważanego problemu.  

Na rysunku 5.6 przedstawiono porównanie rozwiązania ścisłego z rozwiąza-
niem przybliżonym zagadnienia odwrotnego, uzyskanym przy znajomości pomia-
rów temperatury w jednym, dwóch i trzech punktach wewnętrznych w kwadracie.  

Przy znajomości rozwiązania ścisłego błąd względny rozwiązania przybliżonego 
można obliczyć z w normie 2L  ze wzoru: 
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Błąd względny w rozważanym przypadku zależy od liczby punktów pomiarowych 
oraz od odległości δ  od osi x0 . Jego wartość przedstawiono na rysunku 5.7.  

Obszerna analiza tego zagadnienia zawarta jest w pracy [K01]. 
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RYS. 5.6. Porównanie izoterm uzyskanych z rozwiązania analitycznego (A) z rozwiązaniem nume-
rycznym metodą Becka-Trefftza w przypadku jednego (B), dwóch (C) i trzech (D) pomiarów tem-
peratury na linii δ=y  
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RYS. 5.7. Wpływ położenia δ i liczby punktów pomiarowych na dokładność rozwiązania (w pro-

centach) 
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5.1.2. Rozwiązania uzyskane z podziałem obszaru na elementy skończone 

Rozwiązanie zagadnień odwrotnych, uzyskane bez podziału badanego obszaru 
na elementy skończone, jest możliwe tylko w obszarach o prostych kształtach. 
W przypadku bardziej złożonych kształtów obszaru, szczególnie gdy rozważane jest 
zagadnienie niestacjonarne, liczba T-funkcji, potrzebnych do opisu rozwiązania 
przybliżonego, gwałtownie rośnie, co powoduje pogorszenie uwarunkowania macie-
rzy kwadratowych, pojawiających się na różnych etapach rozwiązywania, oraz 
zwiększa błąd obcięć. W efekcie zbyt duże zwiększenie liczby T-funkcji nie polepsza 
jakości rozwiązania, a nawet może ją – ze względów numerycznych – pogorszyć.  

Poniżej przedstawione są przykłady ilustrujące ideę wykorzystania metody 
elementów skończonych, z funkcjami Trefftza jako funkcjami bazowymi, do roz-
wiązywania zagadnień odwrotnych. W omówionych niżej przykładach pokazano 
zastosowania MES dla zagadnień opisanych równaniem Laplace’a; w dalszych 
rozdziałach pokazane będą zastosowania tej metody także do zagadnień opisa-
nych innymi równaniami.  

 
B.5: Kwadrat, podział na cztery elementy 

W monografii [CF00] rozważany był ustalony rozkład temperatury w kwadracie. 
Do rozwiązania zagadnienia odwrotnego w kwadracie zastosowano podział obszaru 

1,01,0 ×=Ω  na 4 duże elementy skończone z 8 węzłami, usytuowanymi w naro-

żach i na środkach boków kwadratu. Jako funkcje bazowe w metodzie elementów 
skończonych przyjęto kombinację T-funkcji dla równania Laplace’a (funkcji harmo-
nicznych, por. (3.6)). Szczegóły uzyskania funkcji bazowych pokazano w przykładzie 
B8. Metoda elementów skończonych (MES) z T-funkcjami wykorzystanymi do budo-
wy funkcji bazowych w skrócie nazywana będzie MEST.  

Warunki brzegowe typu Dirichleta zadano na brzegach 0=x , 1=x  i ,1=y  

zgodnie z wartościami funkcji: 
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Według tej funkcji dokonano także symulacji pomiarów temperatury w punktach 
wewnętrznych kwadratu, usytuowanych na linii yy δ= . Na rysunku 5.8 zaznaczo-

no krzyżykiem wewnętrzne punkty pomiarowe.  
Na rysunku 5.8 przedstawiono także analizę wpływu położenia odległości yδ  

i liczby punktów wewnętrznych, w których mierzono temperaturę, na dokładność 
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rozwiązania zagadnienia odwrotnego, czyli na nieznaną wartość temperatury na 
brzegu 0=y , tzn. na ( )0,xT .  
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RYS. 5.8. Rozwiązanie zagadnienia odwrotnego dla: a) trzech, b) dwóch, c) jednego wewnętrznego 
punktu pomiarowego 
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gdzie przez T~  oznaczono rozwiązanie przybliżone, a normy określone są wzorami: 
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Przedstawione na rysunku 5.8 wykresy, jak i normy (5.6), świadczą o dużej do-
kładności rozwiązania zagadnienia odwrotnego z zastosowaniem harmonicznych 
funkcji bazowych. Wykres błędów Lf  i Hf  w normie 2L  i 1H  jako funkcji położe-

nia wewnętrznych punktów pomiarowych przedstawiono na rysunku 5.9. 
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RYS. 5.9. Wpływ położenia δy i liczby wewnętrznych punktów pomiarowych na dokładność 

rozwiązania zagadnienia odwrotnego; a) 3 punkty, b) 2 punkty, c) 1 punkt pomiarowy 
 
Wartości norm błędów względnych Lδ  i Hδ  zestawiono w tablicy 5.2. Oczywi-

ście najmniejsze błędy względne otrzymano dla 0,0=yδ .  

a) b)

c) 
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TABLICA 5.2. Normy względne δL i δH  jako funkcje położenia δy wewnętrznych punktów pomiarowych 

yδ  
3 punkty pomiarowe 2 punkty pomiarowe 1 punkt pomiarowy 

Hδ  Lδ  Hδ  Lδ  Hδ  Lδ  

0,00 0,00651 0,00301 0,00672 0,00420 0,01740 0,01290 

0,10 0,00855 0,00491 0,00855 0,00499 0,02035 0,01686 

0,20 0,01221 0,00871 0,01282 0,00871 0,02615 0,02414 

0,30 0,01588 0,01132 0,01588 0,01140 0,03633 0,03839 

0,40 0,01689 0,01235 0,01689 0,01235 0,03694 0,03879 

0,50 0,01720 0,01267 0,01720 0,01274 0,03643 0,03847 

0,60 0,01740 0,01330 0,01730 0,01290 0,03816 0,04053 

0,70 0,01740 0,01330 0,01740 0,01314 0,03969 0,04615 

0,80 0,01740 0,01338 0,01740 0,01298 0,04518 0,06475 

0,90 0,01761 0,01401 0,01761 0,01369 0,06462 0,10853 

0,99 0,01791 0,01504 0,01811 0,01559 0,08365 0,14597 

 
Błędy względne świadczą o niewielkiej wrażliwości rozwiązania zagadnienia od-

wrotnego na położenie wewnętrznych punktów pomiarowych. Przy jednym punkcie 
pomiarowym dla ekstremalnego położenia wewnętrznego punktu pomiarowego pro-
centowy błąd względny rozwiązania w normie 1H  jest równy δH = 8,365%. Tak więc 
przyjęcie T-funkcji jako funkcji bazowych metody elementów skończonych dało – 
przy danych nieobarczonych błędami – bardzo dobre wyniki.  

Obszerna analiza tego problemu zawarta jest w monografii [CF00] i pracy 
[CF02]. 

 
B.6: Kwadrat, cztery elementy, analiza ciągłości rozwiązania  
między elementami  

W pracy [CFG07a] rozważano zagadnienie odwrotne rozkładu temperatury 
w kwadracie, wykorzystując MEST oraz badając rozwiązania w zależności od tego, 
czy na granicach pomiędzy elementami funkcja opisująca temperaturę była ciągła 
czy też dopuszczano jej nieciągłość. Przybliżonego rozwiązania poszukiwano 

w zbiorze funkcji ∑
=

=
N

i
iiav

1

ψ , gdzie funkcje iψ  należą do zbioru T-funkcji dla rów-
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nania Laplace’a (por. część 3.2.1). W przypadku dopuszczenia nieciągłości pomię-
dzy elementami w celu znalezienia przybliżonego rozwiązania zagadnienia mini-
malizowano funkcjonał: 

( ) ( ) ( ) 0    ,
22 >

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
Γ−+Γ−= ∑ ∫∫

Γ
−+

Γ
−+ ij

ij
ijijijnn dTTdqqTI

ijij

αα , (5.8) 

gdzie ijΓ  to granica pomiędzy elementem i-tym i j-tym lub część brzegu obszaru, 

zaś +T  i −T  ( +nq  i −nq ) to wartości temperatury (strumienia ciepła) po obu stro-

nach granicy pomiędzy elementami, lub wartość wyliczona w elemencie i wartość 
brzegowa temperatury (strumienia ciepła). Funkcjonał ten zbudowany jest analo-
gicznie do funkcjonału (4.20).  

Procedura znalezienia rozwiązania zagadnienia odwrotnego polega na rekon-
strukcji nieznanego warunku brzegowego na podstawie zmierzonych lub zada-
nych wartości temperatury na pewnej linii wewnątrz kwadratu (zagadnienie cią-
głe) lub w wybranych punktach na tej linii (zagadnienie dyskretne). Linia ta jest 
narysowana na rysunku 5.10, gdzie także pokazano podział kwadratu na 12-
węzłowe elementy skończone i przedstawiono ideę nieciągłości rozwiązania po-
między elementami. Jako funkcje kształtu przyjęto T-funkcje (wielomiany harmo-
niczne, por. (3.6)).  

 

 
RYS. 5.10.  a) przybliżony rozkład temperatury przy jej nieciągłości pomiędzy elementami; b) węzły 
(czarne punkty) i punkty pomiaru temperatury (białe punkty) 
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Aby znaleźć przybliżone rozwiązanie zagadnienia, rozważa się dwa funkcjonały:  

− dla punktowo ciągłej temperatury pomiędzy elementami: 

( ) ( )∑ ∫
Γ

−+ Γ−=
ij

ijnn

ij

dqqTI 2 , (5.9) 

− dla temperatury nieciągłej pomiędzy elementami (przyjęto αij = α = const, 
por. (5.8)): 

( ) ( ) ( )∑ ∫ ∫ ⎥
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W węzłach brzegowych rozwiązanie przybliżone spełnia zadane warunki.  

Wartości temperatury w punktach wewnętrznych i na brzegu wyliczono, posłu-
gując się następującym wzorem, opisującym temperaturę w kwadracie:  
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Dokładność rozwiązania przybliżonego T~ , czyli ,~Tδ  badano w normie 1H . 
Badano także dokładność obliczenia strumienia ciepła nqδ , produkcji entropii cδσ  
oraz dyssypacji energii cΨδ . Opisujące je wzory mają postać następującą:  

− dokładność rozwiązania przybliżonego:  
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− dokładność obliczenia strumienia ciepła:  
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− dokładność obliczenia produkcji entropii:  
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− dokładność obliczenia dyssypacji energii: 
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Znaki plus i minus oznaczają strony granic pomiędzy elementami, a Γw  jest su-
mą wszystkich granic pomiędzy sąsiadującymi elementami.  

Przykład numeryczny przeliczono dla funkcjonału ( )TQ , określonego wzorem 
(5.10). Minimalizuje on nieciągłości temperatury na Γw pomiędzy węzłami. Wartości 
normy T~δ  jako funkcji parametru (wagi) α i odległości δ punktów pomiaru tempe-
ratury od osi x0  ( 0=δ  oznacza zagadnienie proste) dla zagadnienia ciągłego 
i nieciągłego przedstawiono w tablicy 5.3.  

W przypadku MEST punktowo ciągłej waga α praktycznie nie wpływa na roz-
wiązanie dla 5,0<δ  (punkty z zadaną temperaturą są wówczas w pierwszej – 
licząc od osi x0  – warstwie elementów). W przypadku MEST nieciągłej mała war-
tość parametru α na ogół zwiększa niedokładności temperatury, podczas gdy duża 
– zmniejsza. Duże wartości normy T~δ  dla 001,0=α  i ,2,0=δ  jak również dla 

1000=α  i 6,0=δ  wynikają z nieciągłości temperatury dla 5,0=x  i zbyt małej 
liczby funkcji bazowych.  

Badanie norm nqδ , cδσ  i cΨδ  dla różnych wartości parametru α  jako funkcja 
odległości δ  od brzegu 0=y  w przypadku MEST ciągłej i nieciągłej przy 12 funk-

cjach bazowych prowadzi do podobnych wyników jak badanie normy T~δ .  
Zwiększenie liczby węzłów i funkcji bazowych w elemencie do 24 radykalnie 

zwiększa dokładność obliczeń. Normy nqδ , cδσ  i cΨδ , które w przypadku elemen-

tów 12-węzłowych osiągały – poza sytuacjami wskazanymi także w tablicy 5.3 dla 
normy T~δ  – wartości na ogół nieco poniżej 0,05%, w przypadku elementów 24-
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węzłowych osiągały wartości o dwa rzędy mniejsze. Wyniki dotyczące dokładności 
obliczenia produkcji entropii przedstawiono w tablicy 5.4.  

 
TABLICA 5.3. Norma T~δ  jako funkcja odległości δ  od brzegu 0=y  (12 funkcji bazowych w ele-

mencie). Dane z pomiaru temperatury – dokładne 

δ  
MEST punktowo ciągła  MEST nieciągła 

α = 0,001 α = 1 α = 1000 α = 0,001 α = 1 α = 1000 

0,00 0,0042 0,0042 0,0042 0,0207 0,0141 0,0161 

0,10 0,0046 0,0046 0,0047 0,0852 0,0153 0,0168 

0,20 0,0081 0,0081 0,0081 45,7378 0,0208 0,0204 

0,30 0,0184 0,0184 0,0178 0,1805 0,0376 0,0333 

0,40 0,0199 0,0199 0,0115 0,3494 0,0603 0,0749 

0,50 0,3471 0,3471 0,3471 0,1856 0,0383 0,0523 

0,60 0,1459 0,1460 0,5723 0,7475 1,2637 15,2711 

0,70 0,1655 0,1656 0,3076 0,3954 0,1711 0,3990 

0,80 0,1479 0,1479 0,2220 0,1931 0,0786 0,1323 

0,90 0,3426 0,3425 0,3153 0,2029 0,0753 0,3492 

0,95 0,7568 0,7527 0,2762 0,1052 0,0679 0,5004 

0,99 0,2097 0,2101 0,0958 0,3669 0,1173 0,7800 

 
 

TABLICA 5.4. Błąd obliczenia produkcji entropii δσc jako funkcja odległości δ  od brzegu y = 0 (24 

funkcje bazowe w elemencie). We wzorze (5.13) Γw jest przekrojem y = 0,5  

δ  
MEST punktowo ciągła  MEST nieciągła 

α = 0,001 α = 1 α = 1000 α = 0,001 α = 1 α = 1000 

0,00 0,00000 0,00000 0,00000 0,00000 0,00000 0,00000 

0,10 0,00000 0,00000 0,00000 0,00038 0,00000 0,00000 

0,20 0,00000 0,00000 0,00000 0,00048 0,00004 0,00000 

0,30 0,00000 0,00000 0,00000 0,00006 0,00000 0,00000 

0,40 0,00000 0,00000 0,00000 0,00040 0,00000 0,00000 

0,50 0,00000 0,00000 0,00000 0,00000 0,00000 0,00000 

0,60 0,00000 0,00000 0,00000 0,00000 0,00000 0,00000 
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cd. tablicy 5.4 

δ  
MEST punktowo ciągła  MEST nieciągła 

α = 0,001 α = 1 α = 1000 α = 0,001 α = 1 α = 1000 

0,70 0,00000 0,00000 0,00000 0,00030 0,00000 0,00001 

0,80 0,00000 0,00000 0,00000 0,00004 0,00000 0,00000 

0,90 0,00000 0,00000 0,00000 0,00006 0,00003 0,00000 

0,95 0,00000 0,00000 0,00000 0,00428 0,00004 0,00001 

0,99 0,00000 0,00000 0,00000 0,00002 0,00001 0,00000 

 
Rozważane zagadnienie odwrotne identyfikacji nieznanej temperatury na brze-

gu 0=y  rozwiązano także przy wykorzystaniu klasycznej MES. Rozważono po-

dział kwadratu na 16, 36 i 144 czterowęzłowe elementy z funkcjami bazowymi  
{1, x, y, xy}. Jako kryterium porównawcze dla wyników osiągniętych przy stosowa-
niu MES i MEST przyjęto liczbę węzłów na brzegu lub wewnątrz badanego kwa-
dratu (por. tablica 5.5).  

 
TABLICA 5.5. Liczba elementów w MES i MEST dla porównania wyników obliczeń, dotyczących 
zagadnienia odwrotnego w kwadracie 

Całkowita  
liczba elementów  

Liczba  
węzłów brzegowych 

Liczba  
węzłów wewnętrznych Kryterium  

podobieństwa MEST 12 
T-funkcji MES MEST 12 

T-funkcji MES MEST 12 
T-funkcji MES 

4 16 24 16 9 9 Liczba węzłów  
wewnętrznych 

4 36 24 24 9 25 Liczba węzłów  
brzegowych 

MEST 24 
T-funkcje MES MEST 24 

T-funkcje MES MEST 24 
T-funkcje MES   

4 144 48 48 21 121 Liczba węzłów  
brzegowych 

 
Wykorzystanie MES do rozwiązania zagadnienia odwrotnego dawało zadowala-

jące wyniki tylko w przypadku, gdy wyniki pomiarów temperatury znajdowały się 
w pierwszym rzędzie elementów licząc od osi x0 . Umieszczenie danych temperatu-
rowych w dalszych rzędach elementów powodowało gwałtowne pogorszenie wyni-
ków, a błąd obliczeń sięgał 300% nawet dla danych dokładnych. Innymi słowy, gdy 
odległość δ  była większa niż bok kwadratowego elementu skończonego, pojawiały 
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się niestabilności obliczeń numerycznych niezależnie od wielkości użytych elemen-
tów. Paradoksalnie, im większa była liczba elementów skończonych, tym szybciej 
pojawiały się niestabilności obliczeń. Normy nqδ , cδσ  i cΨδ  obliczone wzdłuż prze-
kroju 5,0=x  jako funkcje odległości δ  od brzegu 0=y  dla MES z 16 i 36 elemen-

tami przedstawiono na rysunku 5.11. Sytuacja dla MES z 144 elementami jest po-
dobna do tej, która dotyczy 36 elementów, jedynie wartości norm są mniejsze.  

Zaburzenie symulowanych pomiarów temperatury wykazało, iż jest ono silnie 
wzmacniane w trakcie obliczeń. Błąd obliczeń jest tym większy, im większa jest odle-
głość δ  od brzegu 0=y . Dla otrzymania zadowalających wyników niezbędne jest 

wygładzenie danych wejściowych, wykorzystując do tego celu kombinację liniową  
T-funkcji dobraną do danych przy zastosowaniu np. metody najmniejszych kwadratów.  

 

   
RYS. 5.11. Normy nqδ , cδσ  i cΨδ  jako funkcje odległości δ  od brzegu 0=y  obliczone wzdłuż 

przekroju 5,0=x . Obliczenia – MES z 16 (po lewej) i 36 (po prawej) elementami 

 
Obszerna analiza tego problemu zawarta jest w pracy [CFG07a], a porównanie 

MEST i MES z wnioskami analogicznymi do przedstawionych wyżej dokonano 
także m.in. w monografii [M09]. 

 
B.7: Łopatka turbiny, MEST  

W pracy [CFG07] rozważano stacjonarne pole temperatury w łopatce turbiny 
cieplnej. Łopatkę, jak również pole temperatur w jej otoczeniu, przedstawiono na 
rysunku 5.12. Badane zagadnienie sformułowano następująco: 
Znaleźć rozkład temperatury na wewnętrznym brzegu iΓ  przekroju łopatki turbiny, 

i
T

Γ
 i rozkład wartości współczynnika przejmowania ciepła na tym brzegu, 

iΓ
α , 

przy warunku: 

 ( ) TT TsTT εε +≤≤− 00 , (5.15) 

gdzie Tε  jest dokładnością pomiaru temperatury.  
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Tfin=780o

S = 0 
S = 1 

S 

Γo 
Γi 

Łopatka turbiny gazowej – obszar 
obliczeniowy 

 
RYS. 5.12. Szkic łopatki turbiny cieplnej i obszar obliczeniowy 

 
Rozkład wartości współczynnika przejmowania ciepła na zewnętrznej powierzchni 

łopatki, 
oΓ

α , jest znany. Ponadto znane są temperatury otoczenia zewnętrznej 

i wewnętrznej powierzchni łopatki, które dla uproszczenia przyjęto stałe, foutT  i finT .  

Parametr s , stanowiący argument funkcji ( )sT  w nierówności (5.15), jest 

znormalizowaną współrzędną opisującą długość zewnętrznego i wewnętrznego 
obrysu przekroju łopatki turbiny. Punkt początkowy i końcowy tej współrzędnej 
zaznaczono czarną kropką na krawędzi spływu (rys. 5.12). Normalizacji dokonano 
w taki sposób, że tylko dla )1(  0 == ss  punkty na wewnętrznej i zewnętrznej po-

wierzchni odpowiadają sobie. Ponieważ podział obu konturów następował ze sta-
łym krokiem, a liczba kroków była dla obu konturów taka sama, pozostałe punkty 
o tych samych wartościach parametru s  są nieco przesunięte względem siebie. 
W przypadku wartości ekstremalnych temperatur to przesunięcie wyraża się bez-
wymiarowo jako 0,02. Jest ono widoczne na rysunkach 6.3 i 6.4, na których prze-
stawiono wyniki obliczeń współczynników przejmowania ciepła, które także były 
wyznaczane dla rozważanej łopatki.  

Rozwiązanie było poszukiwane w klasie funkcji spełniających równanie Lapla-
ce’a. Innymi słowy, rozważany był następujący problem:  

D a n e : 

,0)( =∇⋅∇ Tλ  tzn. ),( ∇⋅∇= λL   

=foutT 1350°C,  =finT 780°C,  

oΓ
α – znany współczynnik przejmowania ciepła na powierzchni zewnętrznej łopatki, 
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( ) TT TsTT εε +≤≤− 00 ,   

=0T 1100°C, 

Tε  – tolerancja pomiaru temperatury, nieprzekraczająca 1°C.  

 
P o s z u k i w a n e :    

?=
Γi

T  – temperatura powierzchni wewnętrznej, 

?=
Γi

α  – współczynnik przejmowania ciepła na powierzchni wewnętrznej łopatki. 

W przedstawionych tu rozważaniach omówiono tylko zagadnienie identyfikacji 
temperatury. Problem dotyczący identyfikacji rozkładu współczynnika przejmowa-
nia ciepła na powierzchni wewnętrznej łopatki przedstawiono w rozdziale szóstym, 
przykład W.3. 

Aby określić pole temperatury wewnątrz i na brzegu iΓ  łopatki, minimalizuje się 
funkcjonał ( )TQ  określony wzorem (5.10), przy czym aproksymaty pola temperatu-

ry poszukuje się w zbiorze funkcji ∑
=

=
N

i
iiav

1

ψ , gdzie funkcje iψ  należą do zbioru 

T-funkcji dla równania Laplace’a (por. część 3.2.1).  
Aby uprościć opis numeryczny zagadnienia, temperaturę zewnętrznej po-

wierzchni łopatki aproksymowano pięcioma, a temperaturę powierzchni wewnętrz-
nej – 30 wielomianami Bernsteina, [L53].  

 

 
RYS. 5.13. Rozkład temperatury na zewnętrznym (linia górna) i wewnętrznym (linia dolna) brzegu 
przekroju łopatki turbiny, oC 
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Do rozwiązania zagadnienia wykorzystano MEST. Obszar przekroju łopatki tur-
biny podzielono na 99 prostokątnych 16-węzłowych elementów (12 węzłów na 
brzegach i 4 wewnątrz elementu). Jako funkcje bazowe wykorzystano 16 T-funkcji. 
Liczba niewiadomych wynosiła łącznie 2974× .  

Obliczenia przeprowadzono przy wykorzystaniu programu, napisanego w języ-
ku Fortran F90. Wyniki obliczeń dotyczące rozkładu temperatury na zewnętrznym 
i wewnętrznym brzegu łopatki przedstawiono na rysunku 5.13.  

Falowanie temperatury wewnętrznej powierzchni łopatki to rezultat przybliżenia 
temperatury tej powierzchni zbyt małą liczbą wielomianów Bernsteina. Jednak dzięki 
temu liczba niewiadomych do wyznaczenia także była stosunkowo niewielka.  

Obszerna analiza tego problemu zawarta jest w pracy [CFG07]. Podobne za-
gadnienia rozważano w pracach [CFR01, C04a].  

B.8: Kwadrat, trzy rodzaje MEST, regularyzacja energetyczna  

Stosowana w rozwiązywaniu kilku wcześniejszych zagadnień metoda elemen-
tów skończonych z funcjami Trefftza (MEST) ma bogatą historię. Jej prekursorem 
jest J. Jiroušek, który w pracach [JL77, J78] zapoczątkował to podejście do metody 
elementów skończonych. Była ona wówczas zastosowana do równań biharmo-
nicznych, a następnie pojawiły się rozwiązania wykorzystujące MEST w płaskich 
zagadnieniach dotyczących elastostatyki, [JT82], płyt Kirchhoffa, [JN90, P90], 
cienkich powłok, [JV91], grubych płyt, [P92], osiowo-symetrycznych zagadnień 
mechaniki ciała stałego, [WJ93], a także zagadnień niestacjonarnych przewodze-
nia ciepła, [H99, CF00, M04a, M04b], drgań belek i płyt, [M04, M05, AGM08, M09], 
zagadnień elastokinetyki, [M07, GMM09] i innych.  

W stosowanych tutaj odmianach MEST zakłada się, że aproksymacja rozwią-
zania T-funkcjami { }iψ  w j-tym elemencie, jΩ , ma postać, por. (4.11): 

∑
=

=
N

k
k

j
k

j au
1

ψ . (5.16) 

W zagadnieniu B.6 wspomniano o dwóch rodzajach MEST – ciągłej i nieciągłej. 
W pracach [CFG07, GLM08, M09] wspomniano jeszcze o metodzie bezwęzłowej 
(ang. substructuring).  

Ciągła i nieciągła MEST wymaga wprowadzenia funkcji bazowych. Nie jest to 
konieczne dla metody bezwęzłowej.  

Rozważmy najpierw ciągłą MEST. W tym przypadku zakłada się, że rozwiązanie 
jest ciągłe we wspólnych węzłach pomiędzy elementami. Procedurę otrzymania 
funkcji bazowych opisano m.in. w [C99, CF00]. Zakłada się, że w elemencie jΩ  

znane są wartości poszukiwanej funkcji j
N

j uu ,...,1  w węzłach NPP ,...,,1 . Funkcję ju  
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w elemencie aproksymuje się kombinacją liniową T-funkcji, (5.16). Założenie ciągło-
ści rozwiązania w węzłach prowadzi do zależności (z pominięciem indeksu j ): 

,UΨa =  

gdzie Ψ  jest macierzą kwadratową o wyrazach ( )nm Pψ , a  to kolumna współczyn-
ników ma , zaś U  jest kolumną wartości funkcji u  w węzłach NPPP ,...,, 21 . Stąd: 

VUUΨa == −1 , 

gdzie 1−=ΨV . Stąd: 

∑
=

=
N

i
imim uVa

1

. 

Wstawiając ma  do (5.16) dostaje się: 

uuVuVau
N

i
ii

N

i

N

m
mmi

N

m
m

N

i
imi

N

m
mm ∑∑ ∑∑ ∑∑

== == ==

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
==

11 11 11

φψψψ , 

gdzie: 

∑
=

=
N

m
mmii V

1

ψφ  

są funkcjami bazowymi, określonymi w elemencie jΩ . W ten sposób funkcja u  

w elemencie jΩ  jest aproksymowana kombinacją liniową swoich wartości w wę-

złach, NPPP ,...,, 21 . 

Warunek ciągłości poszukiwanej aproksymaty rozwiązania w węzłach może być 
pominięty. Otrzymuje się wtedy wariant nieciągłej MEST, [CFG07]. Wówczas, aby 
zapewnić fizyczny sens rozwiązania, żąda się średniokwadratowej minimalizacji 
różnicy wartości poszukiwanej aproksymaty we wspólnych węzłach lub na wspól-
nych brzegach elementów, (por. zagadnienie B.6).  

W przypadku bezwęzłowej MEST (substructuring) aproksymata w elementach jΩ  

przybliżana jest zgodnie z formułą (5.16), ale kombinacja liniowa T-funkcji nie ma tu 
charakteru interpolacyjnego. Z tego względu żąda się średniokwadratowej minimaliza-
cji różnicy wartości poszukiwanej aproksymaty na wspólnych brzegach elementów.  

Ponadto we wszystkich wariantach MEST minimalizuje się różnicę pomiędzy 
wartościami przybliżonego rozwiązania lub jego pochodnej a danymi wartościami 
brzegowymi.  
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Aby poprawić jakość rozwiązania w stosunku do klasycznej MES, oprócz wyko-
rzystania T-funkcji uwzględnia się jeszcze fizyczny aspekt zagadnienia. Zostanie 
on tu przedstawiony na przykładzie wymiany ciepła, [CFG07, GLM08].  

 W części 4.2.3 pokazano regularyzację polegającą na uwzględnieniu minimali-
zacji różnicy pochodnych normalnych poszukiwanego rozwiązania na granicach 
pomiędzy elementami (wzory (4.19) i (4.20)). Warunek ten w odniesieniu do wy-
miany ciepła można nazwać minimalizacją defektu strumienia ciepła i zapisać 
w postaci następującej: 

( ) ,~~
,

2∑∫
Γ

−+ Γ−=
ji

nnF

ij

dqqJ  (5.17) 

gdzie +nq~  i −nq~  oznaczają aproksymaty strumienia ciepła po obu stronach granicy 

pomiędzy elementami.  

Do fizycznej regularyzacji można ponadto wykorzystać minimalizację defektu 
produkcji entropii: 

∑∫
Γ −

−

+

+ Γ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

ji

nn
E

ij

d
T
q

T
qJ

,

2

~
~

~
~

, (5.18) 

gdzie +T~  i −T~  oznaczają aproksymaty temperatury po obu stronach granicy po-

między elementami, lub minimalizację defektu rozproszenia energii: 

( )∑ ∫
Γ

−−++ Γ−=
ji

nnD

ij

dTqTqJ
,

2~ln~~ln~ . (5.19) 

Przy wykorzystaniu regularyzacji energetycznej często wprowadza się wspo-
mniane wyżej czynniki regularyzujące jako funkcje kary, ze współczynnikami wa-
gowymi (regularyzującymi).  

W celu przetestowania omówionych wyżej trzech rodzajów MEST oraz czynni-
ków regularyzacji energetycznej, w monografii [M09] przeanalizowano stacjonarne 
zagadnienie odwrotne wymiany ciepła w kwadracie 1,01,0 × . Jest ono opisane 

równaniem Laplace’a (3.4) i warunkami: 

( )
( ) yy

y

eeyh
x
T −+==
∂
∂

1
,0

   dla   1,0∈y , 

( )
( ) 02

0,

==
∂
∂ xh

y
T

x

              dla   1,0∈x , 
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( )
( ) ( )( )1

3
1,

sincos −−+==
∂
∂ eexxxh

y
T

x

   dla   1,0∈x  . 

Dodatkowo założono znajomość wewnętrznych odpowiedzi temperaturowych 
(np. wyników pomiarów) w ośmiu punktach wewnętrznych rozmieszczonych rów-
nomiernie w odległości bd  od brzegu 1=x :   

( ) iib TydT =− ,1 ,   .8,...,1=i  

Temperaturę w tych punktach wyznaczono w oparciu o rozwiązanie dokładne: 

( ) ( )( ).sincos, yy eexxyxT −−+=   

Zagadnienie to rozwiązano w [M09] ciągłą, nieciągłą i bezwęzłową MEST. Ob-
szar kwadratu podzielono na 4 elementy, jak pokazano na rysunku 5.14, na którym 
przedstawiono także lokalizację punktów, w których znane były wewnętrzne odpo-
wiedzi temperaturowe.  

 

RYS. 5.14. Podział kwadratu na elementy skończone 
oraz lokalizacja wewnętrznych odpowiedzi tempera-
turowych  

 
W każdym elemencie wykorzystano 13 T-funkcji (wielomianów harmonicznych). 

W ciągłej i nieciągłej MEST oznaczało to uwzględnienie 12 węzłów na brzegach 
elementów i jednego w środku. 

W każdym z trzech wariantów MEST wykorzystano wszystkie trzy metody 
energetycznej regularyzacji. Funkcjonał celu miał postać (4.20) z dodatkowymi 
członami uwzględniającymi minimalizację defektu produkcji entropii i minimalizację 
defektu rozproszenia energii.  

Błąd aproksymacji rozwiązania obliczano wykorzystując wzory (5.6) dotyczące 
błędów Lδ  i Hδ . Wyniki przedstawiono na rysunku 5.15. 
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RYS. 5.15. Błąd względny δL rozwiązania w zależności od odległości db od brzegu 1=x  w przypad-

ku minimalizacji defektu: a) strumienia ciepła, b) produkcji entropii, c) rozproszenia energii dla MEST 
bezwęzłowej (bw), ciągłej (cg) i nieciągłej (ncg) 

 
 Jak wynika z rysunku 5.15, całkowity błąd aproksymacji jest bardzo mały, na-

wet dla dużych wartości bd . Wartości błędu sugerują równoważność trzech metod 

regularyzacji w sytuacji, gdy odległość ta nie przekracza długości boku elementu 
skończonego. Potwierdzają to wyniki pracy [CFG07], w której jednak metoda bez-
węzłowa nie była rozważana.  

Z przedstawionych wartości błędów wynika także, że MEST bezwęzłowa daje 
lepsze wyniki niż dwie pozostałe, gdyż błąd przybliżenia przy każdej metodzie re-
gularyzacji jest przynajmniej o rząd wielkości mniejszy niż w przypadku MEST 
ciągłej i nieciągłej.  

Najmniejsze błędy Lδ  otrzymano stosując MEST bezwęzłową i minimalizację 
defektu wzrostu entropii. Analiza błędu Hδ  pokazuje jednak, że nieco skuteczniej-

sza jest minimalizacja defektu strumienia ciepła, [M09]. 
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5.2. ZAGADNIENIA OPISANE RÓWNANIEM  
PRZEWODNICTWA CIEPLNEGO 

Zastosowanie funkcji Trefftza do badania niestacjonarnych zagadnień odwrot-
nych przewodzenia ciepła mają stosunkowo krótką historię. Pierwsze prace zwią-
zane z takim podejściem do tych zagadnień pojawiły się w drugiej połowie lat 
dziewięćdziesiątych ubiegłego wieku, ale związane były one z dyskretyzacją po 
czasie, w związku z czym dotyczyły bardziej zastosowań funkcji Trefftza do zagad-
nień opisanych równaniem Helmholtza niż do niestacjonarnych zagadnień prze-
wodnictwa cieplnego, [JQ96, Q00].  

Funkcje Trefftza dla zagadnień niestacjonarnych przewodnictwa cieplnego 
zostały wprowadzone dopiero w latach 1999-2000, [H99, F99, CF00]. Poniżej 
przedstawione są przykłady zagadnień odwrotnych, rozwiązanych przy zastoso-
waniu T-funkcji.  

Poniżej przedstawiono kilka przykładów rozwiązań niestacjonarnych zagadnień 
odwrotnych przewodzenia ciepła. Podobnie jak w części 5.1 jako pierwszy przykład 
przedstawiono zagadnienie początkowo-brzegowe (zagadnienie proste). 

B.9: Warstwa płaska, zagadnienie początkowo-brzegowe, stygnięcie  

W pracy [G03] rozważano dwa zagadnienia początkowo-brzegowe przewodze-
nia ciepła w warstwie płaskiej we współrzędnych bezwymiarowych (zagadnienia 
stygnięcia): 

t
T

x
T

∂
∂

=
∂
∂

2

2

,    0 < x < 1, t > 0,  (5.20)      

 ( ) ( )tTtT ,10,0 == , 

a ponadto w pierwszym zagadnieniu przyjęto warunek początkowy w postaci: 

( ) 00, TxT = , (5.21)     

a w drugim w postaci: 

bxxT =)0,( . (5.22)     

Rozwiązanie ścisłe zagadnienia z warunkiem (5.21) ma postać, [CJ59]: 
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( ) ( )( )∑
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zaś dla zagadnienia z warunkiem (5.22) jest ono opisane funkcją, [CJ59]: 

( ) ( ) ( )∑
∞

=

−

−
−

=
1

22
1

expsin)1(2,
n

n

tnxn
n

btxT ππ
π

. 

Rozwiązanie przybliżone tego zagadnienia ),( txkθ  w k-tym przedziale czasu 

( )( tktk ΔΔ− ,1 , ,...2,1=k , poszukiwane było w postaci kombinacji liniowej T-funkcji 

dla równania (5.20), określonych wzorami (4.30). Stąd: 

∑
=

=
N

n
n

k
nk txvctx

0

),(),(θ , 

gdzie ),( txvn  oznacza n-tą T-funkcję dla równania (5.20), tΔ  to długość przedzia-

łu czasu, zaś k
nc  to nieznane współczynniki tej kombinacji liniowej. Współczynniki 

k
nc  wyznacza się minimalizując funkcjonał błędu, [G03], (por. (4.31)):  

( ) ( )dtttdxxxI kkkkk ∫ ∫
Δ

− ++Δ−=
1

0 0

222
1 ),1(),0(),()0,(

τ

θθτθθ ,   ,...2,1=k  

gdzie .),( 00 Ttx =Δθ   

 

 
RYS. 5.16. Rozwiązanie ścisłe (Exact) i przybliżone (Approx), uzyskane przy 30 T-funkcjach dla 
t ∈ (0;0,15〉 dla zagadnienia stygnięcia z warunkiem początkowym (5.21) 

 
Rozwiązanie zagadnienia stygnięcia z warunkiem początkowym (5.21) dla 

10 =T  przedstawiono na rysunkach 5.16, 5.17 i 5.18, zaś rozwiązanie z warunkiem 
(5.22) dla 0,1=b  – tylko na rysunku 5.18, gdyż pokazanie sytuacji w pierwszym 
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przedziale czasu wystarcza do oceny przybliżenia opisu procesu stygnięcia. Dłu-
gość przedziałów czasu przyjęto równą 15,0=Δt  (bezwymiarowo). Na każdym 
rysunku zaznaczono 12 krzywych obrazujących temperaturę w kolejnych chwilach 
czasu od chwili ( ) 0125,01 +Δ− tk  do końca danego przedziału czasu co 0,0125 

(czas jest bezwymiarowy). Wyżej położona krzywa oznacza temperaturę w chwili 
bliższej początku danego przedziału czasowego.  

 

 
RYS. 5.17. Rozwiązanie ścisłe (Exact) i przybliżone (Approx), uzyskane przy 8 T-funkcjach dla  
t ∈ (0,15;0,30〉 dla zagadnienia stygnięcia z warunkiem początkowym (5.21) 

 

 
RYS. 5.18. Rozwiązanie ścisłe (Exact) i przybliżone (Approx), uzyskane przy 6 T-funkcjach dla  
t ∈ (0,30;0,45〉 dla zagadnienia stygnięcia z warunkiem początkowym (5.21) 
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Największe trudności z otrzymaniem dobrej aproksymacji rozwiązania dokład-
nego występowały w początkowych chwilach czasu. Obrazują to rysunki 5.16 
i 5.19. Do otrzymania zadowalających rezultatów konieczne było wykorzystanie 
30 T-funkcji (nazywanych także wielomianami cieplnymi) do zbudowania aprok-
symaty rozwiązania dokładnego. W dalszych przedziałach czasu wystarczała 
mniejsza liczba T-funkcji.  

Rysunek 5.19 wskazuje, że w dalszych przedziałach czasu stygnięcie w przy-
padku procesu opisanego warunkiem początkowym (5.22) przebiega w sposób 
podobny do przedstawionego dla procesu opisanego warunkiem (5.21).  

 

 
RYS. 5.19. Rozwiązanie ścisłe (Exact) i przybliżone (Approx), uzyskane przy 30 T-funkcjach dla 
t ∈ (0;0,15〉 dla zagadnienia stygnięcia z warunkiem początkowym (5.22)  

 
Obszerniejsza analiza tych przykładów zawarta jest w pracy [G03]. 
 
B.10: Korpus turbiny  

W pracy [G89] przedstawiono rozważania dotyczące identyfikacji temperatury 
wewnętrznej powierzchni korpusu turbiny cieplnej. Rozwiązań postawionych tam 
zagadnień odwrotnych szukano metodą potencjałów dla równania Helmholtza. 
Zagadnienie to rozważane było także w pracach [H99, F99, FMGA00] przy wyko-
rzystaniu funkcji Trefftza.  

Korpus turbiny wykonany był ze stali o parametrach fizycznych: ciepło właściwe 
cp = 576 J/(kgK), gęstość ρ = 7860 kg/m3, współczynnik przewodzenia ciepła λ = 
30 W/(m K). Przekrój poprzeczny korpusu turbiny przedstawiono na rysunku 5.20.  

Rozważono dwa przypadki.  
Pierwszy przypadek dotyczył identyfikacji temperatury wewnętrznego brzegu kor-

pusu turbiny na podstawie pomiaru temperatury w punkcie pierwszym (pomiar ozna-
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czony na rysunku 5.20 jako 1T ) przy założeniu, że brzeg zewnętrzny jest cieplnie 

izolowany, [F99]. Do obliczeń przyjęto tu opis przekroju korpusu turbiny równaniem 
we współrzędnych walcowych, czyli równaniem (3.32). 

 

 
RYS. 5.20. Przekrój poprzeczny korpusu turbiny 

 
Drugi przypadek dotyczył „grubej” części korpusu, gdzie dokonano dwóch po-

miarów, których wyniki zaznaczono na rysunku 5.20 jako 2T  i 3T . W tym przypad-

ku identyfikowano temperatury obu brzegów ścianki korpusu, zewnętrznego i we-
wnętrznego. Jako model ścianki turbiny przyjęto tutaj warstwę płaską, [H99].  

 
Przypadek 1 
Czas rzeczywisty, w którym prowadzono pomiary temperatury 1T , wynosił 900 

s, przy czym krok czasowy był nierówny i wynosił od 45 s do 180 s, a dane były 
niedokładne. Dane te wygładzono i zagęszczono, przybliżając zmienność funkcji 
splajnami trzeciego stopnia dobranymi tak, aby w punktach pomiarowych funkcja 

1T  była klasy 2C .  

Temperatura początkowa korpusu wynosiła 250°C. 
Obliczenia prowadzono we współrzędnych bezwymiarowych. Jako wymiar cha-

rakterystyczny przyjęto grubość warstwy walcowej, równą 0,08 m (por. dane z ry-
sunku 5.20). Do obliczeń przyjęto następujące dane: 

− bezwymiarowa grubość warstwy równa 1,  
− promień wewnętrzny: ,75,808,0/7,0 ==wr  

− promień zewnętrzny: ,75,908,0/78,0 ==zr  

− odległość od środka do punktu pomiarowego: ,25,908,0/74,0* ==r  
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− bezwymiarowy czas (jednej sekundzie odpowiadała liczba Fouriera (Fo) 
o wartości  001031,0 ); przedziałowi czasowemu, w którym dokonywano ob-
liczeń, czyli przedziałowi ( )900 ;0  sekund odpowiadał bezwymiarowy prze-
dział ( )9279,0 ;0  Fo.  

Zmierzone i skorygowane dane temperaturowe przedstawiono w tablicy 5.6.  
 

TABLICA 5.6. Zmierzone i skorygowane wartości temperatury 1T  

Czas,  
s 

Temperatura 
zmierzona, °C 

Temperatura  
skorygowana, °C 

Czas, 
s 

Temperatura 
zmierzona, °C 

Temperatura  
skorygowana, °C 

15 
30 
45 
60 
75 
90 

135 
180 
225 
270 

– 
– 

250,0 
– 
– 

265,97 
271,46 
281,33 
288,13 
295,96 

250,71 
252,52 
255,00 
257,74 
260,57 
263,37 
271,46 
280,33 
288,13 
295,56 

330 
390 
450 
540 
630 
720 
780 
870 
900 

– 
– 

322,27 
333,94 
344,69 
354,60 

– 
– 

372,14 

305,08 
313,92 
322,27 
333,94 
344,69 
354,60 
360,77 
369,41 
372,14 

 
Obliczenia temperatury wewnętrznego brzegu korpusu turbiny dokonano, wyko-

rzystując T-funkcje pierwszego i drugiego rodzaju (wzory (3.39) i (3.42)) i stosując 
metodę najmniejszych kwadratów. Wyniki przedstawiono na rysunku 5.21. Porów-
nanie ich z wynikami osiągniętymi metodą potencjałów w pracy [G89] wskazuje na 
dużą zgodność wyników, jakkolwiek rezultaty osiągnięte przy zastosowaniu meto-
dy Trefftza mają bardziej fizyczny charakter (por. rys. 5.21).  

 

   
RYS. 5.21. Temperatura wewnętrznej powierzchni korpusu turbiny dla aproksymacji rozwiązania 
dziesięcioma T-funkcjami (po 5 pierwszego i drugiego rodzaju)  

metoda potencjałów 
metoda Trefftza 
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Przypadek 2 
Czas rzeczywisty, w którym prowadzono pomiary temperatur 2T  i 3T , wynosił 

7200 s, przy czym krok czasowy był równy 600 s, a dane były niedokładne. 
Temperatura początkowa korpusu wynosiła 100°C. 

Dane do obliczeń były następujące: 
− promień wewnętrzny: =wr 0,700 m, 

− promień zewnętrzny: =zr 0,925 m, 

− krok czasowy pomiarów: 600 s,  
− temperatura początkowa: =0T 100°C, 

− odległości od środka do punktów pomiarowych, gdzie mierzono temperatury 

2T  i 3T  : =2r 0,719 m, =3r 0,875 m.  

Wprowadzenie współrzędnych bezwymiarowych: 

wz

w

rr
rrx

−
−

=     oraz    2)( wz rr
ta

−
=τ , 

gdzie t  oznacza czas rzeczywisty, zaś pca ρλ= , pozwala utożsamiać rozpatry-

wany obszar z przedziałem 10 ≤≤ x . Punkty, w których mierzono temperaturę 
z krokiem czasowym wynoszącym 0,079 (bezwymiarowo), mają współrzędne odpo-
wiednio x2 = 0,084 i x3 = 0,778. Wartości pomiarów zestawione zostały w tablicy 5.7. 

 
TABLICA 5.7. Zmierzone wartości temperatury 2T  i 3T  

Czas [s] Temperatura T2, °C Temperatura T3, °C 

600 

1200 

1800 

2400 

3000 

3600 

4200 

4800 

5400 

6000 

6600 

7200 

358 

404 

431 

449 

460 

467 

472 

475 

477 

479 

479 

479 

186 

258 

311 

347 

371 

387 

397 

403 

408 

411 

412 

412 
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Do obliczeń wykorzystano 20 T-funkcji (wielomianów cieplnych) określonych 
wzorami (3.31). Współczynniki kombinacji liniowej określającej rozwiązanie przybli-
żone, ),( τθ x , wyznaczono minimalizując funkcjonał błędu przybliżenia warunku 

początkowego i pomiarów w punktach wewnętrznych:  

[ ] [ ] [ ] ,)(),()(),()0,( 2
33

2
22

1

0

2
0 ∑ ∑∫ −+−+−=

m m
mmmm TxTxdxTxI ττθττθθ  

gdzie ,..., 21 ττ  są kolejnymi chwilami, w których dokonywano pomiaru (ostatni po-
miar miał miejsce w chwili 942,012 =Δ= ττ ). Zagadnienie rozważane było w całym 
przedziale tt Δ≤≤0 . 

Otrzymane rozwiązanie dla chwil czasu powyżej 1000 s silnie falowało, co było 
spowodowane niedokładnością danych pomiarowych. W związku z tym dane te 
estymowano krzywymi regresji. Metodą najmniejszych kwadratów otrzymano na-
stępujące wielomiany czwartego stopnia, estymujące wyniki pomiarów, [H99]: 

,970,742268,1982295,2008808,9477879,295),( 432
2 tttttxT −+−+≈  

.779,7249075,2199465,26023355,145089646,86),( 432
3 tttttxT −+−+≈  

Duża wartość współczynnika korelacji wielorakiej (wynosząca 0,9999) zdaje się 
potwierdzać słuszność wyboru takiej postaci krzywej regresji. Dla tak „uciąglonych” 
i wygładzonych danych, identyfikacja temperatury na brzegu zewnętrznym dała dla 
20 T-funkcji zadowalające rezultaty. Przedstawiono je na rysunku 5.22, gdzie także 
porównano wyniki z rezultatami otrzymanymi w pracy [G89] metodą potencjałów 
dla równania Helmholtza. 

 

 

 
RYS. 5.22. Temperatura: a) wewnętrznego, b) zewnętrznego brzegu korpusu turbiny aproksymo-
wana T-funkcjami (N = 20) oraz obliczona metodą potencjałów dla równania Helmholtza 

metoda Trefftza 
metoda potencjałów 
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Na rysunku 5.22 zauważa się dużą zgodność wyników uzyskanych metodą 
Trefftza i metodą potencjałów, jakkolwiek wielomiany cieplne zdają się posiadać 
przewagę przy identyfikacji temperatury brzegu wewnętrznego korpusu turbiny. 
W profilu temperatury obliczonej metodą potencjałów dla równania Helmholtza 
widoczne jest bowiem „zafalowanie” wartości temperatury dla małych czasów, dla 
którego trudno znaleźć wytłumaczenie fizyczne. 

 
B.11: Walec  

W pracy [S04] rozważano zagadnienie odwrotne w walcu kołowym o promieniu 
R  i wysokości H . Rozkład warunków brzegowych i przykładowe położenie punk-
tów pomiarowych przedstawiono na rysunku 5.23.  

 
 z 

H 

R

rizolacja 

wymiana ciepła 
z otoczeniem 
o temperaturze Tw 

punkty 
pomiarowe 

 
RYS. 5.23. Rozkład warunków brzegowych i przykładowe położenie punktów pomiarowych 
 
Pole temperatury ( )tzrT ,,  zapisano we współrzędnych bezwymiarowych jako 
( )tzr ,,ϑ , przy czym ubezwymiarowienie przebiegało zgodnie ze wzorami: 

1,0, ∈= r
R
rr              

R
Hz

R
zz ,0, ∈=    

2R
tat =  (liczba Fouriera), 
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λ
αRBi =  (liczba Biota),     

,
0 w

w

TT
TT
−
−

=ϑ        ,
c

a
ρ
λ

=    

gdzie: 0T  – temperatura początkowa, wT  – temperatura otoczenia walca, λ  – współ-
czynnik przewodzenia ciepła, ρ  – gęstość, c  – ciepło właściwe, α  – współczynnik 

przejmowania ciepła. 

Bezwymiarowa temperatura ( )tzr ,,ϑ  spełniała we współrzędnych bezwymiaro-

wych równanie (3.49) dla ( ) ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛×∈

R
Hzr ,01,0,  i 0>t . Przyjęto dla niej następujące 

warunki początkowy i brzegowe:  

( ) 10,, =zrϑ                   dla  ( ) ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛×∈

R
Hzr ,01,0, ,  

( )
0

,0,

=
∂
∂

trz
ϑ

                  dla  ( )1,0∈r  i  0>t , 

0
,,

=+
∂
∂

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ t

R
Hr

Bi
z

ϑϑ
     dla  ( )1,0∈r  i  0>t , 

( )
0

,,0

=
∂
∂

tzr
ϑ

                  dla  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∈

R
Hz ,0  i  0>t , 

przy czym ostatni warunek wynika z symetrycznego rozkładu temperatury względem 

osi walca. 
λ
αRBi =  oznacza liczbę Biota, gdzie α  to współczynnik przejmowania 

ciepła. Ponadto znane są pomiary temperatury p
mT  ( Pp ,...,2,1= ) w P  punktach 

wewnętrznych walca dla wybranych chwil mt  wygenerowane numerycznie z rozwią-

zania dokładnego, [G84]: 

( ) ( )
,

)2sin(5,0
)cos()(

)()(
)sin()(4),,(

0 0

)(
0

2
0

2
0

1
22

∑∑
∞

=

∞

=

+−

++
=

k m mm

t
mk

kkkk

mk
kmezrJ

JJ
Jtzr

γγ
γμ

μμμμ
γμϑ

μγ

 

gdzie kμ  są dodatnimi pierwiastkami równania μμ =ctg Bi , zaś mγ  są pierwiast-
kami równania γγγ )()( 10 JBiJ = , gdzie )(zJn  to funkcje Bessela I rodzaju, rzędu 

n, [M64]. 
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Poszukuje się rozkładu pola temperatury ),,( tzrϑ  i strumienia ciepła 
r

tzr
∂

∂ ),,(ϑ
 

na brzegu walca 1=r . 
Aproksymację rozwiązania w kolejnych przedziałach czasowych ,,)1( tktk ΔΔ−   

,...2,1=k  konstruuje się w postaci kombinacji liniowej T-funkcji: 

),,(),,(
0 0

tzratzr
N

n

n

p
np

k
np

k ∑∑
= =

≈ ϕθ .  

Nieznane współczynniki tej kombinacji wyznaczane są poprzez minimalizację 
funkcjonału kI  dopasowania aproksymaty do warunków brzegowych, wyników 

pomiarów i warunku początkowego: 

( )

( ) ( )

( )
( )

( )
( )

( ) ( )
( ) ,),,(

,1,,1,

))1(,,())1(,,(

2

0 )1(

2
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1

0 )1(

2
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1
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0 0
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gdzie ∗r  oznacza powierzchnię cylindryczną wewnątrz walca, na której symulowa-
no pomiary temperatury.  

Wartość błędu względnego Tδ  identyfikacji temperatury w walcu dla ustalonej 

chwili czasu (t = const) policzono w normie 2L  (por. (5.6)): 

2

2

L

L
T U

U−
=
θ

δ . 

Do obliczeń przyjęto następujące wartości: 
− == HR 0,05 m, 
− =λ 42 W/m2, 
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− =a 1,16⋅10-5 m2/s, 
− =α 2000 W/(m2K), co oznacza =Bi 2,381, 
− 1 s odpowiada liczbie Fouriera =Fo 0,00464, 
− temperatura otoczenia =wT 0°C, 

− temperatura początkowa =0T 50°C, 

− bezwymiarowy krok czasowy =Δt 0,002 (około 0,43 s). 

Rozważono dwa przypadki położenia punktów pomiarowych: 

a) punkty pomiarowe w odległości 5 mm od brzegu walca ( =∗r 0,9), 

b) punkty pomiarowe w odległości 2 mm od brzegu walca ( =∗∗r 0,96). 

Wyniki pomiarów symulowano numerycznie dla pięciu czujników symetrycznie 
rozmieszczonych równolegle do osi z0  ( 9,0=∗r  lub 96,0=∗∗r ), a następnie 
zaburzono błędem losowym o rozkładzie normalnym, o średniej zero i odchyleniu 
standardowym 0,02, tzn. N(0; 0,2). Obliczenia wykonano dla pierwszych czterech 
przedziałów czasowych )4,3,2,1( =k .  

Rozwiązanie przybliżano kombinacją 18 T-funkcji pierwszego rodzaju. Rozkład 
temperatury w czasie na pobocznicy walca o bezwymiarowym równaniu 1=r  dla 
dwóch wybranych przedziałów czasowych (pierwszego i trzeciego) przedstawiono 
na rysunkach 5.24, 5.25, 5.26 i 5.27.  
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RYS. 5.24. Rozkład temperatury na brzegu walca r = 1 w przedziale czasu 〈0; 0,02〉. A – tempera-
tura dokładna U, B – aproksymata θ dla r* = 0,9, C – aproksymata θ dla r** = 0,96. Dane obar-

czone błędem losowym, 5 punktów pomiarowych 
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           0341.0=Tδ                                                          0277.0=Tδ  

RYS. 5.25. Różnica pomiędzy dokładnym i przybliżonym rozwiązaniem na brzegu walca r = 1  
w przedziale czasu 〈0; 0,02〉. Po lewej – dla r* = 0,9, po prawej – dla r** = 0,96 
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RYS. 5.26. Rozkład temperatury na brzegu walca r = 1 w przedziale czasu 〈0,04; 0,06〉. A – tem-
peratura dokładna U, B – aproksymata θ dla r* = 0,9, C – aproksymata θ dla r** = 0,96. Dane 

obarczone błędem losowym, 5 punktów pomiarowych 
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0049,0=Tδ                                                          0032,0=Tδ  

RYS. 5.27. Różnica pomiędzy dokładnym i przybliżonym rozwiązaniem na brzegu walca r = 1  
w przedziale czasu 〈0,04; 0,06〉. Po lewej – dla r* = 0,9, po prawej – dla r** = 0,96 
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B.12: Kwadrat, trzy rodzaje MEST, regularyzacja energetyczna  

W pracy [GL10] rozważono zagadnienie odwrotne wymiany ciepła w kwadracie, 
stosując MEST. Celem pracy było porównanie dokładności identyfikowanej tempe-
ratury w przypadku wykonania obliczeń przy zastosowaniu MEST ciągłej, nieciągłej 
oraz bezwęzłowej, oraz przy zastosowaniu regularyzacji energetycznej (minimali-
zacja defektu strumienia ciepła, wzrostu entropii oraz rozproszenia energii, por. 
przykład B8).  

 Rozważane jest równanie przewodnictwa cieplnego w kwadracie: 

tTT ∂∂=Δ /   ( ) ( ) ( )1,01,0, ×∈yx  , ( )Ktt ,0∈ , (5.23) 

z warunkami: 
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Tik oznaczają wartości zmierzonych temperatur w I  punktach odległych 
o ( )99,0 ;0∈bδ  od brzegu 1=x  kwadratu w chwilach kt , Ii ,...,1= ; Kk ,...,1= . 

Rozwiązania poszukuje się przy pomocy MEST osobno w każdym elemencie, 
aproksymując je w j-tym elemencie kombinacją liniową T-funkcji ),,( tyxVm  okre-

ślonych wzorem (3.35): 

( ) ∑
=

=≈
N

n
m

j
m

jj tyxVctyxTtyxT
1

),,(,,~),,( , (5.24) 

co w efekcie prowadzi do funkcji bazowych typu pokazanego w przykładzie B8.  

Rozważane będą, podobnie jak w przykładzie B8, trzy rodzaje MEST: 

1. Ciągła we wspólnych węzłach. Elementy skończone są czasoprzestrzenne, jak 
pokazano na rysunku 5.28. Poza przyjęciem funkcji Trefftza za funkcje bazowe 
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MEST nie różni się od MES. Jednak takie przyjęcie funkcji bazowych powoduje, 
że rozwiązania poszukuje się w klasie funkcji, spełniających równanie (5.23). 

 
RYS. 5.28. Czasoprzestrzenny element skończony w przypadku temperatur ciągłych w węzłach 

 

2. Brak ciągłości temperatur w węzłach pomiędzy elementami (rys. 5.29). W tym 
przypadku, aby zachować fizyczny sens rozwiązania, konieczne jest minimali-
zowanie nieciągłości temperatury pomiędzy elementami.  
 

 
RYS. 5.29. Czasoprzestrzenny element skończony w przypadku temperatur nieciągłych w węzłach 

 

3. MEST bezwęzłowa. Przedział czasu dzielony jest na podprzedziały. W każdym 
podprzedziale czasowym obszar Ω  dzielony jest na elementy jΩ , Jj ,...,1= . 

W każdym elemencie temperatura jest aproksymowana liniową kombinacją  
T-funkcji. Wartości końcowe w przedziale czasowym poprzedzających rozwa-
żany przedział czasu są dla niego wartościami początkowymi. Dla pierwszego 
przedziału czasowego wartości początkowe wynikają z warunku początkowego. 
Współczynniki kombinacji liniowej T-funkcji określa się minimalizując funkcjonał 
opisujący niedokładność przybliżenia, mający postać zbliżoną do (4.31). Można 
w nim uwzględnić człony związane z regularyzacją energetyczną.  
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W celu polepszenia wyników obliczeń funkcjonał celu może zawierać jeden 
z trzech członów (lub wszystkie trzy z wagami) regularyzacji energetycznej, które 
w przypadku zagadnienia niestacjonarnego przyjmują następującą postać: 

 defekt strumienia ciepła na granicach pomiędzy elementami: 
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 defekt produkcji entropii na granicach pomiędzy elementami: 
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 defekt rozproszenia energii na granicach pomiędzy elementami: 
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gdzie et  jest momentem końcowym rozważanego przedziału czasowego, a ji,  

jest wspólnym brzegiem sąsiadujących elementów, i-tego i j-tego. 

Funkcjonał opisujący niedokładność przybliżenia w elementach rozwiązania do-
kładnego kombinacją liniową T-funkcji z jednym z członów regularyzacji energe-
tycznej ma postać: 
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gdzie: 
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Minimalizacja tego funkcjonału prowadzi do wyznaczenia przybliżonego rozwią-
zania problemu. 

Gdy jako dodatkowy człon wybrany jest funkcjonał HFJ , warunek konieczny 

minimum funkcjonału prowadzi do układu równań algebraicznych. W przypadku 
gdy układ ten jest źle uwarunkowany, można do jego rozwiązania wykorzystać 

metodę regularyzacji Tichonowa, [TA77].  
Sytuacja jest nieco bardziej skomplikowana, gdy jako dodatkowy człon wybiera 

się jeden z dwóch pozostałych funkcjonałów, gdyż zawierają one składniki nieli-

niowe. W takim przypadku całki można zastąpić sumami. Otrzymany w procesie 
minimalizacji funkcjonału układ równań algebraicznych jest nieliniowy. W celu jego 
rozwiązania stosuje się wtedy metodę Newtona, przyjmując jako przybliżenie ze-
rowe rozwiązanie otrzymane dla funkcjonału HFJ . 

Błędy rozwiązania bada się w normie maksimum oraz w normie 2L  i 1H : 
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zaś błąd na brzegu, gdzie identyfikowana jest temperatura, jest obliczany zgodnie 
ze wzorem: 
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Wyniki pomiarów w wewnętrznych punktach kwadratu symulowane są na pod-
stawie rozwiązania ścisłego, które w rozważanym zagadnieniu ma postać: 

( ) ( )tyxtyxT 2exp,, ++= . 

Jako bezwymiarowy przedział czasu przyjęto ( 01,0 ;0 . Wartości „zmierzonych” 

temperatur w punktach ( )ib y,1 δ− , gdzie yi ∈ {0,1, 0,2, 0,3, 0,4, 0,6, 0,7, 0,8, 0,9}, 
obliczono z rozwiązania dokładnego dla chwil t ∈ {0,0025, 0,0050, 0,0075, 0,01}. 
Przyjęto δb ∈ (0, 0,99). Dla δb = 0 zagadnienie staje się problemem początkowo-
brzegowym.  

Rozważany kwadrat podzielono na 4 dwunastowęzłowe czasoprzestrzenne 
elementy typu pokazanego na rysunkach 5.28 i 5.29. Położenie punktów pomiaro-
wych zaznaczono na rysunku 5.30, gdzie pokazano tylko przestrzenny wymiar 
elementów skończonych. 

  

RYS. 5.30. Przestrzenny wymiar elementów skoń-
czonych, warunki brzegowe i położenie punktów 
pomiarowych 

 
Błędy identyfikowanej temperatury na podstawie niezaburzonych danych w punk-

tach wewnętrznych przy wykorzystaniu trzech typów MEST oraz trzech rodzajów 
regularyzacji energetycznej przedstawione są w tablicy 5.8.  

Z tablicy 5.8 wynika, że poszczególne rodzaje regularyzacji dają bardzo podob-
ne efekty, ale po uważnym przeanalizowaniu wyników wydaje się, że najlepsze 
wyniki daje MEST bezwęzłowa. 
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W dalszej analizie zaburzono wyniki symulacji numerycznej pomiarów w punk-
tach wewnętrznych kwadratu błędem losowym o rozkładzie normalnym, wartością 
średnią zero i odchyleniem standardowym równym 0,05. Normy błędów przybliże-
nia temperatury w kwadracie, 2Lδ , oraz temperatury na brzegu 1=x , 12 =xLδ , 

zaburzonymi temperaturami w punktach pomiarowych przedstawiono w tablicy 5.9.  
 

TABLICA 5.9. Błąd δL2 jako funkcja odległości δb od brzegu x = 1 i błąd przybliżenia temperatury 
na brzegu x = 1 dla zaburzonych danych pomiarowych 

bδ  
MEST bezwęzłowa MEST ciągła w węzłach MEST nieciągła w węzłach 

2Lδ , %  12 =x
Lδ , %  

2Lδ , % 12 =x
Lδ , % 

2Lδ , % 12 =x
Lδ , % 

0 0,3916 0,5071 0,3138 0,1969 0,3097 0,2177 

0,1 0,7204 1,4844 0,3065 2,4440 0,3332 0,3082 

0,2 1,2183 2,5965 0,2509 0,2001 0,4766 0,5640 

0,3 1,0455 0,6235 0,2532 0,1345 0,4735 0,5200 

0,4 0,9212 0,8840 0,3239 0,1462 0,3289 0,2339 

0,5 0,6929 0,4371 0,3787 0,1505 0,4398 0,1588 

0,6 0,9228 0,8737 0,2949 0,1299 0,3094 0,0892 

0,7 1,1008 0,9198 0,2464 0,0994 0,3015 0,0898 

0,8 1,1216 0,3904 0,2471 0,0961 0,3121 0,0896 

0,9 0,7263 0,4261 0,2935 0,1293 0,3186 0,0889 

0,99 0,4265 0,3864 0,4372 0,2206 0,4371 0,0879 

 
Widoczne jest, że zaburzenie danych pomiarowych znacznie zwiększyło błąd 

12 =xLδ  (o rząd lub nawet o dwa rzędy wielkości). Podobna sytuacja miała miejsce 

dla błędu 2Lδ , którego wartości są przedstawione w pracy [GL10].  

Dane te następnie wygładzono kombinacją liniową osiemnastu T-funkcji. Obli-
czenia prowadzono przy wykorzystaniu MEST bezwęzłowej. Porównanie rozwią-
zania dla danych dokładnych i dla danych zaburzonych wygładzonych przedsta-
wiono na rysunku 5.31. Widoczne jest, że wygładzenie radykalnie poprawiło do-
kładność obliczeń.  

Szersza analiza przedstawionego problemu zawarta jest w pracy [GL10]. 
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RYS. 5.31. Błąd 2Lδ  pola temperatury dla danych pomiarowych dokładnych i zaburzonych wygła-

dzonych 

5.3. ZAGADNIENIA OPISANE RÓWNANIEM FALOWYM 

Zagadnienia odwrotne dotyczące identyfikacji warunków brzegowych rozwiązy-
wane metodą Trefftza przy pełnym uwzględnieniu zależności rozwiązania od czasu 
dla równania falowego pojawiły się w literaturze dopiero w pierwszej dekadzie XXI 
wieku. Wcześniej zagadnienia tego typu rozwiązywano metodą Trefftza przy uprzed-
nim sprowadzeniu równania falowego do równania Helmholtza, nazywanego czasa-
mi zredukowanym równaniem falowym, [SHA82, BS87, CLKY03, LLHC07]. Zagad-
nienia identyfikacji warunków brzegowych dla równania falowego bez sprowadzania 
ich do postaci równania Helmholtza były wcześniej rozważane [G82, G85], nawet 
z uzyskaniem rozwiązania dokładnego, [G82], ale bez stosowania metody Trefftza. 
Pierwsze wyniki dotyczące przybliżonego rozwiązywania zagadnień początkowo-
brzegowych i zagadnień identyfikacji warunków brzegowych metodą Trefftza dla 
równania falowego opublikowane zostały przez Maciąga, [M09, M09a]. Pewne wa-
runki dotyczące stabilności rozwiązania zagadnienia odwrotnego dla równania falo-
wego dyskutowano w pracy [BY09].  

 
B.13: Drgania kwadratowej membrany, zagadnienie początkowo-brzegowe  

W monografii [M09] przedstawiono rozwiązanie zagadnienia drgań kwadratowej 
membrany. Problem opisany jest równaniem (3.54) dla ( ) Ω∈yx,  i 0>t , gdzie 

( ) ( )1,01,0 ×=Ω . Warunki początkowe i brzegowe przyjęto w postaci: 

( ) ( ) ( )yxyxu ππ sinsin05,00,, = , 

( )
0

0,,

=
∂
∂

yxt
u

, 

( ) ( ) 0,, , =
Ω∂∈yxtyxu . 
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Rozwiązanie ścisłe problemu jest znane i ma postać, [M09]: 

( ) ( ) ( ) ( )tyxtyxU 2cossinsin05,0,, πππ= . 

Zagadnienie rozwiązano bezwęzłową MEST. W każdym elemencie rozwiązanie 
przybliżone przyjmowano w postaci analogicznej do (5.24), tzn.: 

∑
=

=
N

n
m

j
m

j tyxVctyxu
1

),,(),,( ,  Kj ,...,1= , (5.28) 

w której wykorzystano T-funkcje (wielomiany falowe) przedstawione w części 3.4.1. 
Ponieważ wśród nich jest 1 wielomian stopnia zerowego, 3 stopnia pierwszego, 
5 stopnia drugiego, 7 stopnia trzeciego itd., więc we wzorze (5.24) przyjmowano 

=N 1, 4, 9, 16, 25, 36, …. Przykładowo 25=N  oznacza wykorzystanie wszyst-
kich T-funkcji od stopnia zerowego do stopnia piątego włącznie.  

Funkcjonał opisujący średniokwadratowe dopasowanie rozwiązania przybliżone-
go kombinacją liniową T-funkcji do warunków początkowych i brzegowych w elemen-
tach ma w tym przypadku postać następującą:  
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gdzie iD  to elementy skończone, zaś iΓ  to ich brzegi. 

Dla punktu ( )5,0 ;5,0 , będącego środkiem membrany, zbadano następnie błąd 

przybliżenia, określony wzorem: 

( ) ( )[ ]

( )[ ]
,

;5,0;5,0

;5,0;5,0;5,0;5,0

0

2

0

2

∫

∫
Δ

Δ

−

= tK

tK

dttU

dttutU
E  

gdzie K jest liczbą kroków czasowych. 
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Wielkość błędu E w zależności od liczby elementów yx nnJ ⋅=  w jednym kroku 

czasowym, liczby T-funkcji N, długości kroku czasowego tΔ  oraz liczby kroków 
czasowych K przedstawia tablica 5.10.  

 
TABLICA 5.10. Błąd aproksymacji w punkcie ( )5,0 ;5,0  (w środku membrany) w zależności od 

liczby elementów J, T-funkcji N, kroków czasowych K i wielkości kroków czasowych tΔ  

   1,0=Δt   5,0=Δt  

yx nnJ ⋅=   N K = 2 K = 3 K = 2 K = 3 

 224 ⋅=  

4 0,67 0,67 0,98 0,99 

16 0,13 0,13 0,456 0,599 

36 0,0025 0,0027 0,266 0,022 

 339 ⋅=  

4 0,4 0,4 0,99 1 

16 0,0059 0,127 0,33 0,456 

36 0,00009 0,00022 0,0064 0,0073 

 5525 ⋅=  

4 0,27 0,268 1,04 1,02 

16 0,0013 0,0027 0,295 0,415 

36 0,00006 0,00008 0,0022 0,0024 

 
Widoczne jest, że bardzo dobrą aproksymację rozwiązania otrzymuje się dla 

niewielkiej liczby elementów skończonych, jeśli liczba T-funkcji, wykorzystanych do 
zbudowania rozwiązania przybliżonego, jest wystarczająco duża.  

Zależność błędu E od liczby kroków czasowych K w przypadku podziału obsza-
ru na 933 =⋅=J  elementów dla N = 49 T-funkcji oraz dla 5,0=Δt  przedstawia 
tablica 5.11.  

 
TABLICA 5.11. Błąd aproksymacji E w punkcie ( )5,0 ;5,0  (w środku membrany) 
w zależności od liczby kroków czasowych K 

K 1 3 5 7 9 10 

E 0,0003 0,001 0,0014 0,0017 0,0021 0,0023 

 
Widoczne jest, że dokładność przybliżenia rozwiązania ścisłego rozwiązaniem 

przybliżonym jest bardzo dobra nawet dla dużej liczby kroków czasowych. Warto 
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dodać, że w monografii [M09] dokonano także obliczeń stosując MEST ciągłą 
i MEST nieciągłą; otrzymane wyniki dla tych samych danych opisujących rozwią-
zanie były znacznie gorsze. 

 
B.14: Drgania kwadratowej membrany, identyfikacja  
warunków brzegowych  

W pracy [M09a] rozwiązano zagadnienie odwrotne dotyczące drgania kwadra-
towej membrany zajmującej obszar ( ) ( )1,01,0 ×=Ω  przy następujących warunkach 

początkowych, brzegowych i wynikających z symulowanych pomiarów: 

 ( ) ( ) ( )110,, −−= yyxxyxu , 

( )
0

0,,

=
∂
∂

yxt
u

, 

( ) ( ) ( ) 0,1,,0,,,0 === txutxutyu . 

W celu zasymulowania pomiarów w wewnętrznych punktach kwadratu przyjęto 
jednorodny warunek także na boku 1=x : 

( ) 0,,1 =tyu . 

Zakłada się, że ten warunek nie jest znany, lecz znane są ugięcia membrany 
w trzech wewnętrznych punktach oddalonych o ε od boku 1=x : 

( ) ( ), ,25,0 ,1 1 tutu =−ε  

( ) ( ), ,50,0 ,1 2 tutu =−ε  

( ) ( ). ,75,0 ,1 3 tutu =−ε  

Gdy 0>ε , mamy do czynienia z zagadnieniem odwrotnym, dla którego po-
szukiwane będzie rozwiązanie w całym obszarze, w szczególności zaś na brzegu 

1=x . W ogólnym przypadku ugięcia membrany mogą być znane na całej linii 
ε−=1x .  

Wartości funkcji ( )tui , 3,2,1=i , otrzymuje się z rozwiązania dokładnego, [M09a]: 

( ) ( )[ ] ( )[ ] ( ) ( ) .cossinsin111116,,
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Warto zauważyć, że rozwiązanie dokładne jest wyrażone przez szereg nieskoń-
czony. Przy obliczaniu jego wartości dla konkretnych wartości zmiennych x,y,t wystąpi 
w sposób nieunikniony błąd związany z uwzględnieniem skończonej liczby wyrazów.  

Rozwiązanie przybliżone, poszukiwane w całym obszarze w j-tym przedziale 
czasu, ma postać (5.28). Współczynniki przy T-funkcjach oblicza się minimalizując 
funkcjonał: 
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Wartości ugięć brzegu 1=x  otrzymane w wyniku rozwiązania tego zagadnienia 
dla niezaburzonych danych wejściowych przedstawiono na rysunku 5.32. Widoczne 
jest, że im dalej są wewnętrzne odpowiedzi temperaturowe od brzegu, tym gorzej 
jest on przybliżany, jakkolwiek i tak odchyłki od wartości zero są bardzo małe. 

 

        

 

RYS. 5.32. Dokładne i przybliżone wartości ugięć w czasie w punkcie brzegowym (1;0,5) w przy-
padku wykorzystania T-funkcji do stopnia siódmego dla (a) ε = 0, (b) ε = 0,05, (c) ε = 0,3 

(a) 

(c) 

(b) 
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W przypadku danych zaburzonych, do ich wygładzenia używa się także T-funkcji. 
Załóżmy, że dane w punktach wewnętrznych są określone wzorem: 

( ),1 klkl
d
kl uu ξ+=        

gdzie ( ) ( )( ),1,01;1,01;1 ⋅−⋅−−= lkuukl ε  zaś klξ  to zaburzenia wyrażające się 
ułamkiem nieprzekraczającym, powiedzmy, wielkości 02,0±  (czyli zaburzenie miało 
rozkład normalny N(0, 0,02)). W pracy [M09a] wykazano, że wyniki otrzymane na 
podstawie danych zaburzonych i niewygładzonych są praktycznie bezużyteczne, 
gdyż błędy rozwiązań przybliżonych są rzędu tysięcy procent.  

Wygładzenie danych zaburzonych osiąga się, opisując kombinacją liniową εu  

T-funkcji zgodnie z formułą (5.28) i wyznaczając współczynniki tej kombinacji 
z warunku minimum funkcjonału: 

( ) ( )( )( ) .1,01;1,01;1
2∑ −⋅−⋅−−

kl

d
klulku εε  

Wyniki otrzymane na podstawie danych wygładzonych są obarczone błędem 
nieprzekraczającym błędu danych wejściowych.  

Szczegóły analiz można znaleźć w pracy [M09a].  

5.4. ZAGADNIENIA SPRĘŻYSTOŚCI 

Zagadnienia odwrotne sprężystości (a także termosprężystości i innych przypad-
ków pól, sprzężonych z polem naprężeń i odkształceń) są głównie wywołane ko-
niecznością pozyskania informacji dotyczących własności odkształcalnych ciał lub 
struktur. Matematyczne i numeryczne techniki identyfikacji danych natury geome-
trycznej, takich jak: szczeliny, ubytki kawitacyjne czy inkluzje były przedmiotem ba-
dań wielu autorów, np. [AHD99, ABB99, FOP04, K95, NK95, BD02, NG04] i in. Ba-
dano fale mechaniczne, [L00a], wyznaczano parametry fizyczne, takie jak: moduł 
sprężystości, gęstość, prędkość fal w powiązaniu np. z badaniami sejsmicznymi, 
[W03], zajmowano się identyfikacją źródeł lub niedostępnych warunków na brzegach 
(tzw. problem Cauchy’ego w sprężystości), [CDJP01, KMF91, ML02, ML03, HHS05] 
i wieloma innymi. Szeroki przegląd takich artykułów zawarto w pracy [BC05]. Nie 
sygnalizowano jednak wykorzystania funkcji Trefftza do rozwiązywania zagadnień 
identyfikacji obciążeń brzegu, a ponadto zajmowano się tylko zagadnieniami stacjo-
narnymi lub sprowadzonymi do postaci niezawierającej zmiennej czasowej.  

Pierwsze prace, stosujące metodę Trefftza do zagadnień odwrotnych elastokine-
tyki, pojawiły się dopiero w pierwszej dekadzie XXI wieku. Na ogół były one sprowa-
dzane do równań niezawierających explicite zmiennej czasowej, por. np. [JL99,
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BJK05, MP05, GM07]. Zagadnienia odwrotne identyfikacji obciążenia brzegu, 
uwzględniające zmienną czasową, są nieliczne, [JMRY03, M09, M09a, GMM09]. 
Jedno z takich zagadnień, rozważane w pracy [M09a], przedstawiono poniżej.  

 
B.15: Kwadrat, identyfikacja przemieszczeń na części brzegu  

Rozważany jest płaski stan odkształcenia w kwadracie: 

( ) ( ) ( )1 ,11 ,1, −×−=Ω∈yx .  

Względem równania (3.121a) stosuje się podstawienie Lamégo, (3.122). Otrzymuje 
się równania falowe (3.123), opisujące potencjał skalarny ϕ i potencjał wektorowy ψ. 
W przypadku płaskiego stanu odkształcenia potencjał wektorowy ma różną od zera 
tylko składową ( )tyx ,,ψ  w kierunku osi .0z  Przemieszczenie wyraża się przez po-

tencjały wzorem: 
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a naprężenia przez przemieszczenia wyrażają się wzorami: 
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Równania (3.123) to dwa oddzielne równania falowe, lecz dla rozważanego ob-
szaru są one sprzężone poprzez warunki początkowe i brzegowe. Przybliżone 
rozwiązania tych równań przyjmuje się w postaci: 

∑
=

=≈
N

n
nnVa

1

11ϕ̂ϕ ,     ∑
=

=≈
N

n
nnVa

1

22ψ̂ψ , 

gdzie i
nV , 2,1=i , są T-funkcjami (wielomianami falowymi) dla równania falowego, 

spełniającymi równania falowe z różnymi prędkościami fali. Wspomniane T-funkcje 
określone są w części 3.4.1 dla bezwymiarowej postaci równania falowego. 
W przypadku równań na potencjały ϕ  i ψ  T-funkcje uzyskuje się, kładąc w miej-
sce zmiennej t  we wzorach z części 3.4.1 zmienną tci , 2,1=i .  
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Przemieszczenie ma wówczas postać:  
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W kwadracie ( ) ( )1 ,11 ,1 −×−=Ω  rozważa się następujące warunki początkowe 

i brzegowe:  
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( ) ( ) ( )2sincos
50000

1sin,,1 2tcytyux −=− , 

( ) ( ) ( ) ( )2sinsin
50000

1cos,1,,1, 2tcxtxutxu xx ==− , 

( ) ( ) ( )2sinsin
50000

1cos,,1 2tcytyuy −=− , 

( ) ( ) ( )2sincos
50000

1sin,1 , 2tcxtxuy m=± . 

Warunki dotyczące ( )tyux ,,1  oraz ( )tyuy ,,1  nie są znane. Zamiast tego znane są 

wartości tych przemieszczeń w zbiorze punktów postaci ( )( )10/,5/1, tlkx Δ+−−ε , 
10,...,1,0, =lk  (są to wewnętrzne odpowiedzi przemieszczeniowe). Dla 0=ε  są to 

wartości brzegowe – czyli dla 0=ε  problem staje się zagadnieniem początkowo-
brzegowym. Dla 0>ε  rozważa się zagadnienie odwrotne, identyfikacji przemiesz-
czeń na brzegu.  

Wewnętrzne odpowiedzi przemieszczeniowe generowane są z rozwiązania do-
kładnego: 

( ) ( )2sincossin
50000

1,, 2tcyxtyxux = , 

( ) ( )2sinsincos
50000

1,, 2tcyxtyxuy = . 

Warto dodać, że rozwiązanie dokładne zostało tak dobrane, aby równanie na 
potencjał ψ  miało rozwiązanie zerowe.  



5.4. Zagadnienia sprężystości 193 

Obliczenia przeprowadzono dla Pa1011=λ , Pa108 10⋅=μ , 3kg/m 8000=ρ  oraz 
s. 100000/16=Δt  Przy znanych wewnętrznych odpowiedziach przemieszczeniowych 

w punktach na linii ε−=1x  poszukiwano rozwiązania w całym kwadracie, a w szcze-
gólności na brzegu 1=x . Na rysunku 5.33 przedstawiono – odniesiony do maksymal-
nej wartości funkcji dla ( ) ( ) ( ) ( )ttyx Δ×−×−∈  ,01 ,11 ,1,,  – błąd względny ( )tyE ,  iden-
tyfikacji przemieszczenia ( )tyux ,,1  przy wykorzystaniu T-funkcji stopnia od 0 do 7. 

Obliczono go ze wzoru 

 ( ) ( ) ( )

( )
( )tyu

tyutyu
tyE

xtty

xx

,,1max
,,1ˆ,,1

,
,01,0, Δ×〉〈∈

−
= .  

Przypadek (a) dotyczy zagadnienia początkowo-brzegowego, gdy 0=ε , przypa-
dek (b) dotyczy zagadnienia odwrotnego, gdy 1,0=ε , zaś (c) opisuje zagadnienie 
odwrotne, gdy 5,0=ε . Jak widać z rysunku, nawet dla 5,0=ε  błąd aproksymacji 
warunku brzegowego na brzegu 1=x  nie przekracza 0,7% w całym rozważanym 
przedziale czasu. 

 
 

 
 

 
 

RYS. 5.33. Różnica pomiędzy rozwiązaniem dokładnym a przybliżonym T-funkcjami stopnia od 
0 do 7 na brzegu x = 1 1=x  dla (a) ε = 0, (b) ε = 0,1, (c) ε = 0,5  

 

(a) (b) 

(c) 
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Największy błąd na rysunku 5.33 występuje dla 1±=y . W pracy [M09a] wyka-

zano, że wraz ze zwiększaniem stopnia T-funkcji wykorzystanych do aproksymacji 
rozwiązania błąd względny procentowy rozwiązania w punkcie ( )1 ,1  maleje i przy 
zastosowaniu T-funkcji do 7 stopnia stopnia włącznie nawet dla 5,0=ε  wynosi 
tylko ok. 0,856%.  

Przy zaburzeniu danych (wewnętrznych odpowiedzi przemieszczeniowych xu  
oraz yu ) błędem przypadkowym o rozkładzie normalnym N(0; 0,04) błąd obliczeń 

nieco się zwiększa, ale nadal tylko nieznacznie przekracza 1%. Oznacza to, że 
w tym przypadku nie jest konieczne wygładzanie danych. 

Więcej uwag na temat rozważanego zagadnienia identyfikacji przemieszczeń 
można znaleźć w pracy [M09a].  

Przykład zagadnienia odwrotnego elastokinetyki dotyczącego identyfikacji 
przemieszczeń brzegowych można także znaleźć w pracy [GMS09]. Interesującą 
analizę podobnych zagadnień odwrotnych elastostatyki zawarto w pracy [WZ06].  
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Zagadnienia identyfikacji współczynników opisujących cechy fizyczne badanych 

ośrodków (ciał stałych, płynów) to temat bardzo często poruszany w artykułach 
naukowych. Znajomość współczynników pozwala przewidywać opisany modelem 
matematycznym przebieg procesów w tych ośrodkach lub ich stanów.  

Prace poświęcone identyfikacji parametrów dotyczą bardzo różnych dziedzin. Do-
tyczą one identyfikacji parametrów termofizycznych ciał stałych, [B57, M79, G82a, 
B95a, G99, L02, BBP03, KKK03, KLKK03, K04, DKKC05, HTC05, T07, S07, OIL08, 
ABVD08, HGMS09, S09], współczynników termofizycznych w płynach, [H99, 
HGPP99, PPH05, PHHP06, HH09, HP09, HHP09, HPP09], sztywności w ciałach 
stałych, [SW02, SO91, SLG02, KSSB09, FMM05], współczynników w zagadnieniach 
dyfuzji, [LEI97], współczynnika tarcia, [SI99], współczynników w materiałach spręży-
sto-plastycznych, [H07, HE08], współczynnika mocy turbiny wiatrowej, [MA09], 
współczynników w równaniach różniczkowych, [H03, HDP06, HD08, HL08], i innych. 
Badano także wpływ niedokładności pomiarów na wynik obliczeń poszukiwanych 
współczynników, [B02, V05].  

Poniżej przedstawiono analizę zagadnień współczynnikowych wykonaną przy 
zastosowaniu metody Trefftza. Poszczególne przypadki numerowane są jako 
W1, W2 itd.  

 
W.1: Współczynnik przejmowania ciepła na powierzchni  
ścianki dwuwarstwowej 

Przedstawione poniżej zagadnienie identyfikacji współczynnika przejmowania 
ciepła na powierzchni ścianki dwuwarstwowej było elementem większego zagadnie-
nia, którego pierwszą część omówiono w przykładzie B1, a które omówiono szczegó-
łowo w pracy [H99]. Dalsze wersje prac nad tym zagadnieniem były przedstawiane 
w wielu publikacjach, [HGPP99, PPH05, PHHP06, HP09, HHP09, HPP09]. Na ry-
sunku 5.2 przedstawiono przekrój poprzeczny minikanału z dwuwarstwową ścianką. 
Rozważa się układ, składający się z płynu (freonu-11) wpływającego do wąskiego 
kanału z zadaną prędkością i temperaturą (niższą od jej temperatury wrzenia) oraz 
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przegród, oddzielających ten płyn od otoczenia laboratoryjnego. Jedna z przegród 
jest jednocześnie źródłem ciepła ogrzewającym płyn do temperatury wrzenia. Przy 
pewnych mocach tego źródła ciepła, temperatura wrzenia jest osiągana pomiędzy 
punktem wlotu płynu do kanału a wylotem kanału. Na wylocie kanału jest mierzona 
temperatura płynu (może to być tym razem zarówno ciecz, jak i mieszanina cieczy 
i pary lub – w skrajnym przypadku – para). Poszukiwany jest współczynnik przejmo-
wania ciepła na powierzchni oddzielającej folię i płyn (zarówno w fazie ciekłej, jak 
i gazowej) jako funkcja temperatury tej powierzchni i temperatury freonu. 

Poszukiwany współczynnik na części powierzchni ścianki od wlotu do punktu 
przemiany fazowej wyznaczono ze wzoru, [HGPP99]: 

,),(
h

frF d
NuTTh λ⋅

=  

gdzie Nu oznacza bezwymiarową liczbę nazywaną liczbą Nusselta, dh opisuje średnicę 
hydrauliczną kanału, zaś λ jest współczynnikiem przewodzenia ciepła przez freon.  

Niezbędny w kolejnym etapie obliczeń punkt przemiany fazowej xf otrzymuje się 
jako rozwiązanie równania algebraicznego: 

( ),)(),(),(
 

),( xTxTTTh
y

yxT
frFGFfrF

y

F
F

FG

−+=
∂

∂
−

+=

δδλ
δδ

 

odpowiadającego warunkowi brzegowemu na powierzchni wewnętrznej ścianki (od 
strony kanału). Tutaj )(xTfr  opisuje temperaturę freonu-11 jako funkcję odległości 

od wlotu do kanału. W równaniu tym λF oraz )( ffr xT (temperatura przemiany fa-

zowej freonu-11) są z założenia znane, funkcja FT  oraz jej pochodna uprzednio 
wyliczone (por. przykład B1), niewiadomą zaś jest xf. Temperatura saturacji freonu-
11 wynosi Tsat = 323,15 K. Rozwiązania szukano numerycznie w przedziale 

( )Lx ,0∈ . 

Powyżej punktu nasycenia xf współczynnik h(TF ,Tfr) na powierzchni y = δG+δF 
wyznacza się z warunku: 

)(),(

 
),( 

),(
xTxT

y
yxT

TTh
frGFF

y

F
F

frF
GF

−+

∂
∂

−

= +=

δδ

λ
δδ , (6.1) 

przyjmując, że temperatura freonu ma wartość stałą równą temperaturze saturacji.  
Jak wspomniano w przykładzie B1, wszystkie dane temperaturowe obliczono 

przy wykorzystaniu metody Trefftza. Dane do obliczeń przedstawiono także w tym 
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przykładzie. W pracy [HPGG99] wyliczono wartość ),( frF TTh  – otrzymano tam 

607,4911),( =frF TTh . Wartość tę przyjęto jako stałą na odcinku od x = 0 do punk-

tu saturacji fxx = . Na odcinku od punktu saturacji do wylotu kanału współczynnik 

),( frF TTh  obliczono na podstawie wzoru (6.1). Ponieważ pierwsze rezultaty, 

otrzymane na podstawie danych zamieszczonych w tablicy 5.1, miały niefizyczny 
charakter (wartość współczynnika „falowała”, dane te wygładzono, w sposób 
przedstawiony w przykładzie B1. Zmienność współczynnika ),( frF TTh  jako funkcję 

od punktu saturacji do wylotu kanału przedstawiono na rysunku 6.1.  
Krzywa ),( frF TTh  ma przebieg zgodny z oczekiwanym. Przy obliczaniu jej war-

tości w pracy [H99] wykorzystywano różne warianty aproksymacji temperatur kom-
binacją liniową T-funkcji, uwzględniając od 20 do 30 funkcji. Większa liczba funkcji 
Trefftza powodowała wygładzanie wykresu i zbliżanie go do przewidywanego 
przez teorię kształtu.  

RYS. 6.1. Współczynnik wnikania ciepła h = h(TF,Tfr) na 

odcinku od punktu saturacji do wylotu kanału  
 

W.2: Liczba Biota na powierzchni warstwy płaskiej 

W pracy [G82] rozważano zagadnienie wyznaczenia liczby Biota (bezwymiaro-
wego współczynnika przejmowania ciepła) na górnej powierzchni jednorodnej war-
stwy płaskiej o grubości h , przy założeniu, że powierzchnia dolna jest cieplnie 
izolowana, zaś na powierzchni górnej ma miejsce swobodna wymiana ciepła. Za-
kładajac, że warunek początkowy jest zerowy i po przyjęciu zmiennych bezwymia-
rowych hx /=ξ , 2/ hat=τ , λα /hBi = , gdzie a  jest współczynnikiem dyfuzyj-
ności temperaturowej, α  to współczynnik przejmowania ciepła, λ  opisuje współ-
czynnik przewodnictwa cieplnego, zaś Bi  jest liczbą Biota, otrzymuje się następu-
jący bezwymiarowy model matematyczny tego zagadnienia: 
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( ) 0,2
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, 

( )
( ) ( )( )ττθ

ξ
θ

τ
fTBi −−=

∂
∂ ,1

,1

, 

gdzie ( )τfT  jest temperaturą otoczenia brzegu 1=ξ . 

O liczbie Biota zakłada się, że jest stała. Aby ją wyznaczyć, przyjmuje się, że 
znana jest zmienność w czasie temperatury w pewnym punkcie o współrzędnej 

1 ,0* ∈ξ . Może to więc być w szczególności temperatura jednego czy drugiego 

brzegu warstwy, znana z pomiarów (wewnętrzna odpowiedź temperaturowa, 
w skrócie WOT) lub antycypowana.  

Rozwiązanie tego problemu ma postać, [G82]: 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )τξθτητλξλ
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Bi ,  (6.2) 

gdzie ( )τη  jest funkcją Heaviside’a, zaś ( )12
2

−= nn
πλ . 

W szczególności, dla 1=ξ , można – przekształcając warunek brzegowy – 

otrzymać następujący wzór, z którego można wyznaczyć liczbę Biota: 

( )
( ) ( )τθτ

ξ
θ

τ

,1
,1

−

∂
∂

=
fT

Bi  . (6.3) 

WOT, jak i ( )τfT , na ogół znane są w postaci zbiorów danych dyskretnych, po-

chodzących z pomiarów, rozpoczętych w tej samej chwili czasu i prowadzonych 
z tym samym, stałym krokiem czasowym.  
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Pole temperatury w warstwie płaskiej można bez trudu wyznaczyć w przybliżo-
nej postaci, wykorzystując WOT oraz warunek początkowy i warunek na brzegu 

0=ξ . Aproksymuje się wówczas funkcję opisującą temperaturę w warstwie kom-

binacją liniową T-funkcji przedstawionych wzorem (3.31) w sposób, jaki wykorzy-
stano w przykładzie B9. Ponieważ uzyskane w ten sposób rozwiązanie jest funkcją 
co najmniej klasy 1C  względem obu zmiennych w przedziale czasu, dla którego 
zostało wyznaczone, można na jego podstawie wyznaczyć zarówno pochodną 
występującą w liczniku wzoru (6.3), jak i wartość ( )τθ ,1 . Następnie na podstawie 

tego wzoru łatwo można obliczyć liczbę Biota.  
 

 

 

 

 
RYS. 6.2. Estymacja stałej liczby Biota na podstawie pomiaru temperatury w punkcie wewnętrz-
nym w zależności od stopnia N wielomianu aproksymującego temperaturę 
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Można również WOT opisać w sposób przybliżony kombinacją liniową T-funkcji 
dobraną do danych przy zastosowaniu przykładowo metody najmniejszych kwa-
dratów. Temperaturę otoczenia ( )τfT  brzegu 1=ξ  można aproksymować splaj-

nami lub wielomianami, także dobranymi na przykład metodą najmniejszych kwa-
dratów. Wówczas możliwe jest zastosowanie bezpośrednio wzoru (6.2).  

Wzór (6.3) wykorzystano do obliczenia liczby Biota w pracy [H99], przy czym 
przyjęto tam warunek początkowy niezerowy F(x) = 100 oraz równą zero tempera-
turę otoczenia brzegu 1=ξ , tzn. ( ) 0=τfT . Identyfikowana wartość liczby Biota 

była równa jeden; na jej podstawie wygenerowano WOT dla 9,0* =ξ .  
Do aproksymacji temperatury wykorzystano T-funkcje stopnia N = 6, 12, oraz 18. 

Wykresy przedstawione na rysunku 6.2 pokazują przybliżenie liczby Biota wyraże-
niem (6.3) w pierwszych dwóch przedziałach czasowych (przyjęto krok czasowy 
równy jeden). Zafalowania na końcach przedziału, szczególnie widoczne w prze-
dziale ( )1 ,0 , wynikają z opisu funkcji stałej ilorazem wielomianów. 

W.3: Współczynnik przejmowania ciepła na powierzchni  
wewnętrznej łopatki turbiny 

W przykładzie B7 przedstawiono zagadnienie wyznaczenia rozkładu temperatu-
ry θ  na zewnętrznym i wewnętrznym brzegu łopatki turbiny. W pracy [CFG07], 
w której analizowano to zagadnienie, wyznaczono także współczynnik przejmowa-
nia ciepła na powierzchni wewnętrznej łopatki turbiny.  

Ponieważ temperatura otoczenia brzegów zewnętrznego i wewnętrznego łopat-
ki turbiny, 

0fT  i 
ifT , były znane, a temperaturę obu brzegów wyznaczono przy 

wykorzystaniu funkcji Trefftza (rys. 5.12), do wyznaczenia współczynników przej-
mowania ciepła na obu brzegach, 

iΓ
α , można wykorzystać wzór: 

( ) ( )
ΓΓ

Γ
Γ −

∂∂
=

ssT

n

f θ

θλ
α

/
, 

gdzie Γ  to brzeg zewnętrzny 0Γ  albo brzeg wewnętrzny iΓ , n  to normalna ze-
wnętrzna, zaś λ jest współczynnikiem przewodzenia ciepła przez materiał, z któ-
rego wykonano łopatkę. Oba współczynniki przejmowania ciepła jako funkcje 
znormalizowanej zmiennej ,s  parametryzującej brzeg wewnętrzny i zewnętrzny, 
przedstawiono na rysunku 6.3. Na rysunku 6.4 pokazano środkową część wykre-
su 6.3, dla 5,0;3,0∈s . Przesunięcie pików obu krzywych wynika z przyjęcia 

parametryzacji obu brzegów w ten sposób, że tylko punkty ( )1 0 == ss  odpowia-

dają sobie na obu wykresach; pozostałe są względem siebie nieco przesunięte, 
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przy czym przesunięcie narasta do krawędzi natarcia i potem maleje, osiągając 
wartość zero na krawędzi spływu.  

 

 
RYS. 6.3. Rozkład współczynników przejmowania ciepła na zewnętrznym (linia cienka) i we-
wnętrznym (linia gruba, kwadraciki) brzegu łopatki turbiny. Temperatura otoczenia brzegu ze-
wnętrznego =

0fT 1350°C, wewnętrznego =
ifT 780°C 

 

 
RYS. 6.4. Rozkład współczynników przejmowania ciepła na zewnętrznym (linia cienka, przerywa-
na) i wewnętrznym (linia gruba, kwadraciki) brzegu łopatki turbiny dla s ∈ 〈0,3;0,5〉 
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Na obu rysunkach zaznaczono także zadane wartości współczynnika przejmo-
wania ciepła na zewnętrznej powierzchni (linia cienka, ciągła, z kropeczkami). Wi-
doczna jest duża zgodność wartości zadanych i obliczonych.  

Widoczne na rysunku 6.4 przesunięcie pików wynosi ok. 0,2 i jest spowodowa-
ne parametryzacją brzegów łopatki.  

 
W.4: Wyznaczanie współczynnika dyfuzyjności cieplnej 

Współczynnik dyfuzyjności cieplnej, nazywany także współczynnikiem wyrów-
nywania temperatury i oznaczany zwykle literą a, zdefiniowany jest wzorem: 

,
pρc
λa =  

gdzie λ – współczynnik przewodzenia ciepła, [Wm-1K-1], ρ – gęstość, [kgm-3], cp – 
ciepło właściwe, [Jkg-1K-1].  

Szybkość, z jaką ciepło dociera do miejsc chłodniejszych i wywołuje tam efekt 
ogrzania materii, jest tym większa, im lepiej to ciepło jest przewodzone (duże λ) 
i im mniej tego ciepła jest akumulowane „po drodze” (mała pojemność cpρ).  

Liczba znanych metod pomiarowych tego parametru jest bardzo duża (por. np. 
[ME86]). W pracy [S07] zaproponowano metodę opartą na wykorzystaniu T-funkcji. 
Koncepcja tam przedstawiona polega na minimalizacji funkcjonału błędu wynikają-
cego ze średniokwadratowego dopasowania aproksymaty rozwiązania równania 
przewodnictwa cieplnego do warunków początkowego i brzegowych rozważanego 
zagadnienia przewodzenia ciepła (metoda przeszukiwań z zawężaniem i jedno-
czesnym zagęszczaniem obszaru przeszukiwań).  

Rozwiązania przybliżonego zagadnienia przewodzenia ciepła, opisanego rów-
naniem (3.32), poszukiwano w postaci kombinacji liniowej T-funkcji, opisanych 
w rozdziale 3.3 wzorami (3.39) i (3.42).  

W celu wyznaczenia dyfuzyjności termicznej a, w wyrażeniu opisującym czas 
bezwymiarowy (liczbę Fouriera) 2/ latτ =  przyjmowano różne wartości dla tego 
parametru i dla każdej z nich rozwiązywano rozważane zagadnienie przewodzenia 
ciepła. Innymi słowy, dla każdej wartości a budowano bezwymiarowe równanie 
przewodzenia ciepła we współrzędnych walcowych ( lrξ /= , gdzie l  to grubość 
warstwy walcowej) z zadanymi warunkami dotyczącymi wewnętrznych odpowiedzi 
temperaturowych, dla niego budowano funkcjonał celu i obliczano jego wartość. Za 
poszukiwaną wartość tego współczynnika przyjęto taką wartość a, dla której ten 
funkcjonał, opisujący różnicę pomiędzy rozwiązaniem ścisłym i przybliżonym, był 
najmniejszy. 
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Przedstawiony sposób postępowania zademonstrowano wykorzystując dane 
z przykładu B10, w których współczynnik wyrównywania temperatury był znany 
i równy 6,626⋅10-6 m2/s, co pozwoliło ocenić dokładność uzyskanego wyniku. Prze-
krój poprzeczny korpusu turbiny pokazany jest na rysunku 5.19. Funkcjonał celu 
miał postać: 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ,0
0

2
3

0

2
2

2
0 ∫∫∫

ΔΔ

−+−+−=
ττ

ττψτττϕτξ d,ξΘd,ξΘdξTξ,ΘJ
w

z

ξ

ξ

 

gdzie ( ) =ξ0T 100°C było funkcją opisującą warunki początkowe, zaś funkcje ( )τϕ  
i ( )τψ  opisywały dane temperaturowe w punktach m, 719,02 =r  m 875,03 =r  

(por. rys. 5.19 i tablica 5.6). Ponieważ dane, przedstawione w tablicy 5.6 były nie-
dokładne, estymowano je wielomianami stopnia trzeciego, podanymi w przykładzie 
B10 (przypadek 2). 

Niestety, otrzymane wyniki nie były zadowalające, gdyż taki stopień wielomianu 
estymującego dane z tablicy 5.6 pozwolił na wykorzystanie tylko 12 funkcji Trefftza 
pierwszego i drugiego rodzaju (przy większej ich liczbie osiągane wyniki znacznie 
się pogarszały). Najbliższa rzeczywistej otrzymana wartość współczynnika dyfuzyj-
ności termicznej a była równa 7,17⋅10-6, (dla 10 funkcji Trefftza), tzn. błąd względny 
miał wartość 8,2%. Dla 12 T-funkcji (po 6 pierwszego i drugiego rodzaju) wynik był 
gorszy i wynosił 8,17⋅10-6 (błąd względny był tu równy 23,3%). 

W następnym kroku estymowano zatem niedokładne dane z tablicy 5.6 wielo-
mianami stopnia czwartego:  

( ) ,79,29586,9475,20086,198215,713 234
2 ++−+−= tttttT  

( ) .896,864,14508,26023,220095,724 234
3 ++−+−= tttttT  

Taki opis wewnętrznych odpowiedzi temperaturowych pozwolił wykorzystać do 
opisu rozwiązania przybliżonego do 22 funkcji Trefftza (po 11 obu rodzajów). Dla 
współczynnika dyfuzyjności termicznej a otrzymano przy 22 T-funkcjach wartość 
6,39⋅10-6, czyli wynik obarczony błędem względnym 3,62%.  

Na rysunku 6.5 przedstawiono aproksymację temperatury, otrzymanej jako 
przybliżone rozwiązanie metodą T-funkcji równania opisującego przewodzenie 
ciepła równaniem (3.32), w punktach, w których zadane były wewnętrzne odpo-
wiedzi temperaturowe. W części A rysunku temperatury przybliżane funkcjami 
cieplnymi zostały obliczone wykorzystując wartość dyfuzyjności termicznej wynika-
jącej z podanych własności termofizycznych, czyli dla a = 6,626⋅10-6 m2/s, nato-
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miast część B rysunku zawiera aproksymaty temperatur wyznaczone za pomocą 
funkcji cieplnych, gdy do obliczeń wykorzystano wyznaczoną wartość dyfuzyjności 
a = 6,39⋅10-6 m2/s.  

 

   

  
RYS. 6.5. Aproksymacja temperatury w punktach r2 i r3: A – aproksymata w przypadku gdy a = 
6,626⋅10-6 m2/s, B – aproksymata w przypadku gdy a = 6,39⋅10-6 m2/s 

 
Także dla danych estymowanych wielomianami szóstego stopnia otrzymano 

a = 6,39⋅10-6 m2/s. Być może otrzymano by lepszą dokładność, opisując tempera-
tury w punktach r2 i r3 wielomianami cieplnymi. Jednak otrzymany taką, dość nie-
wyszukaną metodą, rezultat przy bardzo niedokładnych danych wejściowych nale-
ży uznać za bardzo dobry. 

 
W.5: Wyznaczanie współczynnika przewodnictwa cieplnego 

W pracy [S07] rozważano badanie temperatury ośrodka sondą zaopatrzoną 
w 16 rezystorów, które mogły być miernikami temperatury lub grzałkami. Rezystory 
tworzyły serię szesnastu toroidalnych elementów rozmieszczonych na długości 
325 mm. Dla celów obliczeniowych przyjęto – wobec małej średnicy sondy, mają-
cej kształt walca o średnicy 10 mm – że ośrodek ma kształt walca o bardzo dużym 
w porównaniu ze średnicą sondy promieniu roś. Przyjęto, że oprócz warunku po-
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czątkowego (którego rola jest dyskusyjna – o tym dalej) znana jest temperatura na 
zewnętrznym brzegu sondy na długości grzejącego rezystora. Dla tak postawione-
go zagadnienia początkowo-brzegowego wyznaczano przybliżone rozwiązanie 
Θ(r,z,t) metodą Trefftza (średniokwadratowego przybliżania warunków początko-
wego i brzegowego lub tylko brzegowego). Omówiony sposób zastosowano do 
identyfikowania gradientu temperatury na wspólnym brzegu ośrodka i sondy, przez 
co możliwe było wyznaczenie przewodności cieplnej ośrodka. 

Obliczenia były oparte na danych doświadczalnych, [S07].  
Rozważano proces nagrzewania k-tego rezystora sondy umieszczonej w jedno-

rodnym i izotropowym ośrodku o promieniu roś, promieniu wewnętrznym sondy rw, 
zewnętrznym rz, jednorodnej temperaturze początkowej oraz temperaturze brzegu 
Tw danej w postaci dyskretnej (z pomiarów). Pole temperatury spełnia wówczas 
równanie przewodzenia: 

t
T(r,z,t)

az
T(r,z,t)

r
T(r,z,t)

rr
T(r,z,t)

∂
∂

=
∂

∂
+

∂
∂

+
∂

∂ 11
2

2

2

2

,    

( ) ( )kośz ,zz,,rrr,t 00 ∈∈>  

wraz z warunkami brzegowym wkwz T,z,trT ,)( =  (gdzie k – numer rezystora, 

Ww ,...,2,1= , W  to liczba pomiarów temperatury) i początkowym 0)0( Tr,z,T = , 
gdzie: tw – czas pomiaru, [s], roś – promień zewnętrzny ośrodka, [m], rz – promień 
zewnętrzny sondy, [m], zk – długość k-tego rezystora, mierzona wzdłuż osi sondy 
[m], Tk,w – temperatura wyznaczona dla k-tego rezystora w kolejnych chwilach po-
miaru, [ºC], T0 – pierwsza temperatura wyznaczona dla k-tego rezystora od chwili 
rozpoczęcia eksperymentu, [ºC]. Ostatnia dana miała charakter dyskusyjny, 
w związku z czym zbadano problem dla sytuacji, gdy była ona uwzględniana i gdy 
się tę daną pominęło; wówczas uwzględniano tylko warunek brzegowy.  

Wprowadzając współrzędne bezwymiarowe lrξ /= , lz /=η , zo rrl −= , 
2/ latτ =  sprowadzono równanie przewodzenia ciepła do postaci: 

( ) ( ) ( ) ( )
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η
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2
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2 1
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( ) ( )kośz ,,,, ηηξξξτ 00 ∈∈>   

z warunkami brzegowym ( ) wkwz T,, ,=τηξθ  i początkowym ( ) 00 T,, =ηξθ , przy czym 

funkcji ( )τηξθ ,,  poszukiwano w postaci kombinacji liniowej T-funkcji (3.39) i (3.42). 
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Nieznane współczynniki tej kombinacji liniowej wyznaczono minimalizując funkcjonał 
błędu opisujący dostosowanie aproksymaty: 

− do warunków brzegowego i początkowego 

( )( ) ( )( )∫ ∫∫∑ −+−=
=

oś

z

kk

ddTdTJ
W

w
wkwz

ξ

ξ

ηη

ξηηξθητηξθ
0

2
0

0 1

2
, 0,,,, , (6.4) 

− lub tylko do warunku brzegowego 

( )( )∫∑
=

−=
k

dTtΘJ
W

w
wkwz

η

ηηξ
0 1

2
,,, . (6.5) 

Otrzymane w ten sposób przybliżenie temperatury na brzegu ξ = ξz pozwoliło, 
przy znajomości mocy P pobieranej przez k-ty rezystor w czasie τw, wyznaczyć 
współczynnik przewodzenia ciepła badanego ośrodka λ z warunku drugiego rodza-
ju na brzegu ξ = ξz. W przypadku ścianki cylindrycznej przyjmuje on postać: 

( ),,,2 τηξ
ξ
θ

zzπrλlq
∂
∂

−=  (6.6) 

gdzie 
k

l z
Pq =  to jednostkowa moc, generowana przez rezystor, [W/m].  

Przyjęto równość strumienia ciepła po obu stronach granicy ośrodek-sonda, 
a ponieważ moc generowana na brzegu sondy jest znana, wzór (6.6) po prze-
kształceniu do postaci: 

  
( )

,
,,2 τηξ

ξ zz

l

πr

qλ

∂
Θ∂

−≅  (6.7) 

pozwala wyznaczyć współczynnik przewodnictwa cieplnego λ badanego ośrodka.  

Wyznaczona formuła przedstawia współczynnik przewodzenia ciepła formalnie 
zależny od czasu. Przy założeniu, że współczynnik ten jest w rozpatrywanym za-
gadnieniu stały, przyjęto jako jego wielkość wartość średnią wyrażenia (6.7). Gdy 
brano do obliczeń W danych pomiarowych, otrzymano: 
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 (6.8) 
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Obliczenia wykonano dla teflonu, gleby i lodu dla następujących danych:  
− promień zewnętrzny sondy: rz = 0,005 m, 
− promień zewnętrzny ośrodka: roś = 0,05 m, 
− długość rezystorów podano w tablicy 6.1, 
− czas: od 10-tej do 900-tej sekundy, 
− krok czasowy pomiarów 10 s (trzy interwały po 30 pomiarów), 
− wymiar charakterystyczny: zos rrl −=  = 0,045 m, 

− moc grzania rezystorów P = 0,55 W. 
 

TABLICA 6.1. Długość rezystorów sondy termicznej. Rezystory sondy 
tworzyły serię szesnastu toroidalnych elementów rozmieszczonych 
na długości 325 mm 

Nr L, mm Nr L, mm 

1 9,13 9 18,90 

2 9,75 10 21,03 

3 11,01 11 23,20 

4 12,29 12 26,47 

5 13,03 13 27,98 

6 15,01 14 29,98 

7 16,19 15 34,10 

8 17,42 16 39,17 

 

Wyniki obliczeń dla obu przypadków (uwzględnienia i nieuwzględnienia warun-
ku brzegowego) przedstawiono dla teflonu dla przybliżenia rozkładu temperatury 
w sondzie przy pomocy 20 wielomianów (po 10 pierwszego i drugiego rodzaju) na 
rysunku 6.6, a analizę błędu względnego w tablicach 6.2 i 6.3, gdzie do wyznacze-
nia współczynnika przewodzenia ciepła wykorzystano dane z trzech interwałów 
grzania ośrodka. 

 Przedstawione w tabelach 6.2 i 6.3 wyniki obliczeń dla teflonu wykazały, że 
przyjęcie danych z pierwszego pomiaru jako warunku początkowego (funkcjonał 
6.5) nie było prawidłowe, gdyż otrzymane wyniki były mniej dokładne, bardziej 
odbiegały od wartości teoretycznych i miały raczej niefizyczny przebieg w porów-
naniu z tymi, które otrzymano w przypadku uwzględnienia tylko warunku brzego-
wego (funkcjonał 6.6).  
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RYS. 6.6. Przewodność cieplna teflonu. Do aproksymacji temperatury użyto po 10 T-funkcji pierw-
szego i drugiego rodzaju. Po lewej stronie wyniki otrzymane przy uwzględnieniu tylko warunku 
początkowego, po prawej – przy uwzględnieniu warunkow brzegowego i poczatkowego 

 

TABLICA 6.2. Błąd względny identyfikacji przewodności cieplnej teflonu. Do konstrukcji aproksy-
maty rozwiązywanego zagadnienia użyto po 10 T-funkcji pierwszego i drugiego rodzaju we współ-
rzędnych (r,z,t). Założono tylko warunek brzegowy I rodzaju dla rz (funkcjonał (6.6)) 

 I interwał grzania II interwał grzania III interwał grzania 

max błąd względny 2,31% 2,66% 2,29% 

min błąd względny 0,07% 0,12% 0,12% 

 

TABLICA 6.3. Błąd względny identyfikacji przewodności cieplnej teflonu. Do konstrukcji aproksy-
maty rozwiązywanego zagadnienia użyto po 10 T-funkcji pierwszego i drugiego rodzaju we współ-
rzędnych (r,z,t). Przyjęto warunki brzegowy i początkowy (funkcjonał (6.5)) 

 I interwał grzania II interwał grzania III interwał grzania 

max błąd względny 4,59% 5,44% 5,80% 

min błąd względny 0,10% 0,29% 0,41% 

 
Dla lodu i gleby otrzymano wyniki obarczone podobnym błędem. Wartości 

współczynnika przewodzenia ciepła dla lodu i zmianę błędu względnego w II in-
terwale grzania w zależności od rezystora, z którego pochodziły dane doświad-
czalne, przedstawiono w tablicy 6.4.  
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Wyznaczony błąd zawiera się między 2,51% a 0,00%, przy czym warto zwrócić 
uwagę na fakt, że największe wartości błędu wystąpiły dla rezystorów położonych 
najbliżej brzegów badanej próbki.  

 
TABLICA 6.4. Współczynnik przewodzenia ciepła lodu i błąd względny wyznaczony na podstawie 
przebiegu temperatury rezystora grzanego (drugi interwał grzania) 

Numer rezystora, dla którego  
wykonano obliczenia 

Do aproksymacji rozwiązania użyto  
po 10 T-funkcji pierwszego i drugiego rodzaju 

5 2,99331 0,50% 

6 2,76268 0,01% 

7 2,67122 0,02% 

8 2,64852 0,03% 

9 2,59550 0,10% 

10 2,76942 0,02% 

11 2,61678 0,07% 

12 2,71329 0,00% 

13 2,55152 0,19% 

14 2,54536 0,21% 

15 2,29565 1,22% 

16 2,11266 2,49% 

 



 



7. Funkcje Trefftza  
w zagadnieniach identyfikacji źródeł 

 
 
 
 
 
 
 
Zagadnienia identyfikacji źródeł głównie skupiają się wokół problemów wyzna-

czania źródeł ciepła, np. [DHS97, AJ01, WMM06, JM07, YDYL09], ale także doty-
czą np. lokalizacji źródeł dźwięków, [HRG98], czy niejednorodności w równaniu 
Poissona, [LHY05]. Wykorzystanie funkcji Trefftza do identyfikacji źródła ciepła 
w zagadnieniach niestacjonarnych przedstawiono w dwóch pracach, [M06a, GM09]. 
Poniżej przedstawiono rozważania zawarte w drugiej z tych prac. 

 W pracy [GM09] identyfikowano gęstość strumienia ciepła wywołanego działa-
niem ruchomego źródła ciepła poruszającego się wzdłuż brzegu obszaru. Danymi 
wejściowymi były symulowane pomiary temperatury w punktach wewnętrznych 
obszaru. Zagadnienie rozwiązane jest w sposób przybliżony metodą elementów 
skończonych z wykorzystaniem funkcji Trefftza jako funkcji bazowych.  

Przyjęto dwukierunkowe rozchodzenia się ciepła w obszarze o kształcie prostoką-
ta o długości l [m] i szerokości b [m]. Założono, że źródło ciepła porusza się po jed-
nym z boków prostokąta ze stałą prędkością v  [m/s] w sposób periodyczny (rys. 7.1).  

 
 
    
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 

RYS. 7.1. Układ modelowy do identyfikacji warunku brzegowego w procesie 
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W pobliżu tego brzegu prostokąta, po którym porusza się źródło ciepła, doko-
nano pomiarów temperatury. Położenie prostokąta w układzie współrzędnych, 
punktów pomiarowych i działającego źródła pokazane jest na rysunku 7.1.  

Otrzymano następującą postać zagadnienia we współrzędnych bezwymiarowych: 
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dla  ( 0,), >Ω∈ tyx , }0 ,0:),{( bylxyx <<<<=Ω  z warunkami początkowym 

i brzegowymi: 
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Ponadto znane były pomiary temperatury w punktach wewnętrznych ciała blisko 
powierzchni działania ruchomego źródła ciepła w wybranych chwilach czasowych: 

( ) pppp WtyxT =,, ,  dla  p = 1,2 ... P,      

gdzie pW  oznacza temperaturę wygenerowaną numerycznie z rozwiązania do-

kładnego zagadnienia prostego opisanego równaniem (7.1), warunkami początko-
wym i brzegowymi podanymi wyżej i warunkiem (7.2): 
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    (7.2) 

gdzie ltvx mod)( −  oznacza resztę z dzielenia )( tvx −  przez l, 
d
ww =  to bez-

wymiarowa szerokość źródła, w − szerokość źródła, m, d − charakterystyczny 
wymiar liniowy, m.  

Wykres funkcji wykorzystanej w warunku brzegowym (7.1) w ustalonej chwili 
czasowej przedstawia rysunek 7.2. 
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RYS. 7.2. Po lewej: rozkład gęstości strumienia ciepła (bezwymiarowo) na brzegu y = b w ustalo-
nej chwili czasowej; po prawej: rozkład gęstości strumienia ciepła (bezwymiarowo) na brzegu y = b 

w czasie przejścia źródła przez długość całego ciała 
 
Analityczne rozwiązanie problemu prostego jest następujące, [CJ59]:  
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Obszar Ω podzielono na prostokąty Ωj dla j = 1,2,...J. Przedział czasowy >< t,0  
podzielono na podprzedziały trtr Δ+Δ )1(,  dla r = 0,1,,... ,R. W każdym elemen-

cie tttjj Δ+×Ω=Ω 00 , , gdzie dla ustalonego r jest trt Δ=0 , rozwiązanie przybli-

żone równania (7.1) przyjęto w postaci kombinacji liniowej funkcji Trefftza: 

),ˆ,ˆ,ˆ(),,(~

1
∑
=

=
N

n
njnj tyxvAtyxT         

gdzie: jxxx 0ˆ −= , jyyy 0ˆ −= j, ojttt −=ˆ , ( )ojojoj tyx ,,  − dowolny, ale ustalony punkt 

należący do jΩ  (najczęściej środek elementu jΩ ), )ˆ,ˆ,ˆ( tyxvn  − funkcje Trefftza (wie-

lomiany cieplne) opisane wzorami (3.35), jnA − współczynniki, które należy wyznaczyć. 

Sposób rozwiązania zagadnienia jest uogólnieniem metody zaprezentowanej 
w pracy [A85] i sprowadza się do sekwencyjnego rozwiązywania tego zagadnienia 
w kolejnych przedziałach czasowych.  

W elemencie jΩ  ustala się liczbę odpowiednio ułożonych węzłów. Każdemu 

węzłowi przyporządkowuje się trzy współrzędne ),,( kkk tyx . W celu wyznaczenia 
stałych ,jnA  przy założeniu, że znane są temperatury w węzłach elementu skoń-

czonego ,jΩ  rozwiązuje się układ równań: 
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Stąd uzyskuje się funkcje bazowe ϕj  charakterystyczne dla elementu jΩ : 
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Funkcje bazowe mają następujące własności: 
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W celu przybliżonego rozwiązania zagadnienia identyfikacji źródła, została w ob-
szarze ttt Δ+×Ω=Ω 00 ,  wprowadzona siatka prostokątna równoległa do osi 

układu współrzędnych, powstała z podziału odcinka osi OX na L1 części, a odcinka 
osi OY na L2 części. W każdym prostopadłościennym elemencie jΩ  obrany został 

przedstawiony na rysunku 7.3 układ ośmiu węzłów położonych w wierzchołkach 
elementów. W całym obszarze Ω  jest więc 2(L1+1)(L2+1) węzłów.  

 

 
RYS. 7.3. Ułożenie ośmiu węzłów w elemencie 
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Temperatura w każdym ośmiowęzłowym elemencie wyraża się zależnością: 
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= ϕ ,  dla  j = 1,2,...L1× L2. 

Funkcje bazowe ϕjk spełniają równanie (7.1) w sposób ścisły. Należało zatem do-
pasować rozwiązanie przybliżone do warunków początkowo-brzegowych oraz zmini-
malizować różnicę pomiędzy strumieniem ciepła wypływającym z elementu a wpływa-
jącym do sąsiedniego elementu. Żądano przy tym zgodności temperatury w węzłach 
i zgodności strumieni ciepła (w sensie średniokwadratowym) wzdłuż wspólnych we-
wnętrznych brzegów pomiędzy elementami. Zagadnienie to rozwiązywano sekwen-
cyjnie w kolejnych przedziałach czasowych trtr Δ+Δ )1(,  dla r = 0,1,,...,R.  

Funkcjonał celu ma postać: 
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{ }ttttbyRtyDi
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Składniki funkcjonału (którego minimalizacja pozwoliła wyznaczyć przybliżony 
rozkład temperatury w obszarze), odpowiadają kolejno warunkom początkowemu 
i brzegowym w każdym przedziale czasowym. Ostatnie dwa składniki odpowiadają 
tzw. warunkom zszycia na powierzchniach pomiędzy elementami.  

Po znalezieniu rozkładu temperatury w rozważanym obszarze wyznacza się 
strumień ciepła na brzegu y = b liczbowo równy wartości pochodnej temperatury 

po zmiennej y na tym brzegu, tzn. 
),,( tbxy

T
∂
∂

, pomnożonej przez jedynkę o wymia-

rze [W/mK]. Jednostką tak otrzymanego strumienia ciepła jest [W/m2]. 

Do obliczeń przyjęto następujące dane liczbowe: 

λ = 45 W/mK, a = 0,119⋅10-4 m2/s,  l  = 0,5 m, b = 0,05 m, 

w = 0,15 m,    v = 0,01 m/s,  θ0 = 293 K,  300=Q .   

Punkty pomiarowe umieszczono w węzłach elementów skończonych na 
dwóch poziomach, w odległości 0,005 m i 0,01 m od brzegu, na którym działało 
źródła ciepła. Liczba punktów pomiarowych zależała od liczby elementów skoń-
czonych. W przykładzie numerycznym rozpatrzono dwa warianty, gdy obszar 
podzielony został na 400 czasoprzestrzennych elementów ośmiowęzłowych oraz 
na 800 elementów ośmiowęzłowych. Przy podziale obszaru na 400 elementów 
skończonych liczba punktów pomiarowych wynosiła 82, zaś przy podziale na 800 
elementów skończonych – punktów pomiarowych było 162. Obliczenia wykonane 
zostały dla pierwszych sześciu przedziałów czasowych ze stałym krokiem cza-
sowym wynoszącym 05,1=Δt s. Wartości temperatury wygenerowane z rozwią-

zania dokładnego zaburzone zostały błędem losowym o rozkładzie normalnym 
N(0; 0,01).  

Porównano rozwiązania dokładne i przybliżone na powierzchni y = b w chwi-
lach kończących przedziały czasowe poprzez obliczenie błędu względnego, zgod-
nie ze wzorem: 
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w którym T~  oznacza aproksymatę temperatury otrzymaną metodą elementów 
skończonych, zaś q  ma takie znaczenie, jak we wzorze (7.2).  

Na rysunkach od 7.4a do 7.4d oraz od 7.5a do 7.5d przedstawiono przybliżone 
i dokładne rozkłady gęstości strumienia na brzegu y = b w chwilach kończących 
pierwszy, drugi, trzeci i szósty przedział czasowy. Rozkłady przybliżone otrzymane 
zostały metodą elementów skończonych przy podziale obszaru na 400 elementów 
(rysunki od 7.4a do 7.4d) oraz przy podziale na 800 elementów (rysunki od 7.5a do 
7.5d). Rozkłady dokładne określone są wzorem (7.2). Na wszystkich rysunkach 
linią ciągłą naszkicowano przybliżony rozkład gęstości strumienia ciepła, natomiast 
linią przerywaną zaznaczono wykres dokładny. 

W tablicy 7.1 przedstawiono zestawienie błędów identyfikacji gęstości strumie-
nia ciepła na brzegu obszaru powstałego pod wpływem działania ruchomego źró-
dła ciepła. Błędy względne obliczone zostały ze wzoru (7.3) w chwilach kończą-
cych kolejne przedziały czasowe. 

 

       

        
RYS. 7.4. Rozkład gęstości strumienia ciepła na brzegu y = b w chwili t równej: a) 1,05 s, b) 2,1 s, 

c) 3,15 s, d) 6,3 s przy podziale obszaru na 400 elementów 
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RYS. 7.5. Rozkład gęstości strumienia ciepła na brzegu y = b w chwili t równej: a) 1,05 s,  b) 3,15 s, 

c) 4,2 s, d) 6,3 s przy podziale obszaru na 800 elementów 
 

TABLICA 7.1. Wartości błędu względnego gęstości strumienia ciepła na brzegu y = b w chwilach 

kończących kolejny przedział czasowy 

Czas Podział obszaru na 400 elementów Podział obszaru na 800 elementów 

t = 1,05 s σ = 16% σ = 26% 

t = 2,1 s σ = 15% σ = 11% 

t = 3,15 s σ = 14% σ = 7% 

t = 4,2 s σ = 18% σ = 6% 

t = 5,25 s σ = 12% σ = 7% 

t = 6,3 s σ = 13% σ = 9% 

 
Przedstawiony przykład pokazuje, że funkcje Trefftza (wielomiany cieplne) na-

dają się do konstruowania czasoprzestrzennych funkcji kształtu w metodzie ele-
mentów skończonych w celu identyfikacji gęstości strumienia ciepła powstałego na 
skutek nagrzewanie ciała ruchomym źródłem ciepła. Najgorsze wyniki otrzymuje 
się dla pierwszego przedziału czasowego, z czego wynika, że powinien on być 
krótszy od pozostałych. 
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Po wykonaniu wielu eksperymentów numerycznych polegających na różnych 
podziałach obszaru ,,0 t×Ω  przedstawiony w rozwiązaniu podział obszaru na 

800 elementów daje wyniki nie różniące się znacznie od dokładnych. Dla źródła 
poruszającego się z większą prędkością konieczne jest dalsze rozdrobnienie ob-
szaru. Podobnie, jeśli poruszające się źródło ma mniejsze rozmiary, to siatka ele-
mentów skończonych musi być gęstsza. Przedstawione rozwiązanie dotyczy ob-
szaru prostokątnego, lecz oczywiste jest, że można je skonstruować dla obszarów 
o bardziej złożonych kształtach. 



8. Uwagi końcowe 
 
 
 
 
 
 
 
Pierwsze 10 lat badań zastosowania metody Trefftza dla niestacjonarnych za-

gadnień odwrotnych wskazało kilka ważnych kierunków badawczych.  
Wydaje się, że – podobnie jak to się stało z metodą Trefftza dla zagadnień sta-

cjonarnych – konieczne jest przeprowadzenie szeroko zakrojonych badań doty-
czących metody elementów skończonych z funkcjami Trefftza jako funkcjami ba-
zowymi. Jest to szczególnie ważne przy zastosowaniach MEST do zagadnień od-
wrotnych, co pokazuje zarówno przykład przedstawiony w rozdziale siódmym, jak 
i badania przeprowadzone w pracy [M06a]. Problem elementów skończonych cza-
soprzestrzennych trzeba – jak się wydaje – powiązać z rodzajem równań niesta-
cjonarnych, dla których będą budowane, i z funkcjami Trefftza dla tych równań. 
Zagadnienie wielkości kroku czasowego (długości „boku” mierzonej na osi bezwy-
miarowego czasu) jest kluczowe szczególnie dla zagadnień dotyczących równań 
falowych, co bardzo wyraźnie uwidoczniło się w pracach Maciąga [M09, M09a].  

W zakresie zastosowań dla niestacjonarnych zagadnień odwrotnych dotych-
czas głównie rozwijana była jedna z metod pośrednich Trefftza, a mianowicie po-
dejście wykorzystujące metodę najmniejszych kwadratów, często w połączeniu 
z metodą elementów skończonych. Była ona uzupełniana członami regularyzują-
cymi, wynikającymi – jak to miało miejsce w przypadku rozważań zagadnień od-
wrotnych przewodzenia ciepła – z fizyki zagadnienia. Stosowano też z powodze-
niem bezwęzłową metodę elementów skończonych z członami minimalizującymi 
skok poszukiwanego przybliżonego rozwiązania na granicy elementów. Okazało 
się, że odejście od konieczności przyjmowania w węzłach elementów takich sa-
mych wartości przez rozwiązania w poszczególnych elementach i zastąpienie tego 
wymogu warunkiem minimalizacji skoku wartości funkcji i ewentualnie wartości jej 
pochodnej normalnej na granicach pomiędzy elementami, pozwoliło zmniejszyć 
błąd rozwiązania, przy czym same nieciągłości wynikające z zastosowanej metody 
okazały się bardzo nieznaczne. Równie obiecująca okazała się metoda bezwęzło-
wa, w której także warunek równości wartości poszukiwanej funkcji w węzłach 
(których w tej metodzie nie ma) zastąpiono warunkiem minimalizacji skoku wartości 
funkcji i jej pochodnych normalnych na granicach pomiędzy elementami. Przy oka-
zji pojawił się bardzo ważny i wymagający gruntownych badań problem złego uwa-
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runkowania macierzy układu równań, wynikającego z warunku minimalizacji funk-
cjonału celu – jest to więc kolejny obszar badawczy, związany z zastosowaniem 
funkcji Trefftza w rozwiązywaniu zagadnień niestacjonarnych.  

Niewiele jest prac badających wykorzystanie metody Trefftza w przypadku za-
gadnień niestacjonarnych w obszarach wielospójnych. Można tu wymienić tylko 
kilka prac Ciałkowskiego i współautorów.  

W chwili obecnej brak jest zupełnie artykułów o charakterze podstawowym, teo-
retycznym, napisanych przez matematyków. W zakresie zagadnień stricte niesta-
cjonarnych nie występuje jeszcze, zauważalny w odniesieniu do metody Trefftza 
dla zagadnień stacjonarnych, podział autorów na „inżynierów” i „matematyków” 
(por. [KK95a, L98, CC05, LLHC07]) czy też raczej podział artykułów na aplikacyjne 
i teoretyczne. Wynika to zapewne także z szybkości „dyfuzji” nowych idei do umy-
słów badaczy. Pomysł Trefftza z 1926 roku potrzebował, nie licząc pracy Rosen-
blooma i Widdera z 1956 roku, około 50 lat, aby spowodować lawinę artykułów, 
rozwijających go. Wydaje się jednak, że konieczność coraz dokładniejszego roz-
wiązywania zagadnień opisanych równaniami zawierającymi czas spowoduje za-
równo odejście od metod sprowadzających zagadnienia niestacjonarne do pseudo-
ustalonych (metodami różnic skończonych, założenia rozwiązania w postaci sze-
regu Fouriera lub w postaci funkcji periodycznych, wykorzystania reprezentacji 
zawierających zmienną czasową w wykładniku funkcji eksponencjalnej i innych), 
jak i dalsze rozwinięcie metody elementów skończonych z funkcjami Trefftza i ele-
mentami czasoprzestrzennymi, co może przyczynić się do powstania nowych me-
tod rozwiązywania zagadnień opisanych równaniami  nieliniowymi.  

Cykliczne konferencje i spotkania poświęcone rozwojowi metody Trefftza odby-
wają się od roku 1997. Bardzo wiele artykułów poświęconych różnym aspektom tej 
metody można więc co dwa lata przedyskutować w gronie osób, które mają doro-
bek i doświadczenie w tym zakresie. Dalszy rozwój tej metody, między innymi w 
odniesieniu do zagadnień niestacjonarnych, w tym do zagadnień odwrotnych, jest 
więc tylko kwestią czasu, potrzeb i rozwoju metod numerycznych.   
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