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1. Wstep

Zagadnienia odwrotne od lat trzydziestych dwudziestego stulecia stanowity wy-
zwanie dla matematykéw i inzynieréw. Jako zagadnienia Zle postawione prowokowa-
ty do szukania matematycznych sposobéw prowadzacych do rozwigzan, a w miare
rozwoju metod numerycznych — takze do eksperymentéw numerycznych. Nieco
uwag na ten temat mozna znalez¢ w rozdziale drugim.

Przez wiele lat uzyskanie rozwigzan obarczonych btedem 5-10% byto sukce-
sem badaczy. Wigzato sie to zaréwno z naturg danych wejsciowych, zwykle obar-
czonych btedem, jak i niedostatkiem metod obliczeniowych, ktére w miare uptywu
lat dopiero sie rozwijaty.

Mozna powiedzie¢, ze artykut Trefftza z 1926 roku, [T26], nie mégt wywrzeé
wiekszego wptywu na rozwoj metod obliczeniowych do czasu dwoch wielkich prze-
toméw w naukach stosowanych: powstania metody elementéw skoriczonych i upo-
wszechnienia metod numerycznych. Takze matematycy — poza nielicznymi pracami,
np. [RW56] — raczej nie poswiecali uwagi pomystowi Trefftza. Dopiero w latach sie-
demdziesigtych idea Trefftza zostata odkryta na nowo powodujac lawine artykutow.
W koncu 2009 roku wyszukiwarka Google Scholar na hasto ,Trefftz” pokazywata ok.
5000 artykutow (niektdre zapewne kilka razy, ale liczba ich i tak jest znaczna), za$
Google — ponad 123 000 witryn, gdzie stowo , Trefftz” jest wspomniane.

Termin ,metoda Trefftza” dos¢ szybko zyskat sobie obywatelstwo w spoteczno-
$ci badaczy. Powstawaly rozmaite jej odmiany i uogdlnienia, ktére byly przedsta-
wiane w kolejnych artykutach i wystgpieniach konferencyjnych.

Do konca lat dziewiecdziesigtych dwudziestego wieku olbrzymia wiekszo$¢ ar-
tykutéw i wszystkie znane autorowi monografie omawiaty metode Trefftza w odnie-
sieniu do zagadnieh stacjonarnych lub takich, w ktérych czas zostat wyeliminowa-
ny. Prowadzito to do analizy problemdéw opisanych réwnaniem Laplace’a, Poisso-
na, Helmholtza, biharmonicznym i innymi, w ktérych wystepowaty tylko zmienne
przestrzenne. Bylo to takze zwigzane z zastosowaniami metody elementéw skonh-
czonych, takze skonstruowanej z myslg o zagadnieniach stacjonarnych. Bardzo
obszerny przeglad monografii i artykutéw poswieconych metodzie Trefftza mozna
znalez¢ w opublikowanej w 2009 roku monografii Kotodzieja i Zielinskiego, [KZ09].
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Wsrod badaczy, ktérzy wniesli ogromny wkiad w rozwdj metody Trefftza, mozna
wymieni¢, oprocz wspomnianych wyzej autorow monografii [KZ09], takie nazwiska
jak Herrera, Jirousek, Freitas, Zienkiewicz, Wréblewski i wielu innych. Szerszy
przeglad literatury zawarty jest w rozdziale drugim oraz po czesci w kazdym z po-
zostatych rozdziatéw.

Rozwoj metody Trefttza w odniesieniu do zagadnien niestacjonarnych zainicjowa-
ta praca Rosenblooma i Widdera, [RW56], w ktérej przedstawiono tzw. wielomiany
cieplne, bedace w istocie funkcjami Trefftza dla jednowymiarowego (w sensie prze-
strzennym) réwnania parabolicznego. Praca ta zostata dostrzezona m.in. w artyku-
tach [PW69, R81, YFK83, LR84], lecz dopiero w pracach [R97, H99] i monografii
[CF00] jej wyniki doczekaty sie rozwiniecia i uogdlnienia na inne typy rownan. Idea
zawarta w pracy zostata znacznie poszerzona przede wszystkim we wspomnianej
juz monografii [CF00], w ktérej m.in. przedstawiono rézne sposoby generowania
funkgji Trefftza dla liniowych réwnan rézniczkowych czastkowych, wskazano sposob
uwzgledniania niejednorodnosci, jak rowniez przedstawiono przyklady zastosowan
funkcji Trefftza (nazywanych tam wielomianami cieplnymi lub funkcjami rozwiazuja-
cymi) w odniesieniu do stacjonarnych i niestacjonarnych zagadnien wymiany ciepta
(takze w 2D i w 3D). Ponadto wyprowadzono tam funkcje Trefftza dla jednowymia-
rowego réwnania falowego.

Badania dotyczace zastosowan funkcji Trefftza do rozwigzywania zagadnien od-
wrotnych, zainicjowane pracg [H99] byly nastepnie rozwijane w dwoéch osrodkach: na
Politechnice Swietokrzyskiej w Kielcach oraz na Politechnice Poznanskiej. Wynikiem
wspotpracy tych dwoch osrodkéw w pierwszej dekadzie XXI wieku byto m.in. ok.
dziesie¢ rozpraw doktorskich, poswieconych metodzie Trefftiza w odniesieniu do
zagadnieh niestacjonarnych oraz jedna praca habilitacyjna, a ponadto kilkadziesiat
artykutow i wystgpien konferencyjnych. Funkcje Trefftza zostaty zbadane i zastoso-
wane w odniesieniu do zagadnien niestacjonarnych wymiany ciepfa, ruchu falowego,
elastokinetyki, zagadnien niestacjonarnych dotyczacych belek i ptyt, a takze w od-
niesieniu do wielu problemdw stacjonarnych.

Stan wiedzy na temat funkcji Trefftza w odniesieniu do zagadnien stacjonarnych
dobrze ilustrujg tablice, przedstawione w rozdziale 3 monografii [KZ09], a takze po
czesci w pracach [Z95, Q00, CLS09, Q09] i innych, w ktorej przedstawiono uktady
T-funkcji (uktady zupetne funkcji Trefftza) dla réznych réwnan rézniczkowych
czastkowych.

Zastosowania funkcji Trefftza w rozwigzywaniu zagadnien odwrotnych nie do-
czekaly sie, jak dotad, opracowania w formie monografii. Mam nadzieje, ze niniej-
sza ksigzka zainteresuje czytelnikow zaréwno ze wzgledu na przedstawione ukta-
dy funkcji Trefftza dla wielu zagadnieh niestacjonarnych, jak i ze wzgledu na
przedstawione zastosowania ich do rozwigzywania zagadnien odwrotnych.
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Ksigzka przeznaczona jest dla pracownikéw naukowych i studentow wyzszych
lat studidw. W niektorych rozdziatach zawarte sg pojecia z zakresu analizy funk-
cjonalnej, takie jak przestrzenie Sobolewa, przestrzenie Hilberta, funkcje Bessela,
operatory ograniczone, nieograniczone, pojecia funkcjonatu, zagadnienia Cau-
chy’ego, transformacji Radona, przestrzen Krytowa. Pojecia te sg potrzebne do
zachowania poprawnosci matematycznej, jednak w gtéwnym nurcie rozwazan
(rozdziaty 3-7) ich znaczenie dla zrozumienia tresci ksigzki jest nieznaczne lub
wprowadzone pojecia sg przedstawione w formie zastosowan, co utatwia zaréwno
przyswojenie sobie nazewnictwa jak i zrozumienie istoty tych pojec.

Uktad ksigzki jest nastepujacy:

Rozdziat drugi poswiecono podstawowym pojeciom dotyczgacym zagadnien od-
wrotnych i zagadnien Zle postawionych. Czytelnik, ktéry chce od razu przejsé do
rozdziatu trzeciego, moze rozdziat drugi opuscic.

W rozdziale trzecim omoéwiono w ogolnych zarysach metode Trefftza, a nastepnie
przedstawiono ukfady funkcji Trefftza kolejno dla réwnania Laplace’a, réwnania
przewodnictwa cieplnego, réwnania falowego, réwnania Helmholtza, réwnan drgan
belki i drgan plyty, réwnania biharmonicznego, dla zagadnien elastostatyki i dla za-
gadnien elastokinetyki. W ostatnim podrozdziale omdéwiono inne rodzaje T-funkcji,
opierajac sie na pracy [Z295].

W rozdziale czwartym omowiono przedstawione w literaturze metody matematycz-
ne noszace wspolng nazwe ,metoda Trefftza”.

Rozdzialy piaty, szésty i siédmy poswiecono przyktadom zastosowan funkcji
Trefftza do rozwigzywania niestacjonarnych zagadnien odwrotnych identyfikac;ji
wartosci brzegowych poszukiwanych funkgcji, identyfikacji wspoétczynnikow oraz
identyfikacji zrédta.

W rozdziale 6smym podano krotko uwagi dotyczace ewentualnych dalszych kie-
runkéw badan dotyczacych funkcji Trefftza dla zagadnien niestacjonarnych.

Cytowane prace zostaty opisane pierwszymi literami nazwisk autora (autoréw)
tych prac oraz ostatnimi dwiema cyframi roku ich opublikowania. Taki sposéb opisu
artykutéw i monografii spowodowat, ze w bibliografii nazwiska autoréw zaczynaja-
ce sie na kolejne litery alfabetu podane sg w obrebie tej litery (grupy liter) w kolej-
nosci, wynikajgcej z ostatnich dwoch cyfr roku opublikowania tych artyku-
tow/monografii.

Autor skfada serdeczne podziekowania Recenzentowi, prof. dr hab. Inz. Ry-
szardowi Biateckiemu, za uwagi i sugestie, ktdre przyczynity sie do wzbogacenia
tresci tej monografii.






2. Zagadnienia odwrotne
i zagadnienia zle postawione

2.1. ZAGADNIENIA DOBRZE POSTAWIONE
| ZAGADNIENIA ZLE POSTAWIONE

Problemy inzynierskie czy zjawiska fizyczne sg modelowane matematycznie
przez okreslenie réwnan rézniczkowych (zwyczajnych lub czastkowych) lub catko-
wych ,rzadzacych” problemem, przez okre$lenie ksztattu, rodzaju (obszar jedno-
spojny, wielospojny) i wielkosci obszaru, warunkéw poczatkowych i brzegowych,
wiasnosci materialu mediéw zawartych w obszarze, a takze przez wewnetrzne
zrédta i zewnetrzne sity albo przyczyny, powodujgce stan czy proces rozwazany
w modelowanym problemie. Jezeli wszystkie informacje dotyczace matematyczne-
go modelu tego problemu sg znane, mamy do czynienia z zagadnieniem analizy
(albo z zagadnieniem bezposrednim, czesto nazywanym prostym, ang. direct pro-
blem) i ogdlnie rozwazamy je jako dobrze postawione (ang. well-posed).

Pojecie ,problem dobrze postawiony” wprowadzit Jacques Hadamard [H02], wg
ktérego dobrze postawiony model matematyczny zjawiska fizycznego powinien
mie¢ nastepujace wtasciwosci:

Definicja 2.1.1. Problem jest nazywany dobrze postawionym, jezeli:

1) istnieje jego rozwigzanie (istnienie),
2) jest ono jedyne (jednoznacznosé),
3) rozwigzanie zalezy w sposob ciggty od danych wejsciowych (stabilnos¢).

Typowe problemy dobrze postawione to np. zagadnienie Dirichleta dla réwnania
Laplace’a czy rownanie przewodnictwa cieplnego z okreslonym warunkiem po-
czatkowym i warunkami brzegowymi.

Przy rozwazaniu, czy zagadnienie jest dobrze postawione, szczegdlnie wazne
jest zrozumienie warunkoéw jednoznacznosci. Definiuje sie je osobno dla réznego
typu modeli matematycznych opisujacych zjawiska fizyczne. Z uwagi na to, ze w
niniejszej monografii — poza niektérymi przyktadami przedstawionymi w rozdziale
drugim — omawiane sg zagadnienia opisane rownaniami rézniczkowymi liniowymi,
warunki jednoznacznos$ci rozwigzania mozna okresli¢ nastepujaco:
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— znany jest model matematyczny (réwnanie rézniczkowe opisujgce badane
zjawisko),

— znany jest obszar, w ktérym zachodzi (ma miejsce) badane zjawisko,

— znane sg parametry fizyczne, wchodzace w sktad wspotczynnikow w tym mo-
delu matematycznym (tzn. znana jest posta¢ funkcji opisujgcych te wspot-
czynniki dla rozwazanego zakresu zmiennych przestrzennych i czasowych
oraz dla rozwazanego zakresu zmiennosci poszukiwanej funkcji),

— znhane sg tzw. wymuszenia, zwykle zapisywane po prawej stronie rownan
(nazywane zrédtami, sitami masowymi lub skupionymi, ...),

— znane sg warunki panujgce na catym brzegu obszaru, w ktérym rozwazany
jest model matematyczny badanego zjawiska, przy czym ws$rdd tych warun-
kéw przynajmniej na czesci brzegu musi by¢ sformutowany warunek Dirich-
leta (okreslajgcy wartos¢ funkciji na brzegu) lub warunek Robina (okreslajacy
zaleznos$¢ pomiedzy funkcjg a jej pochodng normalng na brzegu),

— gdy rozwazane zagadnienie jest niestacjonarne, znane muszag by¢ warunki
poczatkowe dla funkcji i jej pochodnych wzgledem czasu do stopnia k& — 1,
gdzie k jest stopniem najwyzszej pochodnej po czasie w réwnaniu réznicz-
kowym (réwnaniach rézniczkowych), opisujgcym badane zjawisko.

Jezeli ktérys ze wspomnianych w definicji 2.1.1 warunkdéw jest nieznany albo nie-
dostepny, lub informacja np. o warunkach brzegowych jest niekompletna (na czesci
brzegu warunek jest nieznany), wowczas moéwimy o zagadnieniu odwrotnym (ang.
indirect albo inverse problem). Takie problemy uwazane sg za zle postawione (ang.
ill-posed) i czesto sg nierozwigzywalne. W ogdélnosci mogg mie¢ one wiecej niz jedno
rozwigzanie, w ktérym/ktorych zaleznos¢ od danych wejsciowych jest nieciggta.

Jednoznaczno$¢ rozwigzania zagadnienia odwrotnego czesto jest nietatwa do
wykazania. Jest to wazna sprawa. Jezeli jednoznacznosé nie jest zagwarantowana
przez dane wejsciowe, to albo potrzebne sg dodatkowe dane, albo zbiér dopusz-
czalnych rozwigzan musi zosta¢ ograniczony przy uzyciu z géry zadanych informa-
cji 0 rozwigzaniu. Innymi stowy, remedium na niejednoznacznos$¢ moze by¢ prze-
formutowanie problemu.

Wsréd wspomnianych trzech kryteridw Hadamarda najbardziej delikatnym i naj-
trudniejszym do spetnienia lub wykazania jest kryterium trzecie. Nieunikniony pod-
czas pomiarow biad zaokragleh moze bowiem zostaé podczas obliczern numerycz-
nych silnie wzmocniony, a ich wyniki mogg okaza¢ sie catkowicie bezsensowne.

Az do poczatku XX wieku wierzono, ze dla probleméw ,naturalnych” rozwigza-
nie bedzie zawsze zalezato w sposoéb ciaglty od danych wejsciowych (Natura nie
czyni skokéw. Arystoteles). Jesli tak nie byto, matematyczny model problemu byt
uwazany za nieadekwatny. To z tego powodu takie problemy byly nazywane zle
postawionymi (ill-posed albo badly posed).



2.2. Najprostsze problemy Zle postawione 13

Dopiero w drugiej potowie XX wieku zdano sobie sprawe z tego, ze olbrzymia
liczba problemdw pojawiajacych sie w naukach Scistych i w technice to zagadnienia
Zle postawione. To stalo sie przyczyng badan i poszukiwan stabilnych, a takze wy-
starczajgco doktadnych metod numerycznego rozwigzywania tych zagadnien. Dzisiaj
odwrotne i zZle postawione zagadnienia sg wcigz obszarem aktywnych badan. Znaj-
duje to odbicie w duzej liczbie naukowych periodykéw, np. “Inverse Problems”, “In-
ternational Journal of Inverse and lll-Posed Problems”, “Inverse Problems in Science
and Engeneering” i monografii, [L67, TA77, G83, G84, BBS85, H86, B87, L89, M93,
A94, BG95, T95, KN95, K96, D98, 198, D99, EHNOO, OO00, POV0OO, P01, LALPO3,
R04, ATBO05] oraz w wielu innych publikacjach. O roli funkcji Trefftza w rozwigzywa-
niu zagadnien odwrotnych wydano — jak dotad — jedng monografie; zakres omawia-
nych tam zagadnien ograniczony zostat do zagadnien mechaniki, [M09].

Tak wiec potrzeba studiowania i szukania metod rozwigzywania zagadnien Zle
postawionych i zagadnien odwrotnych wywodzi sie z koniecznosci uzyskania wia-
rygodnych wynikéw obliczen bazujagcych na danych pomiarowych, réwnaniach
modelujgcych badany proces czy parametrach fizycznych, uzytych do obliczen,
a obarczonych bfedem.

Zagadnienia odwrotne mogg zosta¢ sklasyfikowane nastepujaco [DMD99, T99]:

1. Zagadnienia okreslania ksztattu obszaru.

Zagadnienia identyfikacji wartosci brzegowych/poczatkowych.

Zagadnienia identyfikacji zrodet, sit i wymuszen.

Zagadnienia identyfikacji wiasnosci materiatow (zagadnienia wspoétczynnikowe).
. Zagadnienia okreslania réwnan(nia) rzadzacych(cego).

o s~ wbd

Zagadnienia odwrotne sg mozliwe do rozwigzania, jezeli dostarczona jest do-
datkowa informacja i jezeli zastosowane sg odpowiednie algorytmy numeryczne.
Jesli przestrzen danych jest zdefiniowana jako zbior rozwigzan zagadnienia pro-
stego, istnienie rozwigzania zagadnienia odwrotnego jest oczywiste. Jednakze
rozwigzanie moze nie istnie¢, jezeli te dane sg zaburzone. Do takiego problemu
odniesiemy sie w dalszej cze$ci tekstu.

Ogdlnie mozna powiedzie¢, ze zagadnienia odwrotne to problemy, ktore wigzg
pomiary, metody matematyczne i numeryczne oraz inzynierskie wyczucie, [GC80].
Pomiaréw zwykle dokonuje sie w miejscach tatwo dostepnych, za$§ zastosowane
algorytmy obliczeniowe majg na celu wyeliminowanie lub zminimalizowanie wptywu
btedu pomiaru czy btedu metody matematycznej na wyniki.

2.2. NAJPROSTSZE PROBLEMY ZLE POSTAWIONE

Parametry rozwazanego procesu czy obiektu technicznego, ktérego zachowa-
nie sie bada, nigdy nie sg absolutnie niezalezne od procesu czy od czasu. Podle-
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gaja one niekontrolowanym zmianom, czesto bardzo niewielkim, lecz waznym
z punktu widzenia obliczeh. Rozwazajac matematyczny model jakiego$ procesu
fizycznego, nalezy rozrézni¢ dwa rodzaje wartosci wspotczynnikow, uzywanych
w obliczeniach, a mianowicie wartosci nominalne (uzywane do obliczen; oznaczmy
je a;,) i wartosci rzeczywiste (realne, ,prawdziwe”, doktadne, ktérych tak naprawde
nigdy nie znamy); oznaczmy je a;. Mozna jedynie stwierdzi¢, ze ich warto$¢ miesci
sie w pewnych granicach [PS05]:

(1-&)a, <a, <(1+¢)a,, (2.1)
Tutaj € <<1 i &> 0. Tak wiec dla rzeczywistych wartosci wspétczynnikéw znane sg
jedynie oszacowania wynikajace z doktadnosci przyrzaddéw i metod, jakimi je wyzna-
czano, a wielko$¢ t ga,, przedstawia btad warto$ci nominalnej wspétczynnikéw.

m

Na ile jest to istotne, pokazujg podane dalej przyktady.

PRzYKLAD 2.2.1

Rozwazmy wielomian drugiego stopnia:
x2—2x+1.

Jak wiadomo, ten wielomian ma jedno podwojne miejsce zerowe x; = x, = 1.
Przyjmijmy teraz, ze ten sam wielomian opisuje stan jakiego$ uktadu fizycznego,
przy czym wyraz wolny jest uzyskany na podstawie pomiardw, czyli jest reprezen-
towany przez wartos¢ nominalng. Jesli wartos¢ rzeczywista tego wspotczynnika
jest na przyktad réwna 1 + &, co bedzie zgodne z doktadnoscig wynikajaca z okre-
Slajgcych go pomiardw, to poszukiwanie miejsca zerowego prowadzi — dla dowol-
nie matego dodatniego & do wyniku:

X, =14 1-(l+e)=-1¢/-¢.

Jesli rozwazania majg dotyczy¢ jedynie rozwigzan rzeczywistych, to widoczne jest,
ze dla dowolnie matego dodatniego & rozwigzanie nie istnieje. Skoro tak, to pro-
blem znalezienia miejsc zerowych wielomianu, stanowigcego matematyczny model
jakiegos$ stanu fizycznego, w ktérym wyraz wolny jest uzyskany w wyniku pomia-
réw, nie zalezy w sposéb ciagty od danych wejsciowych, czyli nie jest spetniony
warunek stabilnosci. Tak wiec problem okazuje sie by¢ zle postawiony w sensie
Hadamarda.
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PRZYKLAD 2.2.2

Rozwazmy uktad dwéch réwnan z dwiema niewiadomymi x i y:

a; X +a,y =b
a,x+a,y=>b,

Na ptaszczyznie 0XY ten ukiad réwnan okresla albo dwie proste rownolegte, albo
jedng prosta, albo punkt, lezacy na przecieciu dwéch prostych nieréwnolegtych.
Niech wspotczynnik a,; okreslony bedzie w wyniku pomiaréw z doktadno$cig &
taka, ze |¢|<1. Niech powyzszy uktad ma — przy konkretnych wartosciach wspoi-

czynnikow — postac:

Llx+y=11
(I+e)x+y=1

Wyznacznik gtéwny tego uktadu réwnan jest rowny 0,1 — &, a rozwigzanie ma posta¢

x=1/(1-108),
y=-11¢(1 - 10&).

Wartoscix i y w zaleznosci od ¢ uktadajg sie nastepujgco:
jezeli |¢|<0,001, to 0,99<x<1,01, —0,0111<y<0,01089,
jezeli |£[< 0,01, to 0,909 <x<11, —0,1222<y<0,1,

jezeli [¢[< 0,1, to 0,5<x <00, —00<y<0,55.

Btad rozwigzania rosnie szybciej niz btad wspotczynnika. Co wiecej, wartosci bez-
wzgledne rozwigzania rosng ze wzrostem &; sg one dowolnie duze, gdy ¢ jest do-
wolnie bliskie 0,1.

Wynika to z faktu, iz wyznacznik gtéwny staje sie wtedy dowolnie maty. Taki uktad
rébwnan nazywa sie czesto zle uwarunkowanym (ang. ill-conditioned).

Z nierébwnosci (2.1) wynika, ze jedli wartos¢ nominalna wspétczynnika jest réwna ze-
ro, jego wartos¢ rzeczywista takze jest réwna zero. Oznacza to, ze jesli rozwaza sie
pytanie czy problem jest dobrze postawiony, czy Zle postawiony, bierze sie pod uwa-
ge jedynie wzgledng zmiennos¢ wspétczynnika, wynikajacg z jego wartosci nominal-
nej. Wykluczenie to jest oczywiste; w przeciwnym wypadku bardzo wiele zagadnien
weszioby do kategorii zagadnien Zle postawionych. Dla przyktadu réwnanie
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a,x+a, =0 mozna by rozwazaé jako réwnanie 0-x” +a,x+a, =0, tzn. jako row-
nanie a,x” +a,x+a, =0 ze wspoiczynnikiem a, = 0. Wéwczas przy wartosci wspot-
czynnika a, rébwnej ¢ pojawiajg sie dwa pierwiastki rownania kwadratowego, w ogol-
nym przypadku nielezace blisko siebie. W takiej sytuacji zagadnienie znalezienia

rozwigzania réwnania liniowego nalezatoby traktowa¢ jak problem Zle postawiony. To
samo dotyczytoby zagadnienia szukania miejsc zerowych dowolnego wielomianu.

PRZYKLAD 2.2.3

Rozwazmy nastepujacy problem brzegowy dla réwnania rézniczkowego zwyczajnego:

dzy

Z o _y=0,
dx? Y
»(0)=0,
y(a)=b.

Rozwigzanie tego problemu ma postac:

y(x)ZbSHlx.

sina

Jezeli wartos¢ funkcji na brzegu jest zmierzona w punkcie o wspoétrzednej
X =a+ ¢ (drobne btedy w okresleniu warunkéw brzegowych zdarzajg sie), to roz-

wigzanie problemu bedzie miato postac:

sin x

y1(x)=bm-

Jesli teraz, na przyktad, a =7 — ¢, to wartos¢ bezwzgledna réznicy obu rozwigzan
moze by¢ dowolnie duza dla dowolnie matego ¢.

Warto tu dodaé, ze w odréznieniu od rozwazanego przypadku problemu brzego-
wego, problem Cauchy’ego jest zawsze dobrze postawiony.

PRzYKLAD 2.2.4 (r6zniczkowanie numeryczne)

Rézniczkowanie i catkowanie sg dwoma zagadnieniami odwrotnymi wzgledem
siebie. Chociaz symboliczne rézniczkowanie jest duzo prostsze niz symboliczne
catkowanie, nazwiemy rézniczkowanie zagadnieniem odwrotnym, jako ze jest ono
Zle postawione w sensie przedstawionym nizej. Z tego powodu rézniczkowanie
okazuje sie by¢ bardziej delikatnym problemem z numerycznego punktu widzenia.
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Zagadnienie proste okreslimy jako wyliczenie catki:

X

(Tpp)x)=[ol)r  dia xe[o,1]

0
dla danej funkcji ¢ € C ([0,1]).
Zagadnienie odwrotne jest wiec zagadnieniem rozwigzania rownania:
Tho=g (2.2)

dla danej funkcji g € C ([0,1]), spetniajacej warunek g(0) = 0, albo réwnowazny ¢ = g".
Oczywiscie réwnanie 7, =g ma rozwigzanie ¢ w C([0,1]) wtedy i tylko wtedy,
gdy ge C' ([0,1]). Zagadnienie (2.2) byloby wiec dobrze postawione, gdyby funk-
cjia g byta mierzalna przy pomocy normy przestrzeni Cl([O,l]). Chociaz jest to
naturalny warunek, nie ma on zastosowania, jesli dana funkcja wynika z pomiaru

lub zawiera bitedy zaokraglen, ktére mogg by¢ oszacowane tylko przy pomocy
normy supremum .

Zalozmy, ze dana jest funkcja zaburzona g5 e C([0,1]), spetiajaca nieréwnos¢:
¢4, <.

przy czym poziom zaburzen okreslony jest jako 0 < §< 1. Funkcje:
gf(x):zg(x)+5sin%c, x €[0,1],

n =1, 2, 3,... spetniajg ograniczenia natozone na zaburzenia. Ich pochodne majg
postac:

(gés)(X)=g’(X)+"°°S%' x e [0.1],

skad znajdujemy, ze

o)-e

=n.
0

'w przestrzeni wektorowej C ([0, 1]; R) funkcji ciagtych na przedziale [0,1] dla kazdej funkcji f e
C ([0,1], R) definiuje si¢ norme supremum jako HfH = sup ‘f(x)‘
o xg0,1]
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Zatem gdy n — o, btad rozwigzania moze byé dowolnie duzy, chociaz zaburzenie
danych jest ograniczone przez J. To pokazuje, ze zadanie okreslone zwigzkiem
(2.2) jest zle postawionym zagadnieniem w odniesieniu do normy supremum.

Spojrzmy na przyblizone rozwigzanie problemu (2.2) z punktu widzenia utamka
opisujacego centralg réznice:

(R,g)x):= g(”h)z_hg(x_h) . xelol],

dla 2 > 0. Aby operator (R;g)(x) byt dobrze okreslony dla x bliskich brzegom, zato-
zymy dla uproszczenia, ze g jest okresowa z okresem réwnym 1. Rozwinigcie Tay-
lora funkcji g pokazuije, ze:

le-Riel, <2l ezeli g < (0.1,

LAl

jezeli g € C*([0,1]).

h2
=il <l

009

Dla danych zaburzonych, jezeli geCZ([O,l]), catkowity btad moze by¢ oszacowany
nastepujgaco:

le-R.2°| <le-Rigl, +|Rig-Rig’|, < gllg”llw + %

W tym oszacowaniu rozdzielony zostat catkowity btad na btad aproksymacji
lg'—R,g], . ktory dazy do zera, gdy h — o, oraz na btad zaburzenia danych,

Rhg‘s — R,g, ktory zwieksza sie do nieskonczonosci, gdy # — 0, gdyz dla

g° —g”w <& mamy:

Jrs- ], <2

Aby dostaé dobre oszacowanie, musimy zachowac¢ rownowage pomiedzy tymi dwo-
ma czionami opisujacymi btedy przez dobry wyboér parametru dyskretyzacji 4. War-

20
to$¢ minimalna prawej strony oszacowania btedu jest osiagnieta dla A= |———.

1.
Przy takim wyborze /1 catkowity btad jest rzedu:

l-Ryg], =0(5"2) (2.3)
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Jezeli g € C([0,1]), podobne obliczenia pokazuja, ze dla A =(35/||g”'||)1/3 otrzy-

mujemy lepszy poziom zbieznosci:
leRiel, =0l5™") (2.4)

Wieksza regularnos¢ funkcji g nie poprawia poziomu zbieznosci pokazanego w (2.4)
dla centralnej réznicy R;. Mozna pokaza¢, ze nawet dla schematéw zawierajgcych
pochodne wyzszych rzedéw poziom zbieznosci jest zawsze mniejszy niz 0(5). Taki
rzad zbieznosci moze byc¢ osiggniety tylko dla zagadnien dobrze postawionych.
Poziom zbieznosci (2.4) odzwierciedla fakt, ze stabilno$¢ zagadnienia odwrotnego
moze by¢ okreslona, jezeli dana jest informacja apriori:

&), <.

Innymi stowy, ograniczenie operatora rozniczkowego do zbioru W = {g:”g"”SE}

jest ciagte wzgledem normy supremum. Wynika to z oszacowania:
+||Rh(g] _gzlLo <

(%—th(gl —gz)L
e -3 Bk <o e

ktore jest prawdziwe dla g1, g € W z wyborem &= /|g, — g|../ E.

Podczas rozwazania przyktadu 2.2.4 mozna byto zauwazy¢ wiele wiasciwosci
typowych dla probleméw zle postawionych [H02]:

— wzmocnienie btedow o wysokiej czestotliwosci,

— zaleznos¢ zle postawionych problemoéw od wyboru normy, ktéra jest czesto
okreslana przez potrzeby praktyczne,

— ustalenie stabilnosci przez informacje apriori,

— ustepstwo doktadnosci na rzecz stabilnosci przy wyborze parametru dys-
kretyzaciji,

— zaleznos¢ optymalnego wyboru parametru dyskretyzacji i poziomu zbiezno-
$ci od gtadkosci rozwigzania.

“g1 _gz“ <
o0

2.3. PRZYKLADY ZAGADNIEN ODWROTNYCH

W wielu sytuacjach wielkosci, ktére trzeba okresli¢ sg rézne od tych, ktére moz-
na zmierzy¢ bezposrednio. Jesli zmierzone dane zalezg w jaki$ sposéb od wielko-
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Sci, ktére chcemy okresli¢, wéwczas dane te zawierajg pewng informacje o tych
wielkosciach. Jesli wychodzimy od danych, ktére moglismy zmierzy¢, prébujac na
ich podstawie oszacowac¢ potrzebne wielkosci, wéwczas mowimy o zagadnieniu
odwrotnym. Czasami zagadnienia odwrotne okresla sie jako szukanie przyczyn,
gdy znane sg ich skutki.

Ponizej podano kilka typowych zagadnien odwrotnych.

2.3.1. Analiza obrazu

Problem automatycznego obliczenia liczby gwiazd na fotografii nieba czy liczby
czerwonych krwinek w prébce krwi staje sie wyzwaniem wobec faktu, ze gwiazdy, czy
réwniez krwinki mogq sie nakfada¢ jedna na druga, lub moga mie¢ rézne ksztaity
i rozmiary. W takim przypadku dane — to obraz zawierajgcy obiekty do policzenia, za-
gadnienie (odwrotne) polega na wyznaczeniu ich liczby. Zagadnienie proste to rozrzu-
cenie znanej liczby obiektow na obszar, ktéry nastepnie zostanie sfotografowany.

2.3.2. Tomografia komputerowa

W medycznej tomografii uzywajgcej promieni Roentgena probuje sie okresli¢
gestos¢ ¢ dwuwymiarowego przekroju ciata ludzkiego przez zmierzenie ttumienia
(czesciowego pochifaniania) promieni Roentgena. Zagadnienie proste polega na
obliczeniu transformacji Radona R, gdy znana jest gestos¢ ¢ dwuwymiarowego
przekroju ciata ludzkiego. Zagadnienie odwrotne polega na okresleniu gestosci ¢
przy danej jej transformacji Radona, [N99].

Aby mie¢ obraz wewnetrznych organdéw pacjenta, chcemy uzyskac¢ obraz po-
przecznych przekrojéw jego ciata bez naruszania tego ciata, plasterek po plaster-
ku. W tym celu promienie Roentgena sg kierowane na ciato z réznych kierunkéw
w celu utworzenia obrazéw przekrojowych, do ktérych wykorzystuje sie zlozenie
wykonanych projekciji ciata.

Jednakze jedyne pomiary, jakie mozna zrobi¢ nieinwazyjnie, to pomiary catkowite-
go pochtaniania promieniowania wzdtuz linii przechodzacych przez ciato. W wyniku
przeswietlania otrzymuje sie wiec zbidr informacji o pochtanianym promieniowaniu
wzdtuz tych linii (czyli zbidr catek z funkcji pochtaniania promieniowania przez po-
szczegolne punkty ciata). Jest to zbiér ,danych”. Na ich podstawie trzeba zrekonstru-
owac funkcje opisujac pochfanianie promieniowania w poszczegolnych punktach ciata.

Jest to zagadnienie odwrotne okreslania struktury badanego materiatu, a w isto-
cie swej zagadnienie identyfikacji miejsc pochtaniania promieniowania. Zagadnienie
to rozwigzuje sie — jak wspomniano wyzej — przy wykorzystaniu transformacji Rado-
na. Problem redukuje sie do réwnania catkowego Abela z operatorem catkowym
typu Volterry, [MOG6].
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2.3.3. Geofizyka

Zagadnienia odwrotne odgrywajg wazng role w geofizyce, jako ze wnetrze Ziemi
nie moze by¢ obserwowane bezposrednio. Mierzalne sg jednakze zaobserwowane
na powierzchni skutki fal, ktére propaguja sie przez wnetrze Ziemi. Wykorzystujac
pomiary fal sejsmicznych okresla sie potozenie epicentrum trzesienia ziemi czy ge-
stos¢ skat, przez ktore fale sie propaguja. Przy wywotaniu fali sejsmicznej w sposob
sztuczny (przez kontrolowany wybuch na duzej gtebokosci) mozna w ten sposob
niejako ,przeswietlic” duzy obszar, a dokonujac w wielu miejscach pomiaréw sygnatu
sejsmicznego, mozna otrzymac informacje o pokfadach geologicznych, przez ktére
fala ta sie propagowata. Jak w wielu przypadkach zagadnienn odwrotnych, jest tu
badany tzw. odwrotny problem wartosci wtasnych, [D95, CGO01].

2.3.4. Problemy nawigacji

Podczas jazdy samochodem czesto pojawia sie zagadnienie proste: jestem w tej
chwili w takim a takim miejscu, w zwigzku z czym moja $rednia predkos¢ jest tatwa
do obliczenia, a osiggniety punkt na trasie pokazuje, czy jedziemy wtasciwg trasa.

Natomiast podczas rejsu statkiem czy todzig, a takze podczas lotu samolotem
dobrze jest umie¢ okresli¢ swojg pozycje w chwili czasu mozliwie bliskiej rzeczywi-
stemu czasowi. Uzyskuje sie to czesto przez wykonanie réznych pomiaréw. Mogg
to by¢ takie pomiary, jak np. potozenie wzgledem naziemnych czy nawodnych
punktéw orientacyjnych, pozycja wzgledem gwiazd lub satelitow czy tez wziecie
pod uwage poprzedniej pozycji i wykorzystanie informacji o predkosci wiasnej,
predkosci wiatru i pradéw wodnych oraz o kursie.

W opisanym przypadku mamy do czynienia z zagadnieniem odwrotnym, a mia-
nowicie, jak uzy¢ opisanych wyzej informaciji, aby uzyska¢ spojny opis pozycji stat-
ku czy samolotu.

W dobie GPS-6w takie zadanie wydaje sie trywialne, ale jeszcze nie tak dawno
GPS-6w nie byto...

2.3.5. Dopasowanie modelu do danych

W pewnych modelach teoretycznych warto$¢ jednej zmiennej, np. y, zalezy od
wartosci drugiej, np. od x, poprzez réwnanie typu:

y=a+bx+cx® +dx’.

Wielomian po prawej stronie rbwnania moze by¢ innego stopnia, moze tez za-
leze¢ od wiecej niz jednej zmiennej. Rozwazajac przedstawione réwnanie, mozna
sformutowaé nastepujace zagadnienie:
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Znany jest zbior punktow (xl.,yi), a okresli¢ trzeba wartosci wspétczynnikow
a,b,cid.

Jest to zagadnienie odwrotne. Zagadnienie proste polega w tym przypadku na
obliczeniu wspétrzednych punktéw (x,., yl.) na krzywej okreslonej rownaniem o za-
danych wspotczynnikach a,b,c i d .

Oczywiscie model moze by¢ bardziej skomplikowany i moze zaleze¢ od danych
wejsciowych nieliniowo, [EQ7].

Przyktadem takiego problemu moze by¢ okreslenie czasu rozpadu potowicznego
substancji radioaktywnej na podstawie pomiaréw czaséw, w ktoérych skutki rozpadu
probki przyjmujg okreslone wartosci. Innym przyktadem moze by¢ dopasowanie zmian
temperatury na odcinku krzywej w okreslonym przedziale czasu na podstawie pomia-
réw dokonanych w pewnych punktach tej krzywej i w pewnych chwilach czasu.

2.3.6. Odtwarzanie niewyraznego obrazu (odseparowanie zakiocen)

We wczesnych latach dziewiecdziesigtych XX wieku teleskop Hubble’a zostat
wystrzelony na niskg orbite okotoziemska poza rozpraszajaca sygnaty atmosfere,
aby dostarczy¢ obrazy o niespotykanej rozdzielczosci. Niestety, wkrétce po wy-
strzeleniu wykryto btgd wykonania gtéwnego lustra, powodujacy powazne sferycz-
ne aberracje obrazu. Dlatego, zanim wahadtowiec Endeavour odwiedzit teleskop
w 1993 roku, aby usung¢ ten btad, astronomowie wykorzystali techniki zagadnien
odwrotnych do poprawienia tych zaplamionych obrazéw, [A95, LB91].

Problem odtworzenia niewyraznej fotografii, przestanego elektronicznie obrazu,
ktéry ulegt znieksztatceniu w trakcie transmisji, czy sygnatu, ktéry przeszedt po
drodze do odbiorcy przez osrodek dziatajacy jak filtr, to kolejny przyktad zagadnie-
nia odwrotnego. Odpowiednim zagadnieniem prostym jest utworzenie takich zakto-
conych informacji graficznych czy elektronicznych.

Ten rodzaj zagadnien odwrotnych jest bardzo istotny w projektowaniu np. mo-
demow komputerowych, gdyz sygnat przesytany przez linie telefoniczne czesto
ulega znieksztatceniu, ktére powinno zosta¢ odseparowane, aby odzyskac orygi-
nalny sygnat. Prawdziwy obraz, ¢, i zaplamiony obraz, g, sg zwigzane réwnaniem
catkowym pierwszego rodzaju:

+00 +00

[ ey, ol y)ex'dy' = (v, y),

—00 —00

gdzie k jest funkcjg zaktdcajaca. Funkcja &(-; xo, vo) opisuje zaplamiony obraz przez
zrodto punktowe umieszczone w punkcie (xo, ¥o). Zwykle zaktada sie, ze funkcja k
jest przestrzennie niezmienna, tzn. ze:



2.3. Przyktady zagadnien odwrotnych 23

k(x, y;x',y") = hx—x',y—»"), X, v,y eR

Funkcja / jest nazywana funkcjg punktowego rozproszenia.

Przy takim zatozeniu zagadnienie proste, jakim jest utworzenie sygnatu zakité-
conego przy znanym sygnale niezaktéconym i znanej funkcji punktowego rozpro-
szenia, jest opisane operatorem splotowym:

+00 00

(Lo, v):= [ [,y =)ol )i dy' = g, ). (2.5)

—00 —00

Przy rozwigzywaniu zagadnienia odwrotnego wielko$cig znang jest sygnat za-
ktécony g, a poszukiwany jest sygnat prawdziwy ¢. Rozwigzanie zagadnienia od-
wrotnego 7,,¢ = g moze by¢ wyznaczone przy pomocy transformacji Fouriera.

W wielu zastosowaniach zwigzanych z odzyskiwaniem obrazu, kluczowym pro-
blemem jest znalezienie funkcji punktowego rozproszenia.

2.3.7. Obiekty w Kosmosie

Rozwazmy ciato w Kosmosie, zajmujgce ograniczony obszar Q2. Gesto$¢ masy
tego obiektu niech bedzie opisana funkcjg p(x, y, z). Takie ciato wytwarza w prze-
strzeni pole grawitacyjne. Przy znanym obszarze Q i funkcji o(x, y, z) potencjat
tego obiektu w dowolnym punkcie (x, y, z) jest okreslony wzorem:

ulx M()dédndé _
S [N v v

Tak sformutowane jest zagadnienie proste. Zagadnienie odwrotne brzmi nastepujaco:

Obszar Q i funkcja p(x, v, z) sq nieznane. W pewnym obszarze Q, takim, ze
QN Q=¢, potencjat u(x, y, z) jest znany. Nalezy okresli¢ obszar Q i funkcje

p(x, v, ), [D99].

2.3.8. Odwrotny problem rozpraszania (ang. inverse scattering problem)

Inng, szczegdlnie wazng klasg zagadnien odwrotnych, jest zagadnienie odwrot-
ne rozpraszania. Takie zagadnienia pojawiajg sie w akustyce, elektromagnetyzmie,
sprezystosci i teorii kwantéw. Celem jest tu identyfikacja wiasciwosci niedostep-
nych obiektdw poprzez zmierzenie rozpraszania przez nie fal. Dla uproszczenia
rozwazmy tylko fale akustyczne, [LTPOQ9].
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Niech D bedzie ograniczonym, spdjnym obszarem na ptaszczyznie o brzegu
cD. Niech U(x,t):Re(u(x)e’[“’) opisuje potencjat predkosci propagujacej fali
harmonicznej o czestosci @ i amplitudzie zaleznej od zmiennej przestrzennej, u(x),
przez osrodek jednorodny. Wtedy réwnanie falowe:

10U _

AU
¢ dr?

redukuje sie do réwnania Helmholtza:
Au+k*u=0 w R*\D.

Tutaj £ = w/c jest liczbg falowa, a D opisuje nieprzenikliwa, gtadka, ograniczong
przeszkode. Warunek brzegowy na powierzchni JD zalezy od wtasciwosci tej po-
wierzchni. Dla pochfaniajacych dzwiek przeszkdd mamy warunek Dirichleta:

u=0 na 0D.

Zaktadamy, ze catkowite pole u = u; + u, jest superpozycjg znanych przypad-

ikx-d

kowych pdl ul.(x):e o kierunku d (ustalony wektor jednostkowy) i rozproszo-

nego pola u,. Rozproszone pole spetnia warunek wypromieniowania Sommerfelda:

lim\/;(aus —ikuSJzo, r=|x|,
or

X—>0

jednolicie we wszystkich kierunkach x = x/r, ktéry gwarantuje, ze asymptotycznie
energia jest transportowana daleko od punktu wyj$ciowego. Ponadto ten warunek
powoduje, ze rozproszone pole zachowuje sie asymptotycznie jak fala wychodzaca
postaci:

. <>T(<) o[ﬁﬁ e

Funkcja u., jest nazywana wzorem dalekiego pola albo rozproszong amplitudg u;.

Zagadnienie proste: dana jest przeszkoda o gtadkim brzegu, D, i fala przypad-
kowa u;; znalez¢ wzér dalekiego pola u,. Zagadnienie odwrotne: dany jest wzér
dalekiego pola u,, i fala przypadkowa u;; znalez¢ przeszkode D (np. parametryza-
cje jej brzegu 2D).

Wiecej informacji o odwrotnych problemach rozpraszania mozna znalezé w mo-
nografiach [CK97, P01] czy w pracy [LTPOQ9].
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2.3.9. Problemy przewodnictwa cieplnego

Zagadnienie poczatkowo-brzegowe przewodzenia ciepta w przypadku statych
wspotczynnikow termofizycznych w precie jednorodnym z boczng wymiang ciepta
(w zebrze) mozna opisac nastepujaco:

— rownanie przewodnictwa cieplnego:

cputz(ﬂux)x—hu—i-f(x,t), O<x</, 0<t<T,

— warunek poczatkowy:

u(x,O)zgo(x), 0<x<l,

— warunki brzegowe:
u (0,1)= B, w(0,0)= (1)), 0<t<T,
u,(1,6)=p,(u(l,t)- 1, (¢), 0<t<T.

Jest to matematyczny model fizycznego procesu, w ktérym u — to funkcja opi-
sujgca temperature w dowolnym punkcie preta w chwili czasu ¢, A — opisuje
wspétczynnik przewodnictwa cieplnego (ktéry moze byé funkcjg temperatury lub
zmiennych przestrzennych), & — jest wspdtczynnikiem wnikania ciepta (nazywa-
nym czasami wspotczynnikiem przewodnictwa zewnegtrznego), S, i £, sa bezwy-
miarowymi wspoétczynnikami przejmowania ciepta (liczbami Biota), ¢ — to ciepto
wiasciwe osrodka, za$ p - to jego gestosc. Gdy wszystkie state termofizyczne sg
znane, a funkcje opisujgce warunek poczatkowy, go(x), temperatura ptynu na obu
koncach zebra, g (t) yz(t), i zrodio ciepta, f(x,t) sg dane, rozwigzanie takiego
problemu opisuje nadwyzke temperatury ponad temperature ptynu w kazdym
punkcie x zebra w chwili ¢ z przedziatu (O,T); jest to zagadnienie proste.

Jednak w wielu fizycznych procesach nie sg znane niektore wspétczynniki lub
funkcje, natomiast z eksperymentu mozna otrzyma¢ dodatkowe informacje o tem-
peraturze. Dla przyktadu, jesli nie jest znany wspoétczynnik przewodnictwa cieplne-
go A, a z eksperymentu znana jest funkcja g(t)zu(xo,t), opisujgca temperature
w pewnym wewnetrznym punkcie preta jako funkcje czasu, powstaje problem wy-
znaczenia tego wspoétczynnika. Jest to zagadnienie odwrotne.

Rozwazmy A=const, f(x,t)=0, h=0 oraz warunek Dirichleta na brzegu
x=0, i warunek Neumanna na brzegu x=/. Rozwigzanie takiego zagadnienia
w postaci bezwymiarowej ma postac, [CG10]:

9(&.7)=9,(c)+(9,(0)- 8 J(e)* F(£,7)+ (¢'(¢)+ (0)6(e))* (£, 7)+ ()
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gdzie * oznacza splot, 5(7) opisuje dystrybucje Diraca, [072], 77(1) jest funkcjg
Heaviside’a, 4 to bezwymiarowa temperatura, g(r) opisuje strumien ciepta na
brzegu x=1/ (bezwymiarowo &=1), zas §, jest temperaturg na brzegu x=0
(£=0). F i H topewne funkcje, opisane w pracy [CG10].

Jesli nie jest znana funkcja g(r), a znane sg zmiany temperatury w czasie
w pewnym wewnetrznym punkcie rozwazanego obszaru, ,9(4‘*,7), wéwczas mamy

do czynienia z zagadnieniem odwrotnym. Przedstawiony wyzej zwigzek przyjmuje
posta¢ réwnania splotowego, ktére mozna zapisa¢ jako 7g =4, gdzie T jest ope-
ratorem, ktérego posta¢ wynika z przedstawionego wyzej zwigzku.

Oczywiscie na bazie zagadnienia prostego mozna okresli¢ ré6zne zagadnienia
odwrotne. Moze to by¢ zagadnienie identyfikacji funkcji zrodta; warunku poczatko-
wego czy ktdrej$ — lub obu — funkcji opisujacej warunki na brzegach. Ta réznorod-
nos¢ zagadnien odwrotnych jest okre$lona nie tylko przez nieznane funkcje czy
wspotczynniki, ale takze przez rézne drogi pozyskiwania dodatkowych informacji
(ré6znych eksperymentdw lub zatozen okreslajacych temperature lub strumien cie-
pta w wybranym/wybranych punktach ciata bgdz w wybranych chwilach czasu),
[A94, KN95].

Bardzo wiele probleméw odwrotnych mozna opisaé przy pomocy pewnego
0golnego przedstawienia. Oznaczmy przez z nieznang charakterystyke matema-
tycznego modelu stanu obiektu czy procesu w nim zachodzacego oraz przez A
operator, ktory przeksztatca z (nieznang przyczyne) w u (skutek), znane jako
wynik eksperymentu i obarczone btedem wynikajacym z metody pomiaru i dokfad-
noéci urzadzenia pomiarowego. Wtedy zagadnienie odwrotne sprowadza sie do
rozwigzania rownania [TA77]:

Az =u,

gdzie operator A4 i prawa strona rownania u sg dane, a wyznaczy¢ nalezy z.
Przyktadowo, w zagadnieniu tomografii komputerowej nieznana przyczyna jest
funkcja znajdujaca sie pod catka (operatorem A) w rownaniu (2.5), przy czym
w zagadnieniu odtwarzania obrazu jest to funkcja ¢, a w zagadnieniach odtwarza-
nia niewyraznego obrazu czy zagadnieniach geofizyki przy podobnym rodzaju
operatora jest to funkcja k(x,y;x',»') lub A(x—x',y—y').

Wsrdd wielu innych obszaréw badawczych majgcych charakter zagadnien od-
wrotnych mozna wymieni¢ problem identyfikacji wydajnosci zrédet, takze ruchomych,
[ARRO05], przewidywania pogody, [BCL96], ustalania ksztattu obszaru zajmowanego
przez badane ciato, [NPT09], projektowania aerodynamicznych ksztattéw, [DDY04],
identyfikacji sprezysto-plastycznych wtasciwosci materiatow, [HO7], iinne.
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Wazng cecha zagadnien odwrotnych, w ktérych dane wejsciowe pochodzg
z eksperymentu, jest fakt, iz dane te znane sa tylko w przyblizeniu. Wynika to, jak
wspomniano wyzej, z metody pomiaru i doktadno$ci urzadzenia pomiarowego.
Z tego wzgledu metody rozwigzywania zagadnien odwrotnych musza charaktery-
zowac sie pewng stabilnoscig wzgledem matych zmian danych wej$ciowych.

2.4. WYBRANE METODY ROZWIAZYWANIA LINIOWYCH
ZAGADNIEN ODWROTNYCH

Wszystkie liniowe zagadnienia odwrotne mozna w uproszczeniu przedstawic
w postaci schematu blokowego (rys. 2.1).

Liniowa 2
transformacja
T

g

RYS. 2.1. Schematyczna postac liniowych zagadnien odwrotnych

Na rysunku 2.1 7: X — Y jest ograniczonym liniowym operatorem pomiedzy
przestrzeniami Hilberta X i Y, ¢ to addytywny szum, g — rozwigzanie $ciste pro-

blemu, g5 — rozwigzanie z zaburzonymi danymi wejsciowymi. Tak wiec zwigzek

pomiedzy tymi wielkosciami mozna zapisa¢ w postaci:
T¢)=g5, g5 =g+ lub Tp=g+o.

Rozwazmy opis zbioru punktéw przy pomocy linii prostej, tzw. problem dopa-
sowania modelu. Z uwagi na uzyte w tym opisie macierze operator oznaczymy
literg 4. Niech zbior {(xi,y,. )}:’il opisuje zmierzone wspoétrzedne tych punktdéw na
prostej. Szukamy opisu tej prostej w postaci y = ¢, + ¢,x . Zagadnienie jest rozwa-
zane w dwoch wymiarach, lecz przestrzeh danych jest m-wymiarowa. Jesli macierz
5=[§1,52,...,§m ]T opisuje btedy pomiaréw, zagadnienie dopasowania danych po-

miarowych do punktéw mozna opisa¢ zwigzkiem 4@ =g+ J, gdzie

11 .. 17 P .
A= , Q= o oraz g:bl Vy o e ym] .
1

X X, .. X,

W tym przypadku A4 € R™*.
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Jesli do opisu zbioru punktéw przyja¢ wielomian stopnia n—1, lub — w bardziej
ogolnym przypadku — zbior n funkcji {(po(x), o, (x),...,(pn_l(x)}, to macierz 4 bedzie
macierzg stopnia mxn oraz A R™".

Gdy liczba danych pomiarowych znacznie przekracza liczbe wspotczynnikow
w modelu matematycznym, méwimy o zagadnieniu dopasowania modelu do da-
nych. Zazwyczaj w celu uzyskania rozwigzania stosuje sie w takim przypadku me-
tode najmniejszych kwadratéw lub podobna.

Gdy 4 jest mamerza prostokatna, wowczas jedyng drogg szukania rozwigzania
réwnania Ap=g° jest rozwazenie operatora A" A lub 44" . Jedng z metod roz-
wazenia takiego problemu jest metoda nazywana rozktadem wedtug wartosci oso-
bliwych (ang. Singular Value Decomposition) lub w skrocie metoda SVD.

2.4.1. Metoda SVD a zagadnienia odwrotne

Zatozmy, ze A< R™" jest rzeczywistg macierzg prostokatng przeksztatcajgca
wektory z przestrzeni R na wektory z R". Znajomos$é macierzy (operatora) A
pozwala na zbudowanie dwéch macierzy kwadratowych symetrycznych A" 4
O wymiarze nxn oraz 44" o wymiarze mxm . Kazda z tych macierzy jest do-
datnio poétokreslona, co oznacza, ze wszystkie ich wartosci wtasne sg nieujemne.
Wektory wtasne tych macierzy mozna unormowac i otrzymac¢ w ten sposob orto-
normalne bazy w R" orazw R"

n
=1’

Oznaczmy zbiér unormowanych wektorow wtasnych macierzy A" 4 jako {vl.}
majacych odpowiadajace im wartosci wtasne 4, =24, >2..2 4, 20.

Podobnie, zbiér unormowanych wektoréw wiasnych macierzy AA4" oznaczmy
jako {ui }l"il , a odpowiadajace im wartosci wtasne jako x4, =y, 2.2 1, 20.

tatwo mozna pokazac, ze jesli v; jest niezerowym wektorem wtasnym macie-

rzy A"4,to Av, jest wektorem wlasnym macierzy AA":

(44" )(av)= Ala” A, = AGav) = 2 (av).

Podobnie, jesli u; jest niezerowym wektorem wiasnym macierzy AA4" [ to Au ;

jest wektorem wtasnym macierzy A" 4 . Ponadto, kazda niezerowa warto$¢ wtasna
A, macierzy A" A jest jednoczesnie wartoscig wiasng ; macierzy 44" . Tak wiec,
jesli obie macierze majg r niezerowych wartosci wkasnych, gdzie oczywiscie » <n
i r<m,to A =pu,.,A, =u oraz 1 =A,=0 oraz u,.,,=..=u,=0.Po-

4l T e

niewaz A4, =y, >0, k=1,..,r, wiec mozna zdefiniowa¢ zbiér wielkosci {O‘k }Z:] ,
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bedacych pierwiastkami kwadratowymi z niezerowych wartosci wlasnych macierzy
A" 4 (i takze macierzy AA" ). Mozna pokazaé, ze:

Av, =o,u, oraz A'u, =ov,, (2.6)

gdzie powtorzony wskaznik k£ po prawej stronie nie oznacza umowy sumacyjne;j,
lecz tylko mnozenie wektora przez liczbe. Same operacje majg prostg interpreta-
cie. Pierwsza oznacza liniowg transformacje 4 wektora v, € R" na wektor

o,u, € R" o diugosci o, w kierunku jednostkowego wektora u, € R™, za$ druga
— liniowa transformacje 4" wektora u, € R” na wektor o,v, € R" o diugosci o,
w kierunku jednostkowego wektora v, € R".

Z drugiej strony dla &k >r warto$ci wtasne macierzy A" 4, stowarzyszone
z wektorami wtasnymi v, , znikaja, i podobnie rzecz si¢ ma z wartosciami wlasnymi

macierzy AA" , z czego wynikaja zwiazki:
Av, =0 da k=r+1,.,n oraz A'u, =0 da k=r+1,.,m. (2.7)

Na podstawie zwigzkéw (2.6) i (2.7) dowodzi sie, ze:
A= ZO'kukvg oraz A" = ZO'kaukT. (2.8)
=1 =1

Ortonormalno$é baz {v,}_, oraz {u,}_, pozwala tatwo udowodni¢ powyzsze réwno-

$ci. Wektory {v, |

_, hazywane sg prawymi wektorami osobliwymi (ang. right singular

vectors), wektory {ui}f:1 — lewymi wektorami osobliwymi (ang. left singular vectors),
zas skalary {O'k };:l — wartosciami osobliwymi (ang. singular values) macierzy A.
Ustawiajac wektory u; jako kolumny pewnej macierzy kwadratowej U o wymia-

rze mxm, awektory v, jako kolumny pewnej macierzy kwadratowej V' o wymiarze
nxn mozna zapisac zwigzek (2.8), w postaci macierzowe;:

A=USVT", (2.9)

gdzie S jest macierzg prostokatng o wymiarach mxn, majaca niezerowe elementy
tylko na diagonali i tylko w pierwszych r kolumnach, tzn. s, =o, dla k=1,...,r.

Rozktad (2.9) nazywany jest rozktadem wedtug wartosci osobliwych.
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Znajomos¢ macierzy U, V oraz S pozwala szybko wyznaczyé uogodinione
odwrdécenie macierzy A . Oznaczajgc primem uogoélnione odwrdcenie, mamy:

A=USVT,

gdzie elementami macierzy S' sg w pierwszych r» kolumnach odwrotnosci warto-
$ci osobliwych, a w nastepnych — zera, [GL96, S98].

Rozwazmy teraz przedstawiony na poczatku czesci 2.4 problem dopasowania
modelu. Zbior {(x[, yi)};’il opisuje zmierzone wspétrzedne punktdw na pewnej
(n—1)-wymiarowej powierzchni. Jesli do opisu zbioru punktéw przyjac¢ zbiér n funkgiji
{goo(x),(pl(x),...,gonfl(x)}, to macierz A4 bedzie macierzg o wymiarze mxn, tzn.
AeR™". Przestrzen niewiadomych (dalej nazywana przestrzenig obrazu) jest
n-wymiarowa, przestrzen danych jest m-wymiarowa. Macierz & =[51,52,...,5m]T
opisuje btedy pomiardw.

Dla wiekszosci danych pomiarowych punkty nie lezg na wspomnianej po-
wierzchni, wobec czego wektor obarczonych bitedami pomiaréw danych,
g‘s :bﬁ Ve ym]T, nie nalezy do przestrzeni obrazu. Stosujagc metode najmniej-
szych kwadratéw wybiera sie rozwigzanie ¢ mozliwie jak najblizsze rozwigzaniu
doktadnemu ¢ (otrzymanemu dla przypadku braku btedéw pomiarowych).

Zastosujmy metode SVD. Bazy przestrzeni R" oraz R™ oznaczymy podobnie jak
oraz {u,|", . Zapiszemy macierz ¢’ <[y, y, ... 3] wbazie {u,}"

=1"

wyzej, tzn. (v, {7

m (5
= Zuk (u,{g )
k=1
Wodwczas dla dowolnego ¢ mamy

m r 2
Hgé _A(D“z = Z“k(u;gé)_zak“k("&”)
k=1 =1

2
m

= Zr:”k{“zfg‘;‘ak(vzfﬁﬂ)}“‘ Zuk(“;fg‘;)
k=1

k=r+1

Poniewaz wektory {ui};’;1 tworzg ukfad ortogonalny, wiec na mocy twierdzenia
Pitagorasa mamy:

le? - a4 z\ukg o, blo) + Sulel
1
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Wybor funkcji ¢ jest teraz oczywisty. Drugi czion po prawej stronie nie ma wptywu

na wynik, a z pierwszego otrzymujemy:

Dla »=n oraz dla r<n funkcja ¢ jest zatem jednoznacznie okreslona. W przy-
padku r =n rozwigzanie ma wtedy postac:

n T

A Vv, u

¢)={§ —;"Jgﬁ. (2.10)
k=1 k

Tak wiec ,najlepsza” funkcja opisujgca wspomniang powierzchnie to ta, kiéra

2
, tzn.:

minimalizuje “g5 —Ap

22
= Tin>

Jo* - adf] = migfe” - 45

HeR"

gdzie 2. jest odlegtoscia pomiedzy danymi, g°, a obrazem funkcji ¢ po prze-

transformowaniu jej operatorem A. Gdyby dane byty doktadne, tzn. gdyby 6 =0,
wowczas ta odlegtosé 7>

min

bytaby réwna zero, gdyz dane lezatyby w przestrzeni

obrazu. Warto$¢ 2. pozwala oszacowaé wielko$é szumu w danych.

Na koniec rozwazmy jeszcze, jak na rozwigzanie zagadnienia odwrotnego
wpltywajg wartosci osobliwe w przypadku, gdy wsrdéd nich wystepujg bardzo mate
wartosci. Wykorzystujac metode SVD mozna réwnanie A@=g+06 zapisac¢

w bazach {v,}!, oraz {u,}", w postaci:

g’ = (Zakukv,fj(p +0.

k=1

Rozwiagzanie ¢ réownania 4¢ = g5 ma postac, przedstawiong zwigzkiem (2.10).

Podstawienie g‘5 do zwigzku (2.10) prowadzi do nastepujacego wyniku:

C [ - 1 T n T
A v, u Vou u 5
o= S Somtors -3 woutoriihs)-pe 312,
k

k=1 Ok =1 = k=1 Ok
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Jak wida¢, odtworzenie obrazu jest sumg prawdziwego obrazu ¢ oraz czio-
nu wynikajgcego z zaktécen danych pomiarowych (szumu). Sktadowa zaktéce-
nia w kierunku wektora v, w przestrzeni obrazu wynika ze sktadowej zakt6ce-

nia w kierunku wektora u, w przestrzeni danych, podzielonego przez warto$¢
osobliwg o, .

Tak wiec, jesli warto$¢ osobliwa o, jest mata, ten skfadnik wniesie bardzo duzy
btad przypadkowy, kompletnie wypaczajacy sktadowg obrazu w kierunku v, .
Z tego powodu przy bardzo matych wartosciach osobliwych metoda najmniejszych
kwadratéw moze prowadzi¢ do bardzo wypaczonego wyniku. W takim przypadku
korzystniej jest przyja¢ wartos¢ zero, zamiast bardzo matej wartosci osobliwej.
Oczywiscie okreslenie, czy warto$¢ osobliwa jest mata czy nie, moze by¢ rozwaza-
ne tylko przy znajomosci wszystkich wartosci osobliwych.

2.4.2. Regularyzacja Tichonowa

Rozwazmy Zle postawione liniowe réwnanie operatorowe (np. typu (2.2) lub
(2.5)) w ogolnej postaci:

Tp=g. (2.11)
Tutaj 7: X — Y jest ograniczonym liniowym iniektywnym operatorem pomieg-
dzy przestrzeniami Hilberta X i Y, za§ ge R(T) c Y. Algorytmy, ktére zostang

przedstawione ponizej, uwzgledniajg fakt, ze rozwigzanie réwnania (2.11) nie

zalezy w sposo6b ciagty od danych wejsciowych i ze dane wejsciowe mogg by¢

zaburzone przez szum. Zaktadamy, ze mamy do dyspozyciji tylko dane zaburzo-
S .o

ne g° ize:

|&” ~¢] <. (2.12)

Problem rozwigzania réwnania (2.11) z zaburzonymi danymi wejsciowymi g5

mozna sformutowaé réwnowaznie jako znalezienie minimum funkcjonatu
S 112

Jo— HT(p—ng w X

Oczywiscie rozwigzanie tego problem minimalizacji takze nie zalezy w sposdb
ciggly od danych. Jedng z mozliwosci przywrécenia stabilnosci jest dodanie do
tego funkcjonatu funkcji kary zawierajgcej odlegtos¢ od ¢ do pewnego poczatko-
wego wyboru ¢y:

10)=ro-¢°[ +alo-al
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Funkcjonat J, (go) nazywany jest funkcjonatem Tichonowa, a parametr o > 0

jest nazywany parametrem regularyzacji. Jezeli zaden poczatkowy wybér dla ¢
nie jest znany, ktadziemy ¢, = 0.

Prawdziwe jest nastepujgce twierdzenie:

Funkcjonat Tichonowa J, ma doktadnie jedno minimum goft w X dla wszystkich

a>0, g5 €Y i ¢ € X. To minimum dane jest wzorem:
o =T +at) (I"g" + ag,)
gdzie T’ jest operatorem sprzezonym do operatora T .

Operator T'T+al jest odwracalny i ograniczony, tak wiec (pg zalezy w sposob
ciagty od g° .

Gdy juz zostato znalezione rozwigzanie (pf, mozemy poszukac lepszego przy-
blizenia przez zastosowanie regularyzacji Tichonowa ponownie, uzywajac ¢;§ jako

wartoéci poczgtkowej (startowej) ¢y. To prowadzi do iteracyjnej regularyzacji Ti-
chonowa:

(/’g,o =0,

o) =T +a)' (g’ +agl,), n=z0.

Zauwazmy, ze nalezy odwrdci¢ tylko jeden operator, T'T+al, aby obliczy¢
qpf;n dla dowolnego n € N. Na wyrazenie (p(fﬂ mozna metodg indukcji wyprowa-

dzi¢ nastepujacy wzor:

o) =la+1T)" ("7 ((a] +T'T) - a”]JT* g’

W iterowanej regularyzacji Tichonowa # jest ustalone, a wybdr parametru regu-
laryzacji « jest okreslony przez jakas zasade wyboru (np. przez podang nizej za-
sade niezgodnosci Morozowa). Mozna jednak ustali¢ warto$¢ parametru regulary-
zacji, a metode traktowac jako metode iteracyjng. W takim przypadku mowi sie
0 metodzie Lardy’ego, [HG98].

Szerszy opis metody regularyzaciji Tichonowa mozna znalezé w wielu pozy-
cjach ksigzkowych i artykutach naukowych, np. [T63, TA77, BHTYO06], i innych.
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2.4.3. Iteracja Landwebera
Inny sposéb rozwigzania réwnania (2.11) z zaburzonymi danymi wejsciowymi g5

to minimalizacja funkcjonatu JO((p)zuT(p—g‘S ’

metodg najwiekszego spadku.

Mozna udowodni¢, [H02], ze kierunek najwiekszego spadku to 7 :—T*(T¢—g5).

To prowadzi do wzoru rekurencyjnego:

2 =0, ¢u=0,-uT"(Tp,~g°), n>0, (2.13)
znanego jako iteracja Landwebera. Parametr okreslajacy wielkos¢ kroku, z, musi
by¢ wybrany tak, ze y“T*T” <1. Mozna pokaza¢ metodg indukcji, ze n-ta iteracja
Landwebera jest dana wzorem:

¢>n=§(1—ﬂT*T)'ﬂT*g5

Jj=0

Rzeczywiscie, to rownanie jest w sposéb oczywisty prawdziwe dla n = 0, a je-
zeli jest prawdziwe dla n, to:

o =1~ 1" Tp, + 1" g? =3 (1= 'Y 1”5,

J=0

Wskaznik zatrzymujacy iteracje n = N petni role parametru regularyzacji. | o ile
w regularyzacji Tichonowa poprawiajgcy doktadnos¢ rozwigzania przyblizonego para-
metr regularyzacji « dgzy do zera, o tyle w iteracji Landwebera parametr regularyzaciji n
dazy do nieskohczonosci. Problem wyboru parametru regularyzaciji jest oméwiony nizej.
Jesli pewien poczatkowy wybor ¢, jest znany, iteracja powinna wystartowa¢ od

@, - Ten przypadek mozna sprowadzi¢ do (2.13) wprowadzajac dane §‘S =g-To,.
lteracje Landwebera ¢, odpowiadajace tym danym sag zwigzane z ¢, zwigzkiem
0, =0, — ¢y, n=0.

Szerszy opis iteracji Landwebera mozna znalez¢ w wielu monografiach i artyku-
tach naukowych, np. [HNS95, EHNOO, CELMROO] i in.

2.4.4. Wybor parametru regularyzacji — zasada niezgodnosci Morozowa

Kluczowym problemem dotyczgacym regularyzacji Tichonowa, jak réwniez in-
nych metod regularyzacji, jest wybér parametru regularyzacji. Dla iteracji Landwe-
bera role parametru regularyzacji odgrywa liczba iteracji. Dla regularyzacji Ticho-
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nowa z poczatkowym wyborem ¢, =0 catkowity bfad go—(og mozna - korzystajac
z tozsamosci (T*T + ocl)_l (T*T + al)w =@ - zdekomponowac¢ jak nizej:

o-ot = o-Trat) T (T vat) Tl )
-1

—arT+al) o+ (0T +aa)' T (g - ¢%).

Pierwszy czlon po prawej stronie, a(T T+al )Aga, jest nazywany btedem aprok-

symaciji, za$ drugi, (T*T+a1)_lT*(g—g‘5), btedem zaburzenia danych. Formalnie
(przynajmniej w przypadku, gdy T jest niezerowg wielokrotnoscig operatora tozsamo-
$ciowego) btad aproksymacji dazy do 0, gdy a— 0. Z drugiej strony, operator
(T*T+a1 )_IT* formalnie dazy do nieograniczonego operatora 7', mozemy wiec
oczekiwac, ze propagowany btad zaburzenia (drugi wyraz po prawej stronie) danych
nagle wzrosnie, gdy a — 0. Nalezy wiec przyja¢ kompromis pomiedzy doktadnoscig
i stabilnoscia: w przypadku gdy parametr regularyzacji « jest zbyt duzy, otrzymuje sie
stabe przyblizenie dokladnego rozwigzania nawet dla doktadnych danych, a jesli jest
zbyt maty, procedura staje sie niestabilna. Optymalna wartos¢ « zalezy zaréwno od
poziomu zaburzenia danych ¢, jak i od doktadnego rozwigzania ¢.

Istniejg rozne strategie wyboru parametru regularyzacji. Najbardziej znana jest
zasada niezgodnosci Morozowa, [M66, G83, M93]. Wynika z niej, ze nie powinno
sie dazy¢ do spetnienia rownania operatorowego doktadniej niz btad zaburzenia
danych. Bardziej precyzyjnie, bazuje ona na wybraniu najwiekszego parametru
regularyzacji aza(&,y‘s) takiego, ze pozostato$c HTgog —g‘s” jest mniejsza lub

réwna 70, gdzie 7 >1 jest pewnym ustalonym parametrem:
o )_ . S5 )
a(5,y ).— sup{a >0: HT% -g H < Té‘}.
Zazwyczaj wystarczy okresli¢ parametr a przy pomocy nieréwnosci:
7,0 < HTgog —g‘s” <1,0,

gdzie 1<, <7,.

W przypadku metod iteracyjnych, takich jak iteracja Landwebera, zasada nie-
zgodnosci stanowi kryterium zakorczenia procesu iteracyjnego na pierwszym in-
deksie N, dla ktérego przy ustalonym 7 >1:

HTga,‘f, —g‘SH <1< ”T(p,‘f - g‘SH dla wszystkich n < N —1.
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2.4.5. Metoda gradientéw sprzezonych

Jedng z posrednich metod rozwigzywania zagadnien odwrotnych jest metoda gra-
dientéw sprzezonych (MGS). Metoda ta zostata po raz pierwszy opublikowana w 1952
roku, [HS52]. Stosuje sie jg do réwnania (2.11) zapisanego w postaci normalnej, tzn.:

T'Top=T"g.

Metode te charakteryzuje warunek optymalnosci w postaci:

Tp-g°

oz - = o

0k, T*T,T*gﬁ)

>

gdzie K, {T"T,T"g°} =span{(T'T)'T"g° : j =1,...,n} jest podprzestrzenig Krylowa.

Aby zilustrowa¢ MGS jako metode iteracyjna, rozpatrzmy uktad réwnan zapisa-
ny w postaci macierzowe;j:

Agozg‘S.

O macierzy A, nxn, zaktada sie, ze jest symetryczna i dodatnio okreslona.

Rozwigzaniem tego réwnania jest pewien wektor z przestrzeni R". Wektor ten
przedstawimy w bazie tej przestrzeni. Zauwazmy, ze rozwigzanie rozwazanego
réwnania minimalizuje nastepujaca forme kwadratowa;

f(¢))=%¢)TA¢)—g‘5¢)-
Zatem jako pierwszy wektor bazy wygodnie jest przyja¢ gradient funkciji f(w) dla
zerowedo przyblizenia rozwigzania.

Przyjmijmy jako pierwsze przyblizenie ¢, =0. Wdwczas gradient f((p) osigga
wartosc Agoo—g5 :—g‘s. Jako pierwszy wektor tej bazy przyjmiemy pierwszg
reszte z dziatania operatorem A na przyblizenie zerowe, tzn. p, =7, :g5 (gra-
dient funkgciji f((p) ze znakiem minus). Reszta z odjecia od wektora p, rezulta-
tu dziatania operatorem A na kombinacje liniowg do tej pory wyznaczonych
wektoréow bazy (tu — na wektor p,) powinna by¢ prostopadta do p,, co ozna-
pog’
PoT Do

cza, ze pg(gE—AaopO):O. Stad o, = . Te reszte definiuje sie jako

n= g‘s —ay,Ap,. Nastepne przyblizenie rozwigzania okre$la sie jako
o, =@, +a,p,. OkreSlenie kolejnego wektora bazy prowadzi do sytuaciji, w ktérej
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konieczne jest pamietanie wszystkich poprzednich wektoréw bazy i wszystkich
poprzednich reszt, dlatego — rezygnujac z monotonicznosci w maleniu reszt —
wprowadza sie uproszczong procedure, w ktoérej pamietane sg tylko poprzedni
kierunek i poprzednia reszta.

Algorytm, prowadzacy do rozwigzania, ma postac nastepujaca;:

— dlak=0:
r=g"—Ap,,
Py =",

— nastepnie w petliod k= 1:
poczatek petli:
I"TI"
o =———,
Pi Apy
Pl =P T O Dy s
Vit =T — APy
Gdy r,,, jest dostatecznie mate, petla zostaje zakonczona, rozwigzaniem

jest funkcja ¢, ; w przeciwnym wypadku:

T
ﬁ . By
k T
T T

Prs1 =T T B P »

k=k+1;

wracamy na poczatek petli.

MGS stosuje sie takze do réwnania (2.11) zapisanego w postaci normalnej, tzn.:
T'To=T"g°.
Metode te charakteryzuje warunek optymalnosci w postaci:

T¢?—g§“,

ot s -

ek, \T'T,T"g°

gdzie K, (T°T,T"g°)=span{(T'T)’ T g’ : j=1,...,n} jest podprzestrzenig Krylowa.
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Algorytm, prowadzacy do najlepszej aproksymacji rozwigzania zagadnienia od-
wrotnego, jest na postaci normalnej rownania okreslony nieco inaczej niz ten
przedstawiony wyzej. Ma on postac nastepujaca:

— dlak=0:
gog =0 — zerowa aproksymacja rozwigzania;
ponadto dalej potrzebne sa;

") _ ot
n=8",85=p=Tr,;

— dlak=1,2,... azdo momentu, gdy s,_, jest dostatecznie mate lub réwne zero:

qr :Tpk’

2

— 2/
A —”Sk—l” ||‘1k

2
5_ 5

Or =P TG

rk = rk—l - O.’qu s

*
s, =T r,

2

b

2
B = ||Sk || / ||Sk—1

Prs1 =Si + B Dy

Zauwazmy, ze (pf zalezy nieliniowo od g5 . Ponadto mozna pokazag¢, ze prze-

ksztatcenie g‘s = (p,‘lS jest nieciggte. Oba te fakty powodujg, ze analiza metodg

gradientow sprzezonych jest trudniejsza niz analiza innymi metodami. Pewne za-
stosowania tej metody mozna znalez¢ na przyktad w pracach [B87a, HW99] czy
[EYMMO9].

2.4.6. Metoda Levenberga-Marquardta

Algorytm Levenberga-Marquardta jest jednym z najcze$ciej wykorzystywanych
algorytmow optymalizacji nieliniowej, w szczegdlnosci w nieliniowym zadaniu naj-
mniejszych kwadratéw. Jest to algorytm iteracyjny, faczacy w sobie cechy metody
najwiekszego spadku i metody Gaussa-Newtona.

Podstawowym zastosowaniem algorytmu Levenberga-Marquardta jest rozwig-
zywanie metodg najmniejszych kwadratéw zagadnienia dopasowania krzywej do
uktadu punktéw. Problem mozna sformutowa¢ nastepujaco:
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Dany jest uktad m punktow, {(xl,yl )} . Dla poszukiwanej krzywej f(x B) nalezy
znalezé wektor optymalnych parametrow B’ =(p,,....B,) , dla ktérego suma kwa-
dratéw odchylen wartosci funkcji f (x,B) w punktach x; od wartosci y,, okreslona

w postaci:
1 m
= 2. b= /G B (2.14)
i=1

jest najmniejsza. Mnoznik 2 przed sumg dodano po to, by w pochodnych tej sumy
unikng¢ mnoznika 2.

Algorytm Levenberga-Marquardta jest procedurg iteracyjng. Aby rozpoczaé¢ algo-
rytm minimalizacji, trzeba okresli¢ poczatkowy wyboér wektora parametréw, PB.

W wielu przypadkach standardowg wartoscig poczatkowg tego wektora sg same

jedynki lub same zera, ale zdarzajg sie przypadki, gdy algorytm jest zbiezny, tylko

jezeli poczatkowa warto$¢ wektora parametrow jest bliska rozwigzaniu koricowemu.
W kazdym kroku iteracyjnym wektor parametréw, B, jest zastepowany przez

nowe oszacowanie, B+ 0. Aby okresli¢ wektor poprawek, o, funkcje f(xi,B+6)
przybliza sie jej zlinearyzowang aproksymacja:

f(x,B+8)~ f(x,B)+J.3,

gdzie:
_af(éxi’ﬁ) lub JHZM i j=12,..m

Warto zauwazy¢, ze J = [JU.] jest jakobianem zbudowanym z pochodnych czast-

kowych funkcji f (xl.,B) (jest macierzg kwadratowa stopnia m ).
Dla optymalnego wektora parametréw, Bapt, gradient sumy kwadratéw odchy-

len wartosci funkcji f(x,B) w punktach x, od wartosci y,, VS(B), bedzie réwny
zero. Na mocy przyblizenia funkgciji f(xi,[3+6) jej zlinearyzowang aproksymacja,
dla matych poprawek 6 sume S([5+6) mozna zapisa¢ w postaci (por. (2.14)):

i )-J3.8)

lub w notacji wektorowe;j:

|3+8

NI»—‘

S(B+8) —||y £(B)-J5|".
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Przyjecie gradientu VS(|3 +J ) rownego zero prowadzi do nastepujacego zwigzku:
VS(B+5)=0=—3"[y—£(B)]+(373)5 =vs(B)+ (1735

Stad optymalny wektor poprawek, o, jest réwny:

5=—(03)'vs(p)=(r"3) 9" [y -1(p)

Jesli przyja¢, ze 6 =p,,, —B,, wowczas powyzsza réwnos¢ przyjmie postac:

B.. =B, —(373)'Vs(p). (2.15)

Gdy zamiast (J 'y )71 podstawiC statg u, powyzszy wzor opisuje metode naj-
wiekszego spadku.

Posta¢ (2.15) wzoru na wektor B.,, jest charakterystyczna dla metody Gaussa-
Newtona.

Wielkos¢ J”J dla matych wartosci poprawek, &, (gdy funkcje f(xl.,[i) mozna
w otoczeniu interesujacego nas punktu aproksymowacé funkcjami liniowymi wzgle-
dem parametrow f,, i,=1,2,...,m) staje sie w przyblizeniu réwna VZS(B), czyli
hesjanowi H([i) sumy kwadratoéw odchytek:

H(p)=[J(B)] I(B). (2.16)

Levenberg, [L44], zauwazyt, ze we wzorze (2.15) do macierzy J ’J mozna do-
da¢ AI, gdzie I jest macierzg jednostkowa, a czynnik A — liczbg rzeczywista:

By =B, — (173 + 1) ' VS(B)=p, + (079 + 1) 37 [y —£(B)] 2.17)

Dzieki takiemu zabiegowi wspdtczynnik stojacy przy VS(B) we wzorze (2.17)
dla matych wartosci A przyjmuje warto$¢ jak we wzorze (2.15), zas dla duzych

1
wartosci, gdy mozna potozy¢ yzz, wzor (2.17) przyjmuje postaé zblizong do

metody najwiekszego spadku.

Algorytm dostosowuije sie do tego, czy funkcja S(B) zwieksza swojg warto$c¢, czy
zmniejsza. Intuicja podpowiada, ze gdy btad Sredniokwadratowy sie zwieksza, po-
winno sie zwiekszyé A, aby wspétczynnik stat sie blizszy stosowanemu w metodzie
najwiekszego spadku, za$ gdy btad sie zmniejsza, wowczas A sie zmniejsza, aby
wspotczynnik stat sie blizszy temu w metodzie Gaussa-Newtona (blizszy hesjanowi).
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W algorytmie Levenberga niekorzystne jest to, ze jezeli warto$¢ czynnika A jest
duza, odwrdcenie macierzy J'I+ 1 czy H+ Al jest bardzo trudne. Marquardt,
[M63], udoskonalit algorytm Levenberga i zastgpit macierz jednostkowg I macie-
rzg diagonalg diag(.] r J§ (zawierajaca na gtéwnej przekatnej wyrazenia przekat-

niowe macierzy J N | ), przeksztatcajac wzor (2.17) do postaci:

By =B, — (079 + Adiag(d"3)) ' VS(B) =B, + (79 + Adiag(a”3)] ' 7 [y —£(B)]
(2.18)

W ten sposob uzyskuje sie efekt dtuzszych krokéw w kierunku, w ktérym gra-
dient jest mniejszy.

Algorytm Levenberga-Marquardta mozna by wiec zapisa¢ nastepujaco:

1. Oblicz wartos¢ B,,, na podstawie B,z réwnania (2.18).

2. Oblicz wartosé btedu S(B) dla B,,, na podstawie wzoru (2.14).

3. Jesli btad wzrést, wré¢ do wartosci B;, zwieksz warto$¢ 4 k-krotnie i wré¢ do
kroku 1 (przyblizenie liniowe minimalizowanej funkcji w otoczeniu B, okazato
sie nie dos¢ Sciste, wiec zwieksza sie "wptyw" metody najwiekszego spadku).

4. Jesli blad zmalat, zaakceptuj ten krok i zmniejsz warto$¢ A k-krotnie (zatoze-
nie o liniowosci minimalizowanej funkcji w otoczeniu P, okazato sie wystar-
czajaco Sciste, wiec zwieksza sie "wplyw" metody Gaussa-Newtona).

Zazwyczaj przyjmuje sie k= 10.

Najwiekszg zaletg algorytmu Levenberga-Marquardta jest jego szybka zbiez-

nos¢ w poréwnaniu z konkurencyjnymi metodami. Najkosztowniejszg operacjq jest

natomiast wyznaczenie macierzy odwrotnej, ktére w praktyce jest przeprowadzane
w sposo6b przyblizony, na przykifad przy uzyciu metody SVD.

2.4.7. Regularyzacja przez dyskretyzacje

Zagadnienia odwrotne moga by¢ regularyzowane przez dyskretyzacje. Na ogét
ograniczenie operatora T do jakiejkolwiek skonczonej podprzestrzeni X" c X
prowadzi do dobrze postawionego problemu, jako ze liniowe operatory na skon-
czenie wymiarowych przestrzeniach sg zawsze ograniczone. Jednakze liczba uwa-
runkowania (ang. condition number) skohczenie wymiarowego problemu moze by¢
bardzo duza; zalezy ona od wyboru X" . Podczas gdy np. dla rézniczkowania
wiadomo, jak wybra¢ skohczenie wymiarowa podprzestrzen w taki sposéb, aby
mie¢ kontrole nad liczbg uwarunkowania, odpowiednie skonczenie wymiarowe
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podprzestrzenie dla wielu probleméw nie zawsze sg znane apriori, a obliczenia
numeryczne w takich przestrzeniach sg zwykle zbyt kosztowne.

W regularyzacji przez dyskretyzacje rozmiar skonczenie wymiarowej podprze-
strzeni dziata jak parametr regularyzacji. Dlatego asymptotyczne rozwigzanie staje
sie mniej wiarygodne, jezeli dyskretyzacja staje sie bardziej gesta (ang. gets finer),
[N77], [EHNOO, podrozdz. 3.3], [K89, rozdz. 17].

2.4.8. Inne metody rozwiagzywania zagadnien odwrotnych

Wsréd wielu metod rozwigzywania liniowych i nieliniowych zagadnien odwrot-
nych w wielu dziedzinach techniki, fizyki matematycznej, réwnan rézniczkowych
czastkowych i innych, wyrézni¢ mozna takie jak:

— metoda przewidywania rozwigzania w postaci szeregu,

— metoda transformacji Laplace’a,

— metody transformaciji catkowych,

— metody oparte na teorii potencjatow,

— metody iteracyjne,

— metody regularyzaciji,

— metody zrédet pozornych,

— metoda rozwigzan podstawowych,

— metoda wspotczynnikéw wrazliwosci,

— metoda filtru Kalmana,

— metody stochastyczne i podejscie probabilistyczne,

— metoda elementéw skonczonych i metoda elementéw brzegowych,

— iwiele innych.

Metoda przewidywania rozwigzania zagadnienia odwrotnego w postaci szeregu
zostata przedstawiona w pracy [B64], a takze w pracach [D66, K67] i w wielu p6z-
niejszych publikacjach. Praca [B64] dotyczyta identyfikacji wartosci brzegowych
temperatury, a rozwigzanie byto podane w postaci nieskohczonego szeregu po-
chodnych temperatury i strumienia ciepta wzgledem czasu. W pdézniejszych latach
metoda ta byta stosowana z powodzeniem do przedstawiania rozwigzan zagad-
nien odwrotnych w réznych obszarach zainteresowan z wykorzystaniem réznych
postaci szeregow i wielomianow, [A97, H99, F99, G03 i in.].

Metoda transformacji Laplace’a byta wykorzystywana do szukania przyblizo-
nych rozwigzan zagadnien odwrotnych, szczegolnie w okresie poprzedzajacym
powszechng dostepnosé komputeréw. Mozna tu wspomnie¢ prace [CG80, GCK81,
GK82, M00, MALMHO03, CG10, i in.].

Specyfika réznych zagadnien odwrotnych wymuszata korzystanie z transformaciji
catkowych. Tak byto np. w przypadku rozwigzywania zagadnien zwigzanych z tomo-
grafig komputerowa, [N99]. Podejscie oparte na opisie rozwiazan przy wykorzystaniu
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potencjatéw, czy ich reprezentacji catkowej, zaprezentowano m.in. w pracach [G89,
SS02, AK04, JWO06] i in.

Metody iteracyjne sa szczegdlnie czesto wykorzystywane w réznego typu za-
gadnieniach odwrotnych, [VV86]. Oprécz wspomnianych juz metod Landwebera
czy Lardy’ego wielu autoréw wprowadza wtasne metody iteracyjne, [YZ09, DS05,
J05, JM02].

Wiele metod regularyzacji bazuje na regularyzacji Tichonowa. Sg jednak roz-
maite inne podejscia, np. hybrydowe [LCHO6], oparte na produkcji entropii, [CO5,
LS06, CFGO7], quasi-Tichonowa [CLO08]; potaczenie podejscia Tichonowa i opar-
tego na entropii [M00Oa]; regularyzacja Fouriera [XFL06, FL09] i inne.

Metode zrédet pozornych w zastosowaniu do zagadnien odwrotnych prezento-
wano m.in. w pracach [E90, KS01, VW04, JL08, TWO07]. Metoda rozwigzan pod-
stawowych czesto jest stosowana w potaczeniu z innymi metodami, [JMO7,
CKSO08, AM09, BIJLO9]. Metoda wspotczynnikow wrazliwosci, nazywana tez meto-
da specyfikacji funkcji, zostata przedstawiona w monografii [BBC85], a nastepnie
stosowana w wielu pracach, np. [B95, KS00, KO1, KS01a, MMDO03, MMS08], takze
w potaczeniu z innymi metodami.

Metode filtru Kalmana i podejscie probabilistyczne zaprezentowano m.in. w pra-
cach [AS97, E99, ANZ04, IKKKKO7].

Prace, w ktérych stosowane sg metody elementéw skonczonych, elementéow
brzegowych, réznic skonczonych oraz metod hybrydowych, bazujacych na ele-
mentach skonczonych, to m.in. [C00, DDY04, MEHILWO04, NN05, RK06, MGO0S,
GLMO08, GL10].

Wsréd wielu innych metod mozna jeszcze wymieni¢ metode gradientdow sprzezo-
nych, [PN98, HW99, PY00], wygtadzania danych, [M93a, D94], metode falek, [EBR99,
FZQO03], algorytm genetyczny, [MEILO5, PB05, DMAUOQS], podejscie bayesowskie,
[WZ04, YYFQ09] i inne.

Nie sposdb wymieni¢ wszystkich metod stosowanych przy rozwigzywaniu zagad-
nien odwrotnych. Jedna z nich, oparta na wykorzystaniu wtasnosci funkcji Trefftza,
jest oméwiona na kartach tej monografii.






3. Funkcje Trefftza i ich wtasnosci

3.1. METODA TREFFTZA

W swoim artykule z 1926 roku, [T26], Trefftz zaprezentowat idee przyblizania
rozwigzania réwnania harmonicznego kombinacjg liniowag funkcji, spetniajgcych
réownania Laplace’a (funkcji harmonicznych) jako alternatywe dla metody Ritza
rozwigzywania zagadnien brzegowych. Od czasu tej pracy funkcje, spetniajace
tozsamos$ciowo zadane rownanie rézniczkowe, nazywa sie funkcjami Trefftza.

Oczywiscie wyznaczenie jakiej$ funkcji, spetniajacej rozwazane réwnanie réz-
niczkowe, nie oznacza od razu, ze jest ona funkcjg Trefftza. Dla danego réwnania
wyznacza sie zbior takich funkcji. Zgodnie z ideg przedstawiong w pracy [T26]
funkcje te muszg mie¢ te wiasnosc¢, ze rozwigzanie Sciste rozwazanego rownania
rézniczkowego z zadanymi warunkami brzegowymi (gdy jedng ze zmiennych jest
czas, to takze z warunkami/warunkiem poczatkowymi/poczatkowym) mozna opisac
w sposob przyblizony przy pomocy kombinacji liniowej tych funkcji. Wowczas wa-
runki spetnione sg w sposob przyblizony, zas rownanie w sposoéb Scisty.

Taka metoda rozwigzywania rownan rozniczkowych nosi nazwe metody Trefft-
za. Jest ona stosowana przy rozwazaniu réwnan rézniczkowych postaci:

Tp=g, (3.1)

gdzie T jest operatorem rézniczkowym, dziatajgcym na funkcje okreslone w pew-
nym obszarze ﬁ, przy czym ¢ e CN(ﬁ), gdzie N jest nie mniejsze niz rzad réw-
nania rozniczkowego. Ponadto zaktada sie, ze ¢EL2(§~2); to zatozenie jest po-
trzebne ze wzgledu na sredniokwadratowe dopasowywanie przyblizonego rozwia-
zania rownania (3.1) do warunkéw brzegowych i — gdy wystepuje zaleznosé od
czasu — poczatkowych. Gdy obszar Q zawiera zmienng czasowg, wygodnie jest
zapisac, ze Q :Qx(O,t), gdzie Q jest obszarem zajmowanym przez rozwazany
osrodek, zas (O,t) — przedziatem czasu. O brzegu obszaru ) zaktada sie, ze jest

kawatkami gtadki.
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Gdy zbior tych funkcji jest zupetny, tzn. gdy stanowig one baze przestrzeni roz-
wigzanh rozwazanego rownania rozniczkowego, wowczas nazywa sie je T-funkcjami
lub funkcjami T-kompletnymi, [H80].

Jesli w réwnaniu (3.1) g =0, woéwczas mowimy, ze jest ono jednorodne. W przy-
padku gdy g # 0, tzn. gdy rozwazane jest rownanie niejednorodne, zakiada sie, ze
funkcja opisujaca niejednorodnosé (nazywana tez funkcjg zrodta badz po prostu
zrodtem) jest dostatecznie wysokiej klasy ciagtosci, aby mozna jg byto opisa¢ z do-
brym przyblizeniem skonczong liczbg wyrazéw szeregu Taylora, tzn.:

dg d* dav
gl +Ax,,....x, +Axk)=g(xl,...,xn)+l—‘?+7'g+...+ N;g +Ry.,, (3.2

gdzie:

()
ol”gz(a—gAxl +...+a—gAxkj ,

Ox, ox;,

zas R, jestresztg szeregu, [F66].

Idea metody Trefftza polega zatem na znalezieniu ukiadu funkcji spetniajacych
w sposéb Scisty rozwazane réwnanie rézniczkowe, a nastepnie przyblizeniu rozwig-
zania zagadnienia brzegowego (poczatkowo-brzegowego) dla tego réwnania kombi-
nacjq liniowa tych funkcji. Wtedy to przyblizone rozwigzanie spetnia réwnanie réznicz-
kowe, natomiast warunki poczatkowe i brzegowe spetnione sg w sposéb przyblizony.

Gwattowny rozwoj metody Trefftza rozpoczat sie z koncem lat siedemdziesia-
tych dwudziestego wieku pracami Herrery i Jirouska [H77, J78, HS78, H80, H84,
H84a]. J. JirouSek przedstawit rezultaty stanowigce podstawy rozwoju metody ,du-
zych elementéw skonczonych lokalnie spetniajgcych wszystkie réwnania pola”.
W pracy [JG86] po raz pierwszy autorzy uzyli sformutowania hybrid-Trefftz finite
element, wigzac tym samym te metode z wynikami E. Trefftza. W wyniku badan
stwierdzono, ze z danym réwnaniem rézniczkowym zwigzane sg dwa uktady funk-
cji T-kompletnych, [Z289]: pierwszy dla obszaréw ograniczonych oraz drugi dla ob-
szaréw nieograniczonych. W przypadku obszaréw ograniczonych wymaga sie od
funkcji braku osobliwosci wewnatrz obszaru. Dla obszaréw nieograniczonych funk-
cje powinny dazy¢ do zera w nieskonczonosci (warunek wypromieniowania).

W pracy [HS78] pokazano, jak uzyskiwac funkcje T-kompletne. Dokonuje sie tego
przez catkowanie funkcji Greena z odpowiednig waga. Wagami sg ciagte i liniowo
niezalezne funkcje. Sa one inne dla obszaréw ograniczonych i dla obszaréw nie-
ograniczonych. Prostym przyktadem uktadu funkcji T-kompletnych dla obszarow
ograniczonych i dla réwnania Laplace'a sg funkcje harmoniczne. Szerszy przeglad
funkcji tego typu znalez¢ mozna w monografii [Z89].
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Obok funkcji uzyskanych metoda podang przez Herrere (funkcje Herrery) nale-
zy wymieni¢ systemy T-kompletnych funkcji Kupradze [K79]. Sa to funkcje Greena
0 osobliwosciach poza rozwazanym obszarem.

Oprocz wspomnianych wczesniej autorow zajmujgcych sie ta tematyka nalezy
wymieni¢ Jirouska i Leona [JL77], A. Wrdblewskiego, [JW96], B. Szybihskiego, A.P.
Zielinskiego, [SZ95], J.A. Kotodzieja, [K01a], O.C. Zienkiewicza, [ZZ85], A. Maciaga,
[M09] i wielu innych, np. [JC95, BHP97, KFK98, PBH00, SSK02, KW03, CGML04,
QO04, L08, LQWO08]. Zakres tematéw poruszanych w pracach wymienionych autoréw
jest szeroki — od zagadnien zginania grubych, cienkich i ortotropowych ptyt [JCZ93,
JG86, JN9OO, JWQH94, JWH95, JWS95] poprzez problemy elastoplastycznosci
i sprezystosci, [Z88, BPF01, LQWO08], analize peknie¢, [SZ06], przeptywu ptyndw,
[PBHO00], skrecania preta, [KWO03], az do réownan falowych, [M09]. Ogromng zastuga
tych badaczy byto zastosowanie funkcji Treffza jako funkcji bazowych MES i MEB
[H84a, ZZ85, JV90, J93, JW94, SZ95, WSSZ04] oraz w metodzie kollokacji brzego-
wej [FL98, FL99, KO1a]. Obszerng monografie poswiecong m.in. zastosowaniom
funkcji Trefftza w metodzie kollokacji przedstawili Kotodziej i Zielinski, [KZ09].

Metodg Trefftza byty badane gtéwnie zagadnienia liniowe, jakkolwiek nalezy row-
niez wspomnie¢, ze metoda T-funkcji moze by¢ stosowana do rozwigzywania za-
gadnieh nieliniowych [UO8].

Czas w postaci ciagtej wystepowat przez wiele lat w bardzo nielicznych pracach
wykorzystujacych funkcje Trefftza. Jest tak na przyktad w pracy [BS87], w kiorej
rozwigzano problem drganh nieskohczonej ptyty sztywnej spoczywajgcej na sprezy-
stej potprzestrzeni. Dopiero zwrécenie uwagi na ponowne ,odkrycie” w latach
dziewiecdziesigtych ubiegtego wieku pracy Rosenblooma i Widdera, [RW56], oraz
powigzanej z nig pracy [YFK83] zapoczatkowato powstanie wielu artykutdw, pre-
zentujacych nowe podejscie do metody Trefftza, oparte na generowaniu wielomia-
noéw rozwigzujacych. Mozna tu wspomnieé¢ prace [D86, D90, HM92, T95a, C98,
FH98, H99, CFH99, CFH99a, CFKO01, CF02, CFS03] i inne. Zasadnicza idea po-
zostata taka sama jak w pracach wczesniejszych. Réznica uwidocznia sie w podej-
Sciu do czasu wystepujacego w zagadnieniach niestacjonarnych: pozwala ona
uwzglednié czas jako petnoprawng zmienng, bez koniecznosci wprowadzania jego
dyskretyzacji. Zakres zmiennej czasowej jest dzielony na przedziaty, lecz otrzyma-
ne rozwigzania sg w tych przedziatach ciagte, czesto nawet klasy C” ze wzgledu
na zmienng czasowa. Warto takze wspomniec¢ prace [R97], w kiorej, takze bazujac
na pracy [RW56], podano wielomiany rozwigzujace dla pewnej klasy réwnan para-
bolicznych i udowodniono, ze sg one funkcjami Trefftza. Dla tych samych réwnan
przedstawiono sposob ich wyprowadzenia oraz ich wlasnosci we wspomnianych
wczesniej pracach, szerzej omowionych w dalszych rozdziatach.
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Szybko okazato sie, ze w uktadach innych niz kartezjanski, metodg stosowang
w wyzej wymienionych artykutach generuje sie funkcje Trefftza, ktére nie sg wielo-
mianami, [FH98, F99, FGH99, HHSO01].

Najbardziej znaczaca pozycjg wsréd publikacji prezentujgcych to podejscie jest
monografia [CF00]. Opisano w niej trzy sposoby generowania funkcji Trefftza.

Pierwszy — to wykorzystanie réwnania rzadzacego procesem w rozwinieciu
spetniajacej to rownanie funkcji w szereg Taylora. Drugi sposéb polega na wyko-
rzystaniu tzw. funkcji generujacej, ktérej posta¢ zwykle otrzymuje sie, rozwigzujac
analizowane réwnanie rézniczkowe metoda rozdzielenia zmiennych. Trzeci sposéb
polega na zastosowaniu operatoréw odwrotnych (rozwdj tej techniki zostat opisany
m.in. w pracach [CF03, CF03a, CF03b, S04]).

Wymienione trzy metody znajdujg zastosowanie przy generowaniu funkcji Trefft-
za dla liniowych réwnan rézniczkowych czastkowych. Dla dowolnych réwnanh réz-
niczkowych czastkowych nie istnieje ogdlna metoda generowania funkgji Trefftza.

We wspomnianej monografii [CF00] rozwazono réwnanie niestacjonarnego prze-
ptywu ciepta, rownanie harmoniczne, biharmoniczne, Poissona, Helmholtza oraz
jednowymiarowe rownanie falowe. Uzyskane funkcje, nazwane funkcjami rozwigzu-
jacymi, moga by¢ takze wykorzystywane jako funkcje bazowe MES, [C99].

W dalszych pracach znaleziono zastosowania metody Trefftza w zagadnieniach fa-
lowych, [M04, M05, MWO05, MWO05a], w zagadnieniach elastokinetyki [MO7], i w wielu
innych problemach.

W nastepnych podrozdziatach zostang przedstawione wzory, opisujace funkcje
Trefftza dla réznych typédw réwnan rézniczkowych. Zostang one wygenerowane
przy wykorzystaniu pierwszych dwoch z wyzej oméwionych sposobow.

3.2. FUNKCJE TREFFTZA DLA ROWNANIA LAPLACE’A

Rozwazane jest réwnanie Laplace’a w kartezjanskim ukfadzie wspéitrzednych
w ograniczonym obszarze Q c R":

Viu =0, (3.3)

n 62
gdzie Vi= Za—z Gdy n = 2, to obszar Q jest dwuwymiarowy i czesto przyjmuje
i=1 OX;
sie x;=x,x,=y. Gdy n = 3, to obszar Q jest tréjwymiarowy (woéwczas
X =X, X, =y, x;=z). Poniewaz w kazdym z tych przypadkéw funkcje Trefftza
(nazywane funkcjami harmonicznymi) majg inng postaé, zostang one rozwazone
oddzielnie.
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3.2.1. Réwnanie Laplace’a w przestrzeni dwuwymiarowej

Réwnanie (3.3) przyjmuje tu postac:

o 0 >
(ax—z+ay—2Ju=0, (x,y)eQc R?. (3.4)

Poniewaz rozwazany obszar {2 moze by¢ zajety przez jaki$ osrodek (ciato state,
ptyn), wiec zakladamy, ze jest on ograniczony.

Przy wyprowadzaniu postaci T-funkcji (funkcji harmonicznych) wykorzystana
zostanie metoda funkcji generujacej. Uzyskuje sie ja, rozwiazujac réwnanie (3.4)
metodg rozdzielenia zmiennych, tzn. zaktadajac, ze u(x,y)z X(x)Y(y). Dla dwu-

wymiarowego réwnania Laplace’a funkcja generujaca I, (x, y; p) ma postac:
FLz(x,y;p)zep(x”y), (x,y)eQcR?, (3.5)

gdzie p jest dowolnym parametrem rzeczywistym, tzn. p € R . Funkcja FLz(x,y;p)

jest funkcja generujaca dla T-funkcji dla dwuwymiarowego réwnania Laplace’a.
Jest to funkcja harmoniczna ze wzglgdu na zmienne (x,y).

Rozwijajac funkcje I, (x,y;p) w szereg Taylora wzgledem parametru pe R,
p %0, otrzymuije sie:

FLz(x,y;p)=i%p” =i[Ez(x,y)+iGn(x,y)]P” :

n=0 n=0
gdzie:
()C + ly)n n>k k/2 xn—kyk
F =R = B | L A
py)=Re™— MZ;( ) (n— k!
_ lnzu:](_ 1)k xn—Zkka
par (n—2k)(2k)°
IRV _ (3.6)
(x+ly) n>k (k—l)/2 xn kyk
G =Im—~>1 = -1 N A
yy)=1m ! “Z;‘( ) (n—k k!
[HT_I} n=2k-1_ 2k+1
D
par (n—2k =112k +1)

dia n=0,,..., przy czym G,(x,y)=0.
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Kilka kolejnych funkgcji F, (x,y) i G, (x,y) ma postac nastepujaca;

FO(XJ’):L Go(an/):01
E(x’y):x’ Gl(x’y):y’

x2 y2
Fz(x,y)=7!—7!, G, (x,y)=1xy,

3 2 2 3
)

N xy xy
F4(X,y)=7!—ﬁ+7!v G,(x,y)= R

x5 x3y2 xy4 x4y x2y3 yS
By =g S ar Gsloy) =" a5

W przypadku gdy wskaznik funkcji Trefftza ma warto$¢ ujemna, funkcja przyjmuje
wartosé zero.
Poniewaz funkcja generujaca T, (x, V; p) jest funkcjg harmoniczng ze wzgledu na
zmienne (x, y), wigc takze funkcje F, (x, y) i G, (x, y) sg funkcjami harmonicznymi.
Pomiedzy funkcjami F, (x,y) i G, (x,y) zachodzg, tatwe do udowodnienia, na-
stepujace zwiazki dla n =0.1,..., [CFO0O0]:

Fn+1(x’y):ﬁFn(x’y)_ﬁGn(x’y)’
(3.7)

Gn+l(x’y)=ﬁGn(x’y)+ “ an(x7y)'

n+

Ze wzorow (3.7) wynikajg nastepujace nierownosci (argumenty funkcji to (x, y) ):

<L (e bl

< {416,/ +biF)

Dodajac nieréwnosci (3.8) stronami i oznaczajac:

n+l

(3.8)
G

n+l

F

n

+|G

s=|x+)y|. H,= H, =|F|+|Gy|=1

nl?
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otrzymujemy:

il S . =01

H <2 g
n+l
Stad, dla kolejnych wskaznikéw »n =0.1,..., mamy:
H<s, Hy<—, H;<—, ..., H, <—, .. (3.9)

Stad wynika, ze:

F

n+l

+|G

< e‘xMy‘ , n=0,1,...

n+l

Powyzsza nieréwnos¢ dowodzi ograniczonosci funkcji Fn(x, y) i Gn(x, y) dla
skonczonych warto$ci argumentu (x,y) i dowolnych wskaznikéw n =0.1,....

Z oszacowania (3.9) wynika, ze w granicy, dla s <oi n — o, otrzymujemy:

lim(F,| +|G,|)= lim H, < im2 = 0.

n—w n—w n—o pl

Stad lim|F,| = lim|G,|=0.
n— n—o0

G}’l

Dla pochodnych funkcji F, (x,y) i G, (x,y) wzgledem zmiennej x zachodza dla
n=0,1,... nastepujace zaleznosci, [CFOO0]:

oF, _,_2G,

0 ox

g § (3.10)
aF'nH =F aGnH =G .

Ox " ox !

Podobne zwiazki zachodza dla pochodnych funkcji F,(x,y) i G, (x, y) wzgle-
dem zmiennej ydla n=0,1,...:

o, _,_0G,
o o’
(3.11)
aF'nJrl _Gna aGnH :Fn-
oy oy
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lloczyn skalarny gradientéw funkcji F, (x,y) i G, (x,y) znika, z czego wniosku-
je sie, ze te gradienty sg wektorami prostopadtymi. Oznacza to takze, ze funkcje
F, (x, y) i G, (x, y), stanowigce czesci rzeczywisty i urojong funkeji 4, = F, +iG,,,
spetniajg rownania Cauchy-Riemanna, [K79a].

Funkcje Fn(x,y) [ Gn(x,y) stanowig T-kompletny ukfad funkcji dla obszaréw
ograniczonych, [CF00].

Dla argumentow (x,y) takich, ze |x|+|y|£1 funkcje Fn(x,y) [ Gn(x,y) bardzo
szybko malejg ze wzrostem wartosci n. Na podstawie nieréwnosci (3.9) mozna

pokaza¢, ze warunki |F,|<¢ i |G,|<¢ sa spelnione dla £=10"" juz dla n = 18,

[CF00]. Z tego wzgledu wygodniejsze moze by¢ rozwazanie funkciji Fn* =n!F,

i G: =n!G, . Wzory rekurencyjne (3.7) przyjmg wéwczas dla n =0,1,... postac:

E;l(x,y):an (x,y)—yG;(x,y),

G:H(x,y):xGn(x,y)+yF:(x,y).

(3.12)
Traktujac zwigzki rekurencyjne (3.12) jak uktad réwnan réznicowych mozna —
eliminujac z nich np. G; — sprowadzi¢ je do rdwnania réznicowego drugiego rzedu:
Loy —2xF +(x + 32 ) =0.

Rownanie charakterystyczne tego réwnania, [C94], ma pierwiastki s,, =x+iy .
Zatem rozwigzanie tego rownania z warunkami poczatkowymi FO*(x, y):l,

F(x,y)=x ma postac:
F'(x,y)= %(x —iy)' +%(x +iy)' =r"cosng, (3.13a)

gdzie r = x> +y*, (ozarctgl.
X

Podobnie mozna pokazaé, ze:
G (x,y)= %(x —iy)' —%(x +iy) =r"sinng. (3.13b)

Dla réwnania réznicowego na funkcje G;: warunki poczatkowe majg postac

G;(x,y)zO, Gl*(x,y)zy. Dla obu réwnan réznicowych warunki poczatkowe sg
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konsekwencjg wzoréw (3.6) i podstawienia F, =n!F,, G, =n!G,. Jak fatwo za-
uwazy¢, funkcje F, (x,y)=r"cosng i G, (x,y)=r"sinng sa funkcjami harmo-
nicznymi w biegunowym uktadzie wspotrzednych r,¢ . Wowczas w réwnaniu (3.3)
o 1o, 1
o’ ror rtopt

Uktad funkcji Trefftza dla uktadu biegunowego w postaci wzoréw (3.13) zostat
takze przedstawiony w monografiach [H84, ZZ85, Q00].

mamy V=

3.2.2. Réwnanie Laplace’a w przestrzeni trojwymiarowej

Dla tréjwymiarowego rownania Laplace’a, tzn. dla rownania:

o> o* 0o
~ + ~ + ~ U = 0,
ox° oy- oz
funkcja generujaca FL3(x,y,z;p,q) ma postac:

T, (x,p,2:p.q)= """ pe (x,y,z)eQc R3, (3.14)

gdzie p, g sa dowolnymi parametrami rzeczywistymi, tzn. p,q € R. Funkcja
F(x,y,z;p,q) jest funkcjg harmoniczng ze wzgledu na zmienne (x,y,z). Nie jest

to jedyna funkcja generujgca. Innymi funkcjami generujacymi sa funkcje:

) _ epy+qz+ix1[p2+q2 r ( ) _ epz+qx+i}w[p2+q2
= , 13, =

rL31(x’y’Z;p’q X, Y,Z,P,q

jak réwniez na przyktad:

)= o)z p’+a®

rL33(xvva;paq , P.q€R.

Rozwijajac funkcje FL3(x, V,Z; p,q) w szereg Taylora wzgledem parametréw
p.qeR, p#0i g=0, otrzymujemy:

PN T (6, 0,2:2,0)= 2 D Ry (v, 3,7 200" e (3.15)

n=0 k=0

gdzie, [CFO00]:

Rnk(x,y,z;p,q):Pnk(x,y,z)+ivp2 +q2an(x’y’Z)' (316)
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Posta¢ (3.16) funkcji Rnk(x,y,z;p,q) jest uzasadniona nastepujacymi opera-
cjami, [CJ03]:

. 2 2 . 2 2
ePITWTINE T — oy ENP T epx+qy(cos(2\l P +q’ J‘Hsﬂl(zv P +q’ JJ B

sin(z\lpz +q2j
=el¥ cos(z\/p2 +q’ )Jri\/pz +q° — "=
P tq

o0

_ Z (p +q )k il d +q2i ) +q?) 2 ZMJ_

—~ — (2k+1)

1 21 2(k D2

k
L

(1) (2k+1).

w k 21 2(k ), 2k+1
+i\lp2+qzz ( 1) K p ]:

2+n  2(k=I)y+m 2k
P q Z

s (1) R T
zzlz(k 1) nlm! (2k)

21+nq2(k71)+m22k+1

+ZWZZZZH k' L (2k+1)!

#=0 m=0k=0 =0 n'm'

W celu wyznaczenia postaci funkgji Rnk(x, ¥,z p,q) rozniczkuje sie zwigzek
(3.15) wzgledem p i g przy wykorzystaniu postaci (3.16) funkcji R, . Po przeksztat-
ceniach dochodzi sie do wzoréw:

or,; ipz _
:ZZn:(n_k)Rnkpn_k_l g ZZanp q B
\/P

n=1 k=0 +q n=0 k=0

(3.17a)
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ol iqz
P .
aq 2 2
VP tq
(3.17b)

:OOnkR nkkl nfkk'
nZ:I:kZ:I: wP d m;;anp q

Po przemnozeniu zwigzku (3.17a) przez g, zwiazku (3.17) przez p, a nastepnie
odjeciu ich stronami otrzymuje sie:

(qx—py)rys = Z[Z(” ~k)R,.p"* g ZkRnkp"”‘q"’l J
n=1

k=0

Podstawiajac za I';; prawg strone wzoru (3.15) przenumerowang tak, aby su-

mowanie po n odbywato sie od n = 1 i poréwnujgc wyrazenia stojgce przy tych

samych potegach p i g otrzymuje sie po prostych przeksztatceniach, [CFOO0]:
Ryg=xRy, Ry =yRy,

(3.18)
i ogdlnie,dla 1< j<n—-1:
Rn,n—l ZXRn—l,n—l’ Rn,l :an—l,O’
| . (3.19)
Rn,j+1 = F[(n + 1 - J)Rn,j—l - XRn—l,j—l + an—l j]‘

Wzory (3.18) i (3.19) pozostajg prawdziwe, gdy zamiast R wpisze sie P lub 0.

Aby wyznaczy¢ funkcje R, , poréwnuije sie prawe strony wzoréw (3.14) i (3.15)
przy wykorzystaniu przedstawienia (3.16). Stad:

0

P (cos(zs)+ lSln(Zs = ZZ P, +isQ, )pn—qu’

n=0 k=0

gdzie s =4 p2 +q2 . Poréwnujac czesci rzeczywiste i urojone obu stron, a nastep-

nie przechodzac z parametrem s do zera przy wykorzystaniu zaleznosci
1imM =z, limcos(zs)=1, dostaje sie:
s—0 Ky s—0

Fy=1, Qp=z. (3.20)
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Kolejne funkcje R,, wyznacza sie, porownujac lewa i prawa strone zaleznosci
(3.15) dla ¢ =0. Wyznaczajac pierwsza i drugg pochodng tak otrzymanego zwigz-
ku wzgledem zmiennej p, mnozac nastepnie pierwsza pochodng przez 2x
i odejmujac od drugiej pochodnej, po przeksztatceniach otrzymuje sie nastepujace
zwigzki rekurencyjne:

Py = W[2xn+1}’n+lo (2+22)py].  n=o..,
(3.21)

Opi10 = ! )[Zx(n + I)QH,0 - (x2 +z2 )Q,H,o ], n=12,..

(n+2)n+1

Zestawiajgc wzory (3.18), (3.19), (3.20) i (3.21) mozna fatwo wyznaczy¢ funkcje
P.iQ, np.dla n=0,123,[CFOO0].

Funkcje P, dla k=0,...,n+1

n=20 P()(): 1,
n=1 P10=x, P11:y,
2 2 2 2
X z z
n=72 20—5—? Py =xy 22—7—5
3 2 2 2 2 2
= =X _*2 = X = _Z
nE Pemyt M y(z! 2!]’ v x(zl 2']’
'z
TR
Stoja one przy nastepujacych potegach parametréw p i g:
e
0 0
pq pq
e Pq P
¢ Pq rq g

Funkcje Q,, dla k=0,...,n+1
n=20 Q()():Z
n=1 Qp=zx, On=zy,
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2 3 2 3
- _= _z — _y _z
n=2 on 2l 3!, Q21 Xyz, Q22 ol 3 ,
3 3 2 3 2 3
- _x Xz e A N A
"3 OeTyrmy O y( 2! 3!} v ){ 2! 3!]’
3 3
_v _zZ)
On= 3777

Stojg one przy nastepujacych potegach parametréw p i g:

sp'q’

spq’ sp’q

sp’q’ spq P’

sp’q’ sp’q spq’ sp'q’

gdzie s=+/p>+¢q° .

Zrozniczkowanie zwigzku (3.15) kolejno wzgledem zmiennej x, wzgledem
zmiennej y i wzgledem zmiennej z prowadzi do nastgepujacych zwigzkow rekuren-
cyjnych dla pochodnych funkcji £, i Q.. , [CFOOI:

OP,(x.7:2) _, 90w (%1:2) o1

2

ox Ox
P
FuE2) _p (o zy, LulolD o k01 a,
Ox ’ ox ’
%0, n=012,., Lo p s k=12,m,
oy oy ’
_aQnO = 03 n= 031’2;'-' ) aQ_”’k = anl k—-1> k = 1,2,...,” ’
oy oy ’
P oP,
a = Qn72,n—2’ n= 2,3 ’ Ll = _Qn—Z,n—3’ n= 3,4,...,7’1 ’
oz Oz
0P, OP
o , n=23,.., —=-0,,,, n=34..n,
82 n-2,0 82 n-2,1
P
O __ ook = Oprsear 0Sk<n=2, aQ—”"zF;ﬂ(, 0<k<n, n=0,1,..
oz Oz



58 3. Funkcje Trefftza i ich wltasnosci

Wyprowadzone funkcje Trefftza dla tréjwymiarowego rownania Laplace’a sg
T-kompletne, [CF00]. Wielomiany harmoniczne P, i O,, noszg réwniez nazwe

funkcje kuliste.

3.2.3. Réwnanie Laplace’a w ukltadzie (I, 2)

Rozwazmy roéwnanie Laplace’a we wspotrzednych cylindrycznych z osiowag
symetrig:

o 10 o°
S o e o

W przypadku ukfadu cylindrycznego wystepujg dwie niezalezne funkcje gene-
rujace, I';5¢ (r,z;p) i o, (r,z;p). Zwigzane jest to ze sposobem uzyskania
tych funkgiji.

Punktem wyjscia do wyprowadzenia funkcji tworzacych we wspdtrzednych
(r,z) jest funkcja FL3(x,y,z;p,q), zdefiniowana zwigzkiem (3.14). Dokonujac
w niej przejscia od zmiennych (x,y) do zmiennych (r,go) (tzn. podstawiajac

X=rcosg, y=rsing)oraz przyjmujac nowy parametr s =iy p* +¢> otrzymuje
sie inng postac funkcji I, ; , mianowicie:
. prcosqp+qrsin¢z+izm —isr(licosqo-*—gvsin(p)ﬂz
FL3(rcosgo,rs1n(p,z;p,q):e =e s
Poniewaz prawdziwy jest zwigzek (p/ s)2 + (q/ s)2 =1, wiec podstawiajac
p/s=cosa, g/s =sina mozna przeksztaici¢ funkcje generujaca do postaci:
FL3C (I",(D,Z;S,O[) — e—isrcos((p—a)ﬂz.
W zagadnieniach o symetrii Srodkowej, przy braku zaleznosci rozwigzania row-
nania od kata ¢, eliminuje sie zmienng ¢ catkujac funkcje e Breslpmaltss g kacie 7
w granicach od @ do 27 +a. Otrzymujemy:

2r+a
1

b J‘ e e gy = [ (~isr)e” = J,(sr)e” .
2mr

gdzie J,(sr) oraz I,(sr) oznaczajg zwyktg i zmodyfikowang funkcje Bessela pierw-
szego rodzaju rzedu n, [M64]. Przy obliczeniu tej catki wykorzystano zwigzki
1y(=2)=1,(z) i I,(iz) = J,(z) . Funkcje:
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[iac, (r,z;s) =J,(sr)e”

nazywa sie funkcja generujacg pierwszego rodzaju dla rozwazanego réwnania.
Rozwijajac jg w szereg potegowy ze wzgledu na parametr s otrzymuje sie:

Lo, (r,z;8)=J,(sr)e” = Z h,(r,z)s". (3.23)
n=0

Wspdtczynniki rozwiniecia, hn(r,z), sg funkcjami Trefftza pierwszego rodzaju
dla rozwazanego réwnania. Dla n =0,1,... dane sg one wzorem, [F99]:

n/2] k 2k
I o G A A T
h,(r,z)= 2 (k!)z(n—Zk)![Zj z , (3.24)

gdzie: [x]= ﬂoor(x) oznacza czgs¢ catkowitg liczby x.

Kilka kolejnych funkcji 4, (x, y) ma postac nastepujaca;:

ho(r,z)zl,
h(r.z)=z,
hz(r,z)—lz —%rz
h(r Z):i_rz_z
TR
4 2.2 4
h4(r,z)=z——lr z +L[£j .
4 4 21 21212

Poniewaz funkcja J,(sr)e* spetnia réwnanie (3.22), wiec — jak wiadomo z teo-
rii funkcji Bessela, [M64] — réwniez funkcja Y, (sr)e™ je spetnia, gdzie Y,(z) ozna-
cza funkcje Bessela drugiego rodzaju rzedu n, [M64]. Funkcje Y,(z) mozna przed-

stawi¢ w postaci:

0 nf1 _\2n
e =%[7+1H§JJO(Z)—EZM(H%JR&%),

e )

gdzie y= 0,5772 oznacza statg Eulera. Tak wiec funkcje Y,(sr)e* mozna zapisa¢
nastepujgaco:
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Y (sr)=— (7+ln2+lner (sr)e”— ézz( 1) )n n’

n=l ”')
przy czym ciag (a,) zdefiniowany jest wzorem:
a, =0,
a,=l+3+.++ dla n>0.

n 2

Chcac otrzymaé druga funkcje generujaca, I"LZC2 (r,z;s), istotnie rézng od

Lpae (r,z;s), definiuje sie jg nastepujaco:

Fchz (ra Z;S) = %YO(SV)@SZ —%(7 + 111%}]0 (S}”)esz =

- {JO(Sr) Inr— i (_,11)';261" [%j n}e“.
n=0 .

Rozwiniecie funkc;ji Fchz (r,z;s) w szereg potegowy wzgledem parametru s

(3.25)

prowadzi do wzoru:

Tiac, (r,z;5)=In rz h,(r,z)s" — an (r,z)s",

n=0 n=0

w ktorym funkcje 4, (x,y) okres$lone sg wzorem (3.24), za$ funkcje k,(r,z) sa dla
n=0,1,... dane wzorem;

k (r,2)= M]M[ﬁ)y{z“k (3.26)
T E WY (=262 ' '

Funkcje Trefftza drugiego rodzaju dla rozwazanego réwnania, w,(r,z), mozna
dla n=0,1,... przedstawi¢ nastepujgco:

w,(r,z)=h,(r,z)Inr-k,(r,z), (3.27)

a funkcje I“LZC2 (r,z;s) mozna zapisa¢ w postaci szeregu:

Lo, (r,238) = w, (r,2)s" . (3.28)
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Kilka kolejnych funkcji w, (x,y) ma postaé nastepujaca:
wy(r,z)=Inr,

w(r,z)=zInr,

Funkcje Trefftza pierwszego i drugiego rodzaju dla rownania (3.22) majg naste-
pujace wiasnosci, [F99]:

hy=1, h =z,
2, 2

hy=z 2Ly AT s,

n n
w,=Inr, w =zlnr,

2n—-1 (r* +2z%) oh
w, =z - —r—=, nx2,
n nz n-1 1’12 n—-2 2 or
Po_g, Doy w0,
0z 0z
aﬁ—O, aW"=wn_1, n>0,
0Oz 0z
I’%:O, ah":nhn—zhn_], I’l>0,
or or
0
r Wo—l, raw”zh +n-w,—z-w,,, n>0
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Ponadto dla ustalonego (7, z) prawdziwe sg granice:

limfh, (r,2)] =0,  1im <! =0,
n—®© n—oo r
lim|w, (r,z)| =0, lim oW, =0.
n—»00 n—w| Oy

3.3. FUNKCJE TREFFTZA DLA ROWNANIA
PRZEWODNICTWA CIEPLNEGO

3.3.1. Niestacjonarne jednowymiarowe rownanie przewodnictwa cieplnego

Rozwazmy niestacjonarne jednowymiarowe réwnanie przewodnictwa cieplnego
bez zrédet ciepta, w zmiennych bezwymiarowych, w ograniczonym obszarze jed-
nowymiarowym:

o*u _ Ou

o w)eax(O7), acr. (3.29)
X

Réwnanie takie rozwazane byto w pracy [RW56], gdzie wyznaczono dla niego
funkcje generujaca:

Ty (685 p) =™ =3 v, (x,)p" . (3.30)

n=0
Tutaj p € R jest dowolng liczba rzeczywista.

Kolejne funkcje Trefftza otrzymuje sie nastepujgco:

Wstawiajac do (3.30) p = 0 otrzymuje sie pierwsza T-funkcje, vo = 1. Rdzniczku-
jac (3.30) po parametrze p i nastepnie ktadac p = 0, dostajemy v, = x. Kolejne dzia-
tanie operatorem 0/0p na zwiazek (3.30) i przyjecie p = 0 pozwala efektywnie wy-
znaczy¢ dalsze wielomiany v,,.

Kilka kolejnych funkcji v, (x, y) ma postac nastepujaca;:

vo(x,t)z 1, v, (x,t)z X,
x? X’
vz(x,t)=?!+t, v3(x,t)=§+xt,
f 1
v4(x,t)—z+5x2t+5t2 ,
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Dla dowolnego n =0,1,... T-funkcje mozna wyznaczy¢, postugujac sie wzorem,
[RW56, H99, CF00]:

[n/2] n—Zktk
Sy e 3.31
al51) kzz(;(n—2k)!k! (330

gdzie [x]z ﬂoor(x) oznacza czes¢ catkowitg liczby x.

Ze wzgledu na swojg postaé T-funkcje dla rdwnania (3.29) noszg nazwe wielo-
miandw cieplnych. Jak fatwo sprawdzic, spetniajg one rownanie (3.29). Ukiad funk-
cji {vn (x,t)}f:0 jest uktadem zupetnym, [C02], tak wiec jest to uktad T-kompletny.

Jak wykazano w pracy [H99], dla (x,t)eQx(O,T), gdzie Q jest obszarem
ograniczonymi T < oo, idla 6 >0, ma miejsce oszacowanie:

1/2 ni2
vn(x,tx Sl(1+1J {M} , n=12,..
! o

n: e
Z tego oszacowania wynika, ze dla (x,t)e Qx (O,T):

limv, (x,z)=0.

n—0

Dla pochodnych funkcji v, (x,t) zachodza nastepujace zaleznosci:

M:vnfl(x,t) y n:1,2,...,
Ox
avo(x,l)_o
ox
0 ,t
8v0(x,t)_av1(x=t)_0
o o

Generowanie funkgji Trefftza dla réwnania przewodnictwa cieplnego w ukfadzie
biegunowym o symetrii Srodkowej w zmiennych bezwymiarowych, tzn. dla réwnania:

* 108) o
(a?tg}’:a_?’ (r,t)e(0,R)x(0,T), (3.32)
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jest procedurg znacznie bardziej ztozong niz dla rdwnania we wspétrzednych karte-
zjanskich, (3.29). T-funkcje dla tego przypadku zostang omowione w czesci 3.3.3.

Funkcje Trefftza dla réwnania (3.29) mozna wyznaczy¢ takze przy wykorzysta-
niu rozwiniecia rozwigzania tego rownania w szereg Taylora, [CO1].

3.3.2. Niestacjonarne dwuwymiarowe rownanie przewodnictwa cieplnego

W przypadku dwuwymiarowym rownanie przewodnictwa cieplnego w zmien-
nych bezwymiarowych w uktadzie kartezjanskim przyjmuje postaé nastepujaca:

o’ ) _ou 2
—+—5 u=—, (x1)eQx(0,7), QcR’. (3.33)
ox~ Oy ot

Funkcja generujaca T-funkcje ma postac:

px+p’t L qyqt _

pxww(pzmz )t —e e

T, (x,v.t:p,q)=e

=> v, (0p" > v, (10"
n=0

m=0

(3.34)

W podobny sposob jak dla przypadku jednowymiarowego otrzymuje sie funkcje
Trefftza, ktére sg iloczynami wielomianéw cieplnych, otrzymanych dla przypadku
jednowymiarowego. m-tg funkcje Trefftza dla zagadnienia dwuwymiarowego defi-
niuje sie nastepujaco, [GL10]:

v, (x, y,t) =v,_ . (,O)v,(¥,t) n=01,..; k=0,..,n, (3.35)

n(n +1)

gdzie m= +k, a funkcje v,(x,t) okreslone sg wzorem (3.31). Wiasnosci

funkgiji Vm(x,y,t), m=0,1,..., wynikajg bezposrednio z wiasnosci T-funkcji dla

przypadku zagadnienia jednowymiarowego.

3.3.3. Réwnanie przewodnictwa cieplnego w uktadzie (I, t)

Przejscie do uktadu biegunowego odbywa sie przez podstawienie x =rcos¢,
y=rsing w réwnaniu (3.33). Réwnanie przewodnictwa cieplnego ma w tym ukfa-

dzie posta¢ nastepujaca:

o> 10 1 & ou 2
— et ———u=—, (r,0,t)eQx(0,T), QcR". 3.36
(6}*2 ror  r*og? ju ot (r v )e ( ) - ( :
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Przejscie w funkcji generujacej z uktadu x, y,t do ukfadu r,¢,¢ pociaga za so-

ba zmiane postaci funkcji generujacej, jak nastepuije:

p 9. 2
. (£ = t
Ly, (rcose,rsing,t; p,q)= grresprarsings(p?agtk _ S0 O

gdzie s =\lp2 +q2 .

Poniewaz prawdziwy jest zwigzek (p/s)2+(q/s)2:1, wiec podstawiajac

P_ cosa, q_ sin@ mozna przeksztatci¢ funkcje generujaca do postaci:

N N

b

Lpap (r,(ﬂ,t;s, a) — gtreoslo-alrs’t

W zagadnieniach o symetrii Srodkowej, przy braku zaleznosci rozwigzania row-
nania od kata ¢, eliminuje sie zmienng ¢ catkujac funkcje ereos(o-alrs’t po kacie ¢
w granicach od a do 27z +a. Otrzymujemy:

2r+a

rPlB(”»tQS)ZE '[Fo(r,(p,t;s,a)d(oz

(3.37)
1 2r+a ( . 5 1 5 2 ) 3
_ srcos(p—a)+s _ s SICOS _ s
__27[ le dgo——zﬁe !e d@—[o(sr)e .

I,(sr) oznacza zmodyfikowang funkcje Bessela pierwszego rodzaju rzedu n.
W obliczeniach wykorzystano nastepujace przedstawienie zmodyfikowanej funk-
cji Bessela, [M64]:

2

10 (Z) — L J‘eizcosé’dg )

27[0

Funkcja Io(sr)eszt, gdzie s € R jest parametrem, nazywana jest funkcjg gene-
rujaca pierwszego rodzaju we wspotrzednych (7,¢), tzn. dla réwnania (3.32).

Rozwiniecie kazdego z czynnikdbw wystepujacych w tej funkciji w szereg pote-
gowy wzgledem poteg parametru s prowadzi do nastepujacej postaci funkcji gene-
rujgcej pierwszego rodzaju dla réwnania (3.32):

Cpig (r.t;5)=1, (sr)eszt = Zg”(r,t)s2” . (3.38)

n=0
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Wspotczynniki g, (r,¢) rozwinigcia funkcji I'p,p (r,l;s) w szereg potegowy wzgle-

dem poteg parametru s nazywane sa funkcjami cieplnymi pierwszego rodzaju dla
réwnania (3.32) idla n=0,1,... dane sg wzorem:

211 -2k k
t

g, ()= Z[( —oTH (3.39)

Sa to wielomiany stopnia 2n, spetniajgce réwnanie (3.32). Trzy pierwsze z nich
majg postac nastepujaca;

go(”ot)zl’

gl(r,t)=%r2+t,
gz(r,t)=6i4r4 +%r2t+%t2 :

Z teorii rownan rézniczkowych wynika, ze w uktadzie wspotrzednych (7, ¢) istnie-
je drugie rozwigzanie réwnania (3.32), a mianowicie Ko(sr)esz’, gdzie Ko(sr) jest

zmodyfikowang funkcjg Bessela drugiego rodzaju rzedu n. Pomiedzy funkcjami
I,(sr) i Ky(sr) zachodzi zwiazek, [M64, F9I;

gdzie y = 0,5772... oznacza statg Eulera. Pozwala on zapisa¢ funkcje Ko(sr)esz’
w postaci:

2 M L n 2
K,(sr)e’" = (}/Jrln +lnrj1 (sr)e"”" +ZM~6S ",

= ()’

w ktorej ciag (a,) zdefiniowany jest wzorem:

a, =0,

a, =1+%+...+l dla n>0.
n

Wyrazenie _(7, + 1“%)10 (sr)esz’ spetnia réwnanie (3.32), bowiem jest iloczynem

dwéch czynnikéw, z kitdrych pierwszy nie zalezy od 7 ani od #, natomiast drugi,
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Io(sr)eszt , Spetnia to réwnanie. Funkcje generujaca drugiego rodzaju dla réwnania

(3.32), ktérej wspotczynniki rozwiniecia w szereg potegowy sg w sposoéb istotny réz-
ne od wspoétczynnikdw otrzymanych wyzej, mozna zdefiniowac¢ nastepujgco:

Tpis, (r.t:5)= Ko (sr)e™ +(7+ln%jlo(sr)esz‘ -

(3.40)

( I(sr)lnr+z n(zs)r) je &
n=0

Rozwiniecie kazdego z czynnikéw funkcji FP132 (r,t;s) w szereg potegowy

wzgledem poteg parametru s prowadzi do nastepujacej postaci funkcji generujacej
drugiego rodzaju:

o0

o, (rot:5)= D (- g, () Inr +q,(r.0)s™" .

n=0

Funkcje g,(7,¢) okreslone sa wzorem (3.39), zas funkcje g, (r,t) maja postac:

q,(r t)=iw. (3.41)
T & (-6 R
Przyjmujac:
u,(r,t)=—g,(r,t)Inr+q,(r,t), (3.42)

mozna funkcje I'p, 5, (r,t;s) zapisac ostatecznie w postaci:

o, (rst55)= D u, (r,t)s™" . (3.43)

n=0

Wspétczynniki u,(r,t), zdefiniowane wzorem (3.42), nazywane sg funkcjami
cieplnymi drugiego rodzaju we wspétrzednych r,¢. Sa to funkcje spetniajace row-
nanie (3.32). Trzy pierwsze z nich majg posta¢ nastepujaca:

uy(r,t)=—Inr, ul(r,t)z—[%r2+tjlnr+ir2,

u, (r,t) =— Lr4+lr2t+lt2 1nr+ir4+lr2t .
64 4 2 128 4
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Funkcje cieplne g,(r,t) i u,(r,t), wynikajace z funkcji generujacych
Tpis, (7.158) i Ty (8;5), tworza uktad funkcji liniowo niezaleznych. Jest to ukfad

T-funkcji dla dwuwymiarowego réwnania przewodnictwa cieplnego we wspétrzed-
nych biegunowych przy symetrii wzgledem srodka. W pracy [F99] zaprezentowano
takze inny sposdb uzyskania funkcji generujgcych, w oparciu o metode rozdziele-
nia zmiennych.

Funkcie g,(r,t) i u,(r,t) spetiajadla n=2,3,... zwiazki rekurencyjne, [F99]:

_4Qn-1)+7r° t?

n_T n—l_n_zgn—Z’

4t2n—1)+r? 2 1 og,
U, =———5--—"- ——U, ,+—F ,
n 4712 n-1 }’l2 n-2 21’12 or

gdzie:
1, 1,

g =1L glzzr +1, uy=—Inr, u, =- Zr +t |Inr.

Dlan=2,3,... prawdziwe sg zwigzki, [F99]:

08y og
:0’ no— el s
ot or o
ou, 0 ou, L
ot ot "V
08, og
r =0, r—=*=2ng -2tg ,,
81" ar gn gn 1
r%z -1, Ou, =-g,+2nu,-2tu,_,.
or or

Ponadto dla ustalonego (r,t)e (O,R)x (O,T), gdzie R < otrzymuje sie, [F99]:

hmgn(r’t) :0, hmé]gn :0, hm%:(),
no® n—w O n—o Ot
Ou . Ou

limu,(r,t)=0, lim—*=0, lim—*=0.
n—»0 n—w Jp n—w Of
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3.3.4. Réwnanie przewodnictwa cieplnego w uktfadzie (I, ¢, 1)

Rozwazmy ponownie réwnanie (3.36). Przy pozostawieniu zaleznosci rozwig-
zania od zmiennej katowej, rozwigzanie tego réwnania mozna zapisa¢ w postaci:

u(r, go,t) = i(vn (r,t)sin ne+w, (r,l)cosngo). (3.44)

n=0

Po podstawieniu tej postaci do rownania (3.36) otrzymuje sie zwigzek
ZLvn sinn¢+2Lwn cosng =0, (3.45)
n=0 n=0
gdzie:
o LoV n’, oV _

orr ror r_2 E

0, V=v, lub V=w,. (3.46)

Posta¢ ogdlng rozwigzania réwnania (3.46) mozna uzyska¢ metoda rozdziela-
nia zmiennych, przyjmujac rozwigzanie w postaci V(r,t): R(r)@(t), Co po podsta-

wieniu do powyzszego réwnania i rozdzieleniu zmiennych daje:
R" 1R n* O ,

7R 7 e P 347

lub
1 2 l’lz 2
R'+=R-| p’+_|R=0, @'-p’0=0.
r

7

Rozwigzanie powyzszych réwnan rézniczkowych zwyczajnych w postaci ogél-
nej jest nastepujace:

R(r):AIIn(pr)+BlKn(pr)’ ®(t)zclep21‘
Stad dla réwnania (3.46) otrzymuje sie nastepujace funkcje generujace:

I 2 -
e
k=0

0

1—1P23112 (I", t’ p): an: (pr)ePZt = Zan (r’t)pk’

k=0
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gdzie:

'K (pr)= (=1 n()1, (pr __(_j ki ¢ ly(prfk_

71 n 0 2k
(Y s (o )
2 \2) 7 E2%K(n+k)
Tutaj 7, (z) oznacza zmodyfikowang funkcje Bessela pierwszego rodzaju, rzedu 7,
[M64]. Mozna jg przedstawi¢ w postaci szeregu potegowego w nastepujacy sposoéb:
© 2k+n
z

)= %
() ;22’”"1{!(“/{)!

Trzy pierwsze funkcje Trefftza pierwszego rodzaju dla réwnania (3.46) mozna
wyprowadzi¢ ze zwigzku okreslajacego I, Buy - Majag one postaé nastepujaca:

rae)=(3). n~(3) s

(3.48)
rY rt r’t 2

P \r.t)=|— + + .

12 () (2] (242!(n+2)! 4n+1) Z!n!j

2

1
Dla n=0 réwnanie (3.46) przyjmuje postac 6_th+_8_u=8_u’ czyli rbwnania,
or® ror ot

dla ktérego funkcje generujace i funkcje Trefftza wyznaczono w czesci 3.3.3.
Funkcje (3.48) dla n=0 przyjmujg postacie funkcji g,(r,t), g,(r,t) i g,(7,?),
opisanych wzorem (3.39).

Wyprowadzenie postaci ogolnej (dla dowolnego n=0,1,...) funkcji Trefftza
pierwszego i drugiego rodzaju dla réwnania (3.46) jest procesem dos¢ ztozonym,
jakkolwiek prowadzgcym do uktadu wielomianéw. Wydaje sie, ze konieczne jest
postuzenie sie komputerem i wykonanie na nim obliczen symbolicznych dla kon-
kretnych wartosci indeksu n, szczegolnie dla funkcji drugiego rodzaju.

Warto dodac, ze T-funkcje dla réwnania (3.36) zostaty przedstawione takze w mo-
nografii [Q00], jednakze w znacznie bardziej ztozonej postaci, a mianowicie jako ilo-
czyny funkcji Bessela (zwyktych i zmodyfikowanych), i funkcji trygonometrycznych.

3.3.5. Réwnanie przewodnictwa cieplnego w uktadzie (I, z, t)

Réwnanie przewodnictwa cieplnego w uktadzie cylindrycznym z osiowg syme-
trig ma postac:
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o 10 0o ou
—t——F—u=—, \r,z)ela,b)x\0,H), t<(0,T) 3.49
(Ll 2o Db faelanlon), 1cbor)
Funkcje generujace dla tego réwnania, szc, (r,z,t;s, p) i Fchz (r,z,t;s, p) uzyskuje
sie, wykorzystujac funkcje generujace we wspotrzednych biegunowych, Ty, B i I'p, B,

dane wzorami (3.38) i (3.43), oraz funkcje I',, , okreslong wzorem (3.30):

o0

oo, (raz.t:5,p)= D" g, (r.0)s™" D v (z.0) p",
n=0 k=0

(3.50)
1_‘PZCZ (r,z,t;s,p)z zun(r9t)sznzvk(zat)pka

n=0 k=0
gdzie funkcje v,(x,?), g,(r,t) i u,(r,t) zdefiniowane sg wzorami (3.31), (3.39)
i (3.42). Funkcje Trefftza dla rownania (3.49) majq postac, [F99]:
Vim (r,z,t) =g, (v, (z,t) n=0,1,.; k=0,..,n,

(3.51)
Vs (r,z,t)z u, (r,H)v,(z,t) n=01,..; k=0,..,n,

n(n +1)

gdzie m = +k.

Wiasnosci funkcji Vlm(r,z,t) i Vzm(r,z,t), m=0,1,..., wynikaja bezposrednio
z wiasnosci T-funkcji dla niestacjonarnych réwnan jednowymiarowych we wspot-
rzednych biegunowych i we wspotrzednych kartezjanskich.

Uktad funkcji {V},, (r,z,t),Vzm(r,z,t)} stanowi uktad T-kompletny dla réwnania

przewodnictwa cieplnego w ukfadzie cylindrycznym z osiowg symetria.
3.3.6. Niestacjonarne tréojwymiarowe rownanie przewodnictwa cieplnego
W przypadku tréjwymiarowym réwnanie przewodnictwa cieplnego w zmiennych
bezwymiarowych w uktadzie kartezjanskim przyjmuje posta¢ nastepujaca;:
o*  o° & 0
—t St =& , (x,z)eQx(O,T), QcR.
ox° oy” oz ot
Funkcja generujaca T-funkcje ma postac:

2,,.2,.2 2 2 2
X+qy+rz+H\p +q +r xX+p°t +q°t rz+rt
pxtq) (P q )’ — eP P eqy q e .

rpa(x,y,ZJ;P,q,l’)= e
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W podobny sposob jak dla przypadku jednowymiarowego otrzymuje sie funkcje
Trefftza, ktére sg iloczynami wielomianéw cieplnych, otrzymanych dla przypadku
jednowymiarowego. m-ta funkcje Trefftza dla zagadnienia tréjwymiarowego definiu-
je sie nastepujaco, [GL10]:

Vnkl(x’y’Z’t): Vit (50D, (0, 0)v (2,0)
n=0,1,...; k=0,.,n; [=0,.,k,

gdzie funkcje v,(x,t) okreslone sg wzorem (3.31). Wiasnosci funkcji Vnk,(x,y,t)

wynikaja bezposrednio z wlasnosci T-funkcji dla przypadku zagadnienia jednowy-
miarowego.

3.3.7. Réwnanie przewodnictwa cieplnego dla preta
z boczng wymiang ciepta (w zebrze)

Réwnanie przewodzenia ciepta dla jednorodnego preta z boczng wymiang cie-
pta (w zebrze) bez zrodet ma nastepujaca postac:

ou ou
— U= 3.52
ox? 2 ot ( )

AA
Tu u opisuje temperature, y =h—, A jest wspotczynnikiem przewodzenia ciepta,
0
A — powierzchnig przekroju poprzecznego preta, # — wspotczynnikiem przewodnic-
twa zewnetrznego, p — gestos$ciag, [TS63].

Funkcja generujaca ma posta¢, [GO3]:

0

W(x,t, x,p)= PP - ka (x,t, 7)p*. (3.53)

k=0

W podobny sposéb jak dla przypadku jednowymiarowego otrzymuje sie funkcje
Trefftza, ktére sg iloczynami wielomianéw cieplnych, otrzymanych dla przypadku
jednowymiarowego oraz czynnika ¢ * . Kilka kolejnych funkcji v, (x,y) ma postaé

nastepujaca:
volx,t)=e%,

v (x,t) =xe *,
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2
v, (x,t)= Xy t]e” ,

3
()= —t]

4
1 1
v, (x,1)= ik t+5t2je_”.

Wszystkie wtasnosci T-funkcji dla réwnania przewodnictwa cieplnego w zebrze
wynikajg z wtasnosci T-funkcji, opisanych w czesci 3.3.1.
3.4. FUNKCJE TREFFTZA DLA ROWNANIA FALOWEGO
3.4.1. Dwuwymiarowe réwnanie falowe

Rozwazmy dwuwymiarowe réwnanie falowe we wspotrzednych bezwymiaro-
wych w obszarze ograniczonym Q c R*:

o? 0° 0°
{&C_2+ay_zju T (renx(0.). (3.54)

Funkcja generujgca dla tego rownania ma postac:

FFz(x’y,[;p’q): ei(PX+¢])’+5t)’ (3.55)

gdzie p,geR sa dowolnymi parametrami rzeczywistymi oraz s=+/p* +¢> .
Rozwijajac funkcje FFz(x,y,z;p,q) w szereg potegowy wzgledem zmiennych p,q
i s otrzymujemy, [MO9]:

n n—k

er X, V.1, D, q z an k1)l x s ol )pnikilqksl- (3.56)

n=0 k 0

Czesci rzeczywiste i urojone wielomianéw R, _;_;y, (x,y,t),
Bkt (x,y,1)=Re A (x,,2),

Q(n—k—l)kl (x’ y,t) = ImR(n—k—l)kl (x’ Vs t)’
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spetniaja rownanie (3.54), sg zatem funkcjami Trefftza. Sg to wielomiany, nazywane
wielomianami falowymi. Kilka pierwszych funkciji P(n_k_l)k,(x,y,t) [ Q(n_k_,)k,(x,y,t)

dla n=0,1,..., k=0,1,....,n i [=0,1 ma posta¢ nastepujaca;
Pooo(x,y,t)zl, Qooo(x,y,t)=0,
PlOO(xﬂyﬂt):P()lo(x’yat):P()Ol(xﬂy’t)zo’

QlOO(x’y’t =X, Qow(xay,t):y,

2 t2
Pan(:3:) === Riolent) =7,
Em(x’y’t)z_Xt’ E)ll(x’yat)z_yty
2 t2
P()zo(xay’t):_y?_?,

P300(x,y,t)=PZlo(x,y,t)=sz(x,y,t)=PO21(x,y,t)=

32 5 2

Qsoo(’%y,t):—);—!—Z—! Qzlo(xay,t)=—x2'y—y2‘
L % P

Qz‘“(x’y’t):_xz_,_a’ Qozl(x,y,l‘)=—)}2—' e
2 2

QIZO(X’y’[):_%_xz_,' Qm(x,y,f)Zth,

3
Qoso(X,y,t)z_y__J’_

32
Wielomiany falowe P(n_k_,)kl(x,y,t) i Q(n_k_,)kl(x,y,t) da n=12,.., k=0,1,..,n
i/=0,1 oraz dla Pooo(x,y,t)zl, Qooo(x,y,t)zo, spetniaja nastepujace wzory
rekurencyjne, [MO9]:
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1
B0 = _;(XQ(n—k—l)kO + Y- )k-1)0 T 1Q(—k—2)r + tQ(n—k)(k—2)1)>
1
Rk = _;(XQ(n—k—z)kl + YQ(—k1)(k-1)1 +tQ(n—k—1)k0)>
(3.57)

1
Ok o = ;(xp(n—k—l)ko + VR0 + tHuk—2per + i) i—2)t )=

1
Q1)1 = ;(xp(n—k—z)kl + YRk + ko )

Ponadto dla pochodnych czgstkowych spetnione sg nastepujace zwigzki, [M09]:

al)n— k— aQ n—k—
% = _Q(n—k—l—l)kl (6—;1)1{1 = P(n—k—l—l)kl
OB, 4 00 (-
% = _Q(n—k—l)(k—l)l (a—kl)kl = P(n—k—l)(k—l)l
y y (3.58)
6f)(n—k)k0 __ _ aP(n—k—l)kl __
—8t Q(n—k—2)kl Q(n—k Jk=2)1 —6 ‘ Q(n—k—l)kO
aQ n—. aQ n—Kk—
% =R,k + Fui)k-2) % =B, k1o

Oczywiscie, w przypadku gdy ktérys z indekséw jest ujemny, wowczas wartosé
wielomianu opisanego takim indeksem jest rowna zero.

Ze wzordw (3.57) — wobec Pooo(x,y,t):l [ Qooo(x,y,t): 0 — wynika, ze wie-
lomiany P(”fkf,)k,(x,y,t) sg rowne zero dla nieparzystej sumy wskaznikow, zas
wielomiany Q(”fkf,)kl (x,y,t) znikajg dla sumy indekséw parzystej, przy czym — jak
wspomniano wczesniej — trzeci ze wskaznikéw, [, moze przyjmowac tylko warto-
$ci 0 lub 1.

Wielomiany falowe mozna takze uzyskaé, rozwijajac rozwigzanie rownania fa-

lowego (3.54) w szereg Taylora i eliminujac pochodne wzgledem jednej ze zmien-
nych przy wykorzystaniu tego rownania. Zaktadajac, ze funkcja u jest co najmniej

klasy N gdzie N jest rzedem najwyzszej pochodnej w rozwinieciu w szereg
Taylora tej funkcji wokot punktu (x,,¥,.%,), 0znaczajac X=x-x,, y=y—y,,

f:t—to i ograniczajac sie — dla tatwiejszego zilustrowania metody — do N =3

0%y 52 o2 ()
otrzymamy dla =(— —] u, n=12,..., nastepujaca postac¢ tego sze-

+
o \axr oy?
regu, [CF00, M09a]:
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u(x, y,1)=u(x, vo.t ) + Oug Oug Qup G
’ O T T a a2

azu f/ ﬁzu 2 ou .. u. u. Fux’
>t xy+ Xt + vt ER—
6y 2! 8t 2! oxoy OxOt oyot ox” 3!
6uy 63uf3+ O’u 562)3+ O’u £2f+ ou ﬁ_ﬁ_
6y 3o 3 oy 20 axtar 2 axdyt 2

N d*u ﬁ_2f+ u fct 83u 2 N Su s
o 2 ook 2 ayat 21 oxoyor

u. ou,. ou, ul%* ) ulp
=u(xo,y0,t0)+—x+—y+—z‘+—2 —t |ttt
ax oyt oa a2 2) a2 2

Pu .. 0u .. u .. OCulx xP) u(P  pi?
R APl |t | S |+
ooy~ avar et a3 2 ) @il 2

OSu (% £ u (Pt P u (PP i
| T S e e e |
oxcor\ 20 3) opor| 20 3 axoy| 2 2!

Su (% ) u ..
| |+ Xt +
aov’ | 20 2 ) oy

R, .

Wartosci wszystkich pochodnych sg oczywiscie w punkcie (xo, yo,to). Przyjmu-
jac dla prostoty zapisu (xo, Yosto ) = (0,0,0) otrzymujemy:

62u o%u
(x 5t ) (000) 000+ QIOO ayQ(no Q001 P Pyyo— & — Bt
o*u o*u o*u o’u o*u o*u
_ﬁxﬁyplm_ﬁx@tplm _é‘y@tp(m _§Q300_$Q030_%Q201 +
o’u o’u o’u o’u
ay o Q021 28)/ Q210_8x8y2 leo_axﬁyét Q111+R4

Widoczne jest, ze wspoétczynniki przy poszczegdlnych pochodnych w rozwinie-
ciu funkcji u w szereg Taylora to — z doktadnoscig do znaku — funkcje falowe.

Ten sposob otrzymywania funkcji Trefftza jest ucigzliwy dla wielomiandw (i roz-
niczek) wyzszych rzedéw. Niemniej jednak jest on istotny z punktu widzenia osza-
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cowania btedu rozwigzania przyblizonego, gdy poszukuje sie go w postaci kombi-
nacji liniowej funkcji Trefftza. Eliminujac bowiem pochodne zgodnie z réwnaniem
falowym, pozostajemy w obrebie rézniczki tego samego rzedu, tzn. wielomian fa-
lowy stopnia n skfada sie z jednomianéw pochodzacych od pochodnych rzedu 7.
Co wiecej, wszystkie wspoétczynniki przy pochodnych rzedu n stajg sie skfadnika-
mi jakiego$ wielomianu falowego takiego stopnia.

Ze wzordw rekurencyjnych (3.57) wynika, ze wraz ze wzrostem wskaznika n
kolejne funkcje sg mnozone przez jego odwrotnosé. Oznacza to, ze wartosé funkcji
0 wysokim numerze, wynikajaca z wykonywanych na zmiennych x, y,t operacji
potegowania, jest dzielona przez duzg liczbe, a mianowicie przez n! Wobec przy-
jetego na wstepie zatozenia o ograniczonosci obszaru Q c R? wynika z tego, ze
w granicy przy n — o wartosci wielomianéw falowych bedg dazyly do zera.

Przyjmujac dodatkowo zatozenie, ze wszystkie pochodne funkcji sg wspolnie
ograniczone (co jest uzasadnione z fizycznego punktu widzenia), mozna oszacowac
btad przyblizenia reszty we wzorze Taylora jak dgzacy do zerawrazz n — o .

Oznacza to, ze przedstawiony wyzej uktad funkcji Trefftza (wielomianéw falo-
wych) jest uktadem T-kompletnym.

Warto zauwazyé¢, ze funkcje generujgce dla dwuwymiarowego réwnania falo-
wego i dla tréjwymiarowego réwnania Laplace’a wykazujg istotne podobienstwo:

i( px+qy+ta/ pz +q2 )

Try (v, 2.8p.9) = C Tulny.zpag)=er e

Zamiana zmiennych p —ip, q —iq, z — —it przeksztatca funkcie 1,; w I'x,,
[CJ03]. Wynika z tego, ze wielomiany falowe zmiennych (x, y, ) mozna uzyska¢
z wielomianéw harmonicznych zmiennych (x, y, z) przez podstawienie z==it.
Przy takim podejsciu trzeba jednak nieco inaczej niz w tej czesci zdefiniowaé wie-
lomiany falowe, gdyz zdefiniowane wyzej wielomiany falowe sa przedstawione jako
funkcje o trzech wskaznikach, podczas gdy podstawienie z = +it pozwala uzyskac
bezposrednio dwuwskaznikowy opis wielomianéw falowych. Moze jedynie wystgpi¢
zmiana znaku przy niektérych uzyskanych w ten sposéb funkcjach falowych
w stosunku do przedstawionych w tej czesci.

3.4.2. Tréjwymiarowe réwnanie falowe

Rozwazmy teraz trojwymiarowe réwnanie falowe we wspétrzednych bezwymia-
rowych w obszarze ograniczonym Q c R*:

o* ot o o’u
—t—t—u=—, (x,t)eQ2x(0,T). 3.59
(5)62 oy? azzj o’ ( ) ( ) (559
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Funkcja generujgca dla tego rownania ma postac:

Ty (x,3,2,8 pog,r) = e/t err=e), (3.60)

gdzie p,q,r € R sa dowolnymi parametrami rzeczywistymi oraz s=+/p* +q° +r° .
Rozwijajac funkcje FF3(x, V,Z,t; p,q,r) w szereg potegowy wzgledem zmiennych
p,q,r i s otrzymuje sie, [MO9]:

o n n—kn—k—I

T2, 2.60.0.7) =D D D Ryt a6 352, )p" g 5™ (3.61)

n=0 k=0 /=0 m=0
m<2

Czesci rzeczywiste i urojone wielomiandw R, __;_)m (x, y,z,t),

Ij(n—k—l—m)klm (x’ Y.z, t) =Re R(n—k—l—m)klm (X, Y:2, t)a
Q(n—k—l—m)klm (x’ Vs Z) = Im R(ﬂfkflfm)klm (.X, Y.z, t)a

spetniajg rownanie (3.59), sa zatem funkcjami Trefftza. Sg to wielomiany, nazy-
wane wielomianami falowymi. Kilka pierwszych funkgji P(n_k_,_m)k,m(x,y,z,t)
i Qoiotomian (%.,2,2) dla n=0,L,..., k=0L...,n i [=0],.. 1 m=0, ma postaé
nastepujaca:

Poooo =1, Qoooo =0,

QIOOO =X, Qmoo =) Qomo =2z, Q0001 =t

2 2
X
Pyooo 2_7_?= Py =—xy, Pgo=—xz, By =—xt,
2 2
Fooo s Boiio=—vz, By =Vt
2 2
z t
onooz_?_ 2’ Foorn zt,

Wielomiany falowe R, _;_;_,)um (x,y,z,t) U Ol etm)im (x,y,z,t) da n=1.2,..,
k=01,..,n,1=0,..,nim=0,1 orazdla Py, =1, Oy =0, spetniaja nastepu-
jace wzory rekurencyjne, [M09]:
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1
Bok-iypao = _;(XQ(n—k—l—l)kIO + Y-kt k-1)0 + ZQ0u-k-1)k(1-1)0 +
10012 F 1Dkt e-2)n F 1Q(u—k—i)(1-2)1) »
1
Boicioyn = _;(xQ(n—k—l—z)kll + YOttty +

+ YQ(k—t-1)e=1n F 1Q(—k—i-1)k10)>
(3.62)

1
Olu—k-iyao = ;(xl)(n—k—l—l)klo + YR k-ik-1yo + 2R koo +

1R,y + -2+ Rk—iye-2)) »

1
Q(n—k—l—l)kll = ;(xp(n—k—l—z)kll + yp(n—k—l—l)(k—l)ll +

+ VB + kim0

Ponadto dla pochodnych czastkowych spetnione sg nastepujace zwigzki, [M0O9]:

aQ(n—k—l—m)k[m _

aP(n—k—z—m)kzm
—\nmk=lmm)idm =P ,
o (n—k—1-m—1)kim

o = _Q(n—k—l—m—l)klm ’

aQ(n—k—l—m)klm _

aPn— —L—m )kim
u ay - P(n—k—l—m)(k—l)lm ’

oy = _Q(n—k—l—m)(k—l)lm ’

aQ(n—k—l—m)klm
Oz

aP(n—k—l—m)k/m

0z - P(n—k—l—m)k(z_l)m ) (3.63)

= _Q(n—k—l—m)k(l—l)m ’
aP(n—k—l)klO

o = _Q(n—k—l—Z)kll - Q(n—k)(k—z)ll - Q(n—k)k(l—Z)l J

ap(n—k—l—l)kll
ot

aQ(n—k—l)klo
ot

= _Q(nfk—l—l)klo J

= Boiimoyan T Bkt T Bock-ie-2) »

aQ(n—k—l—l)kll
ot

= P(n—k—ll)klo :
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W przypadku gdy ktorys z indekséw we wzorach (3.62) i (3.63) jest ujemny,
wowczas wartos¢ wielomianu opisanego takim indeksem jest réwna zero.

Podobnie jak przy wzorach (3.57), ze wzoréw (3.62) wynika — wobec F,,, =1
i Qyooo =0 — ze wielomiany K, ,)u, S& rowne zero dla nieparzystej sumy

wskaznikow, zas wielomiany O znikajg dla parzystej sumy indeksow,

n—k—l—m )kim
przy czym — jak wspomniano wczesniej, czwarty ze wskaznikéw, m , moze przyj-
mowad tylko wartosci 0 lub 1.

Podobnie jak w przypadku dwuwymiarowym wielomiany falowe mozna takze
uzyskaé, rozwijajgc rozwigzanie rownania falowego (3.59) w szereg Taylora i eli-
minujac pochodne wzgledem jednej ze zmiennych przy wykorzystaniu tego réwna-
nia. Procedura jest tu analogiczna do przedstawionej w czesci 3.4.1. Pozostajg
w mocy takze wszystkie uwagi, wynikajace w czeéci 3.4.1 z rozwazan dotyczacych
tego rozwiniecia.

Ze wzordw rekurencyjnych (3.62) wynika, ze wraz ze wzrostem wskaznika n
kolejne funkcje falowe sg mnozone przez jego odwrotnos$¢. Oznacza to, ze wartosé
funkcji o wysokim numerze, wynikajaca z wykonywanych na zmiennych x,y,z,¢
operacji potegowania, jest dzielona przez duza liczbe, a mianowicie przez n! Wo-
bec przyjetego na wstepie zatozenia o ograniczonosci obszaru Q R’ wynika, ze
w granicy przy n — oo wartosci wielomianéw falowych bedg dazyly do zera.

Przyjmujac dodatkowo zatozenie, ze wszystkie pochodne funkcji sg wspdlnie
ograniczone (co jest uzasadnione z fizycznego punktu widzenia), mozna oszacowac
btad przyblizenia reszty we wzorze Taylora jako dgzacy do zerawrazz n — o .

Oznacza to, ze przedstawiony wyzej uktad funkcji Trefftza (wielomianéw falo-
wych) jest uktadem T-kompletnym.

3.4.3. Réwnanie falowe w uktadzie (I, z, t)

Rozwazmy réwnanie falowe w uktadzie (r,z,t) we wspétrzednych bezwymia-

rowych w obszarze ograniczonym Q c R*w uktadzie cylindrycznym:

0u l@u 8%_@

Tkt Wi ) 3.64
o ror o0z2 ot ( )

Rozwigzujgc to réwnanie metodg rozdzielania zmiennych przewidujemy postaé
funkcji u jako iloczyn u(r,z,t) = R(r)Z(r)O(t) . Po wstawieniu tego przedstawienia

do réwnania (3.64) i rozdzieleniu zmiennych otrzymujemy:
R/I 1 R! Z/I @N 2
—t——t—=—=-p°,
R rR Z7Z ©



3.4. Funkcje Treffiza dla rownania falowego 81

skad:
ZH RI! 1 R/
O"+p’@=0 oraz —=-—+——1+p’|=4",
P Z ( R rR P ) 1
co ostatecznie prowadzi do trzech réwnan rézniczkowych zwyczajnych:

0"+p?0=0, R+ R+(p+g*R=0, 2'-gZ=0.
r

Rozwigzujac te réwnania i wykorzystujac wiasnosci funkcji Bessela otrzymuje
sie nastepujgce dwie funkcje generujace dla réwnania (3.64), [CJO3]:
Fch(”rZ:tQPsQ): Jo(’”s)eqzeipta

ore(rzt; pg) =5 (rs)e™e™,
gdzie s =+ p*> +¢* oraz
( l)k(rsjua
0 k
Yy (r,s)=J,(sr)Inr - Z :

k=1

(3.65)

Ciag (a,) zdefiniowany jest tak, jak w czesci 3.2.3, tzn.:

1
a, =0, ak:1+§+...+2 dla n>0.

Tutaj J, (rs) oznacza funkcje Bessela pierwszego rodzaju rzedu zero, [M64].

Postugujac sie rozumowaniem podobnym do przedstawionego w czesci 3.2.2,
mozna funkcje generujgce przedstawi¢ jako sume czesci rzeczywistych i czesci
urojonych:

Lrc(rzt p,g)=Jy(rs)ee? =

n

Pnk rzt nk k+zz ZQ”k rztp” 4,

k=0 n=0 k=0

-

Il
(=]

n

(3.66)
orc(rzt pg) =Yg (rys)ee™ =

n n

R, (rz0p""q" +lz ZSnk rzp" "

k=0 n=0 k=0

[

3
Il
(=]

F
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Z réwnan (3.66) wynikajg nastepujace wzory na funkcje Trefftza dla réwnania

(3.64), [CJO3]:

(rz.0)= Olipe |
'k' aop" aq a0
nkVZt=Im( " anllFC P
M ), (3.67)
rz l‘ [ an ]fFC )
k! op"*oq" o
S, (rz1)=Tm L9 EfFCk

(n—k)k! 6p"*8q -

p=q=

Przy obliczaniu pochodnych we wzorach (3.67) pomocny jest wzor przedstawia-
jacy funkcje Jo(rs) i Yo*(r,s) w postaci szeregu potegowego, [M64]:

k 2k 2(k-m) 2mk

Jo(FSFEMZiZk:(—I) r* ptrly

= (kY e % pml(k—m)
rs 2
3
%G S)zi(‘” 5) (h”‘“k):ii<—1>kr2kp2<k-m>q2m"<1nr—ak>
& (k1) parfoard 2% klml(k —m), '

Pierwszych kilka funkcji Trefftza dla rownania (3.64) ma posta¢ nastepujaca
(ponizej podane s3a tylko funkcje rézne od zera):

Fo =1, O =t, Fi=z
2 2 2 2
r t z r
Py=——-—, =zt, P,="—-"
0= Oy 2T5 7y,
0 o P _ 1’z oz’ 0 ' o
3077 ’ 3 2 47 20 4
Z3 zZr
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0o =107 Sy =tlnr, Ry =zlnr,
2 2 2
r r
onz[————}lnr+—, S, =ztlnr,

2
t3 ¢ 2 ¢ 2 t2 2 2
Sm-[_z_”?}n(r) - Ru:[_g_%}n(mi,
t22 tr2 tr2 Z3 Zr2 Zr2
3 [T_len() e S (Z—TJIH(F) R

3.4.4. Réwnanie falowe w uktadzie (I, @, t)
Rozwazmy réwnanie falowe w ukfadzie (r,(o,t) we wspoétrzednych bezwymia-

rowych w obszarze ograniczonym Q c R*w uktadzie biegunowym
Ou 1ou 1 0°u 0
e e (3.68)

or- ror r-op- Ot
Podobnie jak w poprzednim przypadku, funkcje generujace uzyskuje sie roz-
wigzujac to rownanie metodg rozdzielania zmiennych. Powtérzone tu zostanie

rozumowanie z czesci 3.3.4.
Ze wzgledu na periodyczno$¢ rozwigzania wzgledem zmiennej ¢ catke ogolng

mozemy napisa¢ w postaci:
(3.69)

r ot :Z rt smngo-i—w (rt)cosngo)

n=0

co po podstawieniu do réwnania (3.68) prowadzi do réwnania

iLvn sinn(p+iLwn cosng =0,

n=0 n=0

gdzie:
2 2 2
oV 10V n V_& V:O, V=v, lub V=w,. (3.70)

LV ="y
ror 1’ or?
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Metoda rozdzielenia zmiennych i wykorzystanie wtasnosci funkcji Bessela,
[M64], prowadzi dla kazdego n =0,1,... do nastepujacych dwdch funkcji generu-

jacych, [CJO3]:

Jupr) <
FlFBn(rt p)= o e :2 \nk ”t p ‘HZank rt
k=0 k=0
(3.71)

g (1t p)= p"Y, (pr)e?™ =Y Py (nt)p" +i> 05, (rt)p
k=0 =l

gdzie:

K:(pr):J"(pr)lnr_%{kZ_j;%[ 2 jz 7 i(‘; k) )( jm}

oraz
a,(0)=0,
ak(0)=1+%+...+%, k>1,
ao(n)=1+l+...+l, n>1,
n
ak(n):(1+l+...+lj+(l+l+...+ ! j k>1, n>1.
2 k 2 n+k

Po wstawieniu do funkcji generujacych I, (r,t;p) i FZFB(r,t;p) funkcji Besse-

la przedstawionych w postaci szeregu potegowego, [M64], otrzymuje sie ich postaé
nastepujaca, [CJO3]:

Fmgn(nt;p){%j Z_,})# (3.72)
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N n o (_1)kr2kp2k 1(2) 2= (n—k—l)!kal"Zk
FZFB”(r’t’p)_[p [Ej lnr;‘22kk!(n+k)!_5 r =0 2k '

(_ l)k p2kr2k(i1 + flj
v=1 v ipt

1{r\"Y =y

2n v=l

- —| = e?, gdy n>1. 3.74
P 2(2) ,{Z; 2 K(n + k) o 574
Na podstawie wzoréw (3.71) wyprowadza sie dla n=0,1,..., i [=0,1,... wzory

okreslajace funkcje Trefftza dla réwnania (3.70). Dla rownania (3.68) uzyskuje sie
je wykorzystujgc przedstawienie (3.69). Majg one posta¢ nastepujaca:

P,,(rt)= Re(i'—a F‘VZB" )
m! Op oo 575)
T
le (r [) = Im 1 a —
m!  op" o

Dla s =1 sg to T-funkcje pierwszego rodzaju, zas dla s =2 — drugiego rodzaju.

Pierwszych osiem funkcji Trefftza pierwszego (z pierwszym indeksem réwnym 1)
dla réwnania (3.70), wyprowadzonych na podstawie wzoréw (3.75); i (3.72) ma
posta¢ nastepujaca (ponizej podane sa tylko funkcje rézne od zera), [CJO3]:

- n
EnO =1 ’ anl = (Ej t,

120 24(n+1) " 32(n+2)

(rjn 2t rnl
])1n4= ~ —t + ’
2) (24 8(n+1) 32(n+2)

£ £rn! rn! J
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Y t° t*rin! *r'n! ron!
B =S| |55~ - - ,
2 720 96(n+1) 64(n+2) 384(n+3)

Y t’ £rin! £rinl rn!
Q1n7 = A - - - - .
2 5040 480(n+1) 192(n+2) 384(n+3)

Wyprowadzenie postaci ogélnej (dla dowolnego n =0.1,...) funkcji Trefftza dru-
giego rodzaju (z pierwszym indeksem rownym 2) dla réwnania (3.70) nie jest takie
proste, jak to ma miejsce dla funkcji pierwszego rodzaju. Konieczne jest postuzenie
sie komputerem i wykonanie na nim obliczen symbolicznych dla konkretnych war-

tosci indeksu n. Dla n=0 otrzymuje sie funkcje Trefftza drugiego rodzaju w po-
staci nastepujace;j:

Pyyo =Inr, Oy =tlnr,
2 2 2
r tor

Py =—+Inlr) ——-—1,

200 =7 ()( 5 4]

2t 3t A S
Py =- ——+Inlr) —+ +—,
M8 128 ()(24 8 64

Q ——ﬁ—ﬁ-kln(r) i+ﬁ+£
205 24 128 120 24 64 )

Py =

4 3t 1 ARSI r®
+ + + ln(r) - - - - .
96 256 13824 720 96 128 2304

Dla n =1 otrzymuje sie funkcje Trefftza drugiego rodzaju w postaci nastepujace;j:

1 t
leoz__v Q211:__v
r r
2 r rlnr
Pz12____ ,
2r 4 2
£ o whr
Oy =———+ '

6r 4 2
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Py =

- +In(r) —+ .
720r 96 128 1152 48 32 384

Na zakonczenie tej czesci warto zauwazyc, ze po podstawieniu w (3.68) ¢ = iz
réwnanie to przejdzie w réwnanie Laplace’a:

2 2 2
6—2’+ I Ou +i2 Ou 4 Ly, (3.76)
or: ror r-op =

Przy zatozeniu, ze prawdziwy jest rozkfad (3.69) funkcji u i przy dodatkowej
zamianie p — ip , wynikajacej ze zmiany znaku przy pochodnej, ktéra w rownaniu
(3.68) byta wzgledem zmiennej ¢, zas w réwnaniu Laplace’a jest wzgledem zmien-
nej z, otrzymuje sie dla réwnania:

oV 1oV n* OV

24—————2V+—2=0, V=v, lub V=w,,
or ror r Oz

nastepujace funkcje generujace, [CJO3]:

1 o0
rlLW(’”aZ,p):%e!’z — ZPkPnk (”92)’
k=0

Coy (r2, )= p"K, (pr)e” =" p* 0, (r,2),

gdzie:

K )= (1 o), () —[-jz bkl [%j

k=0

gdzie 7, (z) — zmodyfikowana funkcja Bessela pierwszego rodzaju, rzedu 7 , [M64].
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Funkcje Trefftza pierwszego i drugiego rodzaju dla rownania (3.76) otrzymuje
sie podobnie jak w rozwazaniach przytoczonych wyzej.
Warto wspomnie¢, ze w monografii [M09] zaproponowano inny uktad funkciji

Trefftza dla rownania (3.68). Aby otrzymac funkcje Trefftza w uktadzie bieguno-
wym, zaproponowano tam wykorzystanie zaleznosci x=rcos¢@, y=rsing we

wzorach (3.57). Tak wprowadzone funkcje Trefftza dla réwnania (3.68) ozna-
czone bedg literkg B, postawiong przed indeksem. Cztery pierwsze niezerowe
funkcje to:

PBOOO(I’,(p,t)=1, QBloo(’”#’at):VCOS(D,
QBOIO(F’¢7t)=rSin¢1 Q3001(7’7¢’t):t-

Funkcje przyjmujace w ukfadzie (xyt) wartosci zerowe przyjmujg takze te wartosci
w uktadzie (rgo t).

Nastepne T-funkcje mozna wyprowadzi€, korzystajac ze wzorow (3.57) i pamieta-
jac, ze zamiast zmiennych (x,y) trzeba wstawi¢ do wzoréw x =rcos@, y=rsing.

0 0 0
Podobnie we wzorach (3.58) operatory — i — trzeba zastgpi¢ pochodnymi —
ox Oy or

.0 , )
| —, zgodnle Ze wzorami.
op

i—cos i—sin li
ox (pﬁr (Dr oo’

i—sin i+c0s li
(Dar (prﬁgo'

Korzystajac z tak przeksztatconych wzoréw (3.57) i (3.58) i z wyzej pokazanych
postaci funkcji Qg 00 | Opoo; tatwo dowodzi sig, ze na przykiad:

—%—%szoo(x,y,t)zPBzOO(r,(o,l)z dla n=2, k=0, =0
1 .
:5(_”COS¢Q3100 —rsingQp, 1o —10poo _[QBZ,—I,I):
2 2 2
:%(—rcosgo-rcosgo—rsingo-O—t-t—t-O)z—%—%
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oraz
P, P,
g0 =cos¢)a 8200 —sin(ola B200 dla n=2, k=0, /=0
X r r a(ﬂ
o( rPcostep f 1o rPcostp £
=COSQp_— |\~~~ |~SMQ—— |~ — | T
or 2 2 r op 22

=cos go(— rcos’ (p)— sin (pl(— r* sin g cos (p)z
r

=—7Cos (p(cos2 o+ sin? (o)z —7co8® =—0p00-

Wzory (3.58) mozna przetransformowac¢ do nastepujacej postaci we wspotrzed-
nych biegunowych:

o)y B(n—k—1 )kl

or = _(005(0 Op(n-t-r-1ya +SMP Oy 1)1y ) .

1 0Py, .
— Pk D _ sin @ QB(n—k—l—l)kl —Cos@ QB(n—k—l—l)(k—l)l ,

r op

W =08 Py, 411y +S00 Py iy

%GQB(;—(;ZW = =Si0Q Py, ys1ya +C0S @ Pyl piyiry » (3.77)
%B(g—;k)ko = =Opn-r-2)01 ~ (-t )i-2)1 » % =~Op(n-k-1)k0 >
@Q# = Pyirtain + Poto s @(T> By

3.5. FUNKCJE TREFFTZA DLA ROWNANIA HELMHOLTZA

Réwnanie Helmholtza mozna otrzyma¢ z réwnania falowego, jesli wymuszenia
sg typu harmonicznego z czestotliwoscig @w. Po podstawieniu w réwnaniu (3.54)
u= vexp(ia)t) otrzymuije sie:

ot o
(—+—+a)2]u=0, (x,y)eQ, QcR?. (3.78)
Y
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Gdy w=if, réwnanie (3.78) przyjmuje postac:

o? 82
= 42 ,3 (3.78a)
o 6y
czesto spotykang w zagadnieniach przewodnictwa ciepta.

Do wyznaczenia funkcji generujgcych stosuje sie metode rozdzielania zmien-
nych. Rozwigzanie ogdlne réwnania (3.78) ma postac:

(A1 e”+ 4, e”")(B1 NP B, e P’ )

Z uwagi na to, ze w ukfadzie (x, y) réwnanie (3.78) jest niezmiennicze wzgle-
dem przeksztatcen x - —x, y — —y, otrzymuje sie nastepujaca funkcje generuja-

cg dla tego réwnania, [CJO3]:

Ly (s p) = e 07" =
sin(y\lp2 +wzj
=™ cos(\/p2 +w2yj+i\/p2 +o’ — = (3.79)
Jp’+o
=> PR (xyo)+iyp’ +o Zp 0, (xy.o)
=0 =0

Stad dla funkcji I, i I’ okreslonych nastgpujaco:

sin(y\/p2 +o’ )

_apX 2 2 X

Iy =e cos(yw/p +w J Iy =e \/ > > , (3.80)

p o

mamy:
1 0"T 10Ty,

P(xyo)=—— ,  Qxpe)=——W (3.81)

nl op” . nl op" .

p= p=

Wzory (3.81) sg uzasadnione parzystymi potegami parametru p w rozwinieciu
funkcji I, i I'y w szeregi potegowe wzgledem tego parametru. Ponizej przed-
stawiono kilka kolejnych funkgciji Trefftza, Pn(x,y,a)) i 0, (x,y,a)), spetniajgcych réw-
nanie Helmholtza (3.78), [CJ03]:
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P = COS(a)y), 0, = sinfowy),

xsin(wy)

B =xcos(wy), 0 = Pt
(x cos( ) sm(;")’) j 0,= %((ﬁw{ziin(wy) + cosc(oagy)J/J ’

w 30’ o’

1{)63 cos(wy) xysin(wy)] 1((—3x+x3a)2)sin(wy) xycos(wy)}
P== - 0= + j
2 3 2

Warto zauwazyé, ze bezposrednie przejscie w powyzszych wzorach z parame-
trem @ do zera nie zawsze prowadzi do T-funkcji dla dwuwymiarowego réwnania
Laplace’a (wystarczy sprawdzi¢ to na przykfadzie funkcji O, i Q,). Prowadzi do
tego dopiero wykonanie operacji @ — 0 we wzorze (3.79).

Wzory (3.81) majq te zalete, ze T-funkcje sg w nich przedstawione w prostej
postaci. Sytuacja wyglada inaczej, gdy rozwaza sie T-funkcje dla réwnania Hel-
mholtza w ukfadzie biegunowym w 2D lub w uktadzie sferycznym w 3D.

Dla réwnania Helmholtza w postaci (3.78a) w uktadzie biegunowym dla @ =1
i dla obszaru ograniczonego uktad funkcji Trefftza w obszarze ograniczonym jed-
nospojnym w 2D mozna wygenerowa¢ w postaci iloczynu funkcji Bessela pierw-
szego rodzaju i funkcji trygonometrycznych, [Z97, LLHCO7]:

{JO (r), J, (r)cos(n 6’), J, (r)sin(n 9), n= 1,2,3,...} ,

zas$ w obszarze ograniczonym wielospéjnym z poczatkiem ukfadu wspotrzednych
poza rozwazanym obszarem, [CLKYO03]:

{Jo (r), Y, (r), J, (r)cos(n 49), J, (r)sin(n 9), Y, (r)cos(n 9), Y, (r)sin(n 9),
n=123,..},
gdzie J, (r) to funkcje Bessela pierwszego rodzaju rzedu n, zas Yo(r) to funkcje
Bessela drugiego rodzaju rzedu n .

W 3D w uktad funkcji Trefftza w obszarze ograniczonym jednospojnym mozna
wygenerowac w postaci iloczynu stowarzyszonych funkcji Legendre’a i sferycznych
funkcji Bessela pierwszego rodzaju, [HS78, H84]:

{ i (r)P?(cos(©))exp(ig®), n =1,2,3,...,—n < g < n},
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gdzie j, (r)= 1/21Jn+1/2(r) to sferyczna funkcja Bessela pierwszego rodzaju rzedu
r

n,[AS72], zas P! (cos(@)) jest stowarzyszong funkcjg Legendre’a, [AS72].

Wiele uwag na temat T-funkgcji dla réwnania Helmholtza mozna znalez¢ w pra-
cach [KK68, JW96, HS78, CLKY03, LLHCO7].

3.6. FUNKCJE TREFFTZA DLA ROWNANIA DRGAN BELKI

Réwnanie opisujgce drgania belki jednorodnej o statym przekroju i sztywnosci
we wspotrzednych bezwymiarowych, w przypadku braku obcigzen (drgania swo-
bodne), ma postac nastepujaca;:

ot o
(&C_ﬁyju(x,z):o, (r.0)e 01)x(0,7) (3.82)

Do wyprowadzenia postaci funkcji Trefftza dla tego réwnania zostanie wykorzy-
stane rozwiniecie jego rozwigzania w szereg Taylora wokot punktu (0,0). Zaktada

sie przy tym, ze funkcja u(x,t) jest w otoczeniu tego punktu co najmniej klasy

cht gdzie N jest rzedem najwyzszej rézniczki w rozwinieciu. Przy takich zatoze-
niach szereg Taylora dla funkcji ¥ ma postaé:

du d*u dMu

I/l(.x,t)zM(O,O)+1—!+T!+...+W+RN+1, (383)
. Ou  Ou ) . . o
gdzie d"u= a—x+6—t . Wartosci wszystkich pochodnych w rozwinieciu wy-
X t

znaczane sg w punkcie (0,0).

Wykorzystujac réwnanie (3.82) mozna w rozwinieciu funkgciji u(x,t) w szereg

Taylora zastgpi¢ pochodne rzedu 4v wzgledem zmiennej x przez pochodne rze-
du 2v wzgledem zmiennej ¢, v=1,2,... jak nastepuje:

64vu , aZvu
=(-1 .
ax4v ( ) at2v

(3.84)

Formuta (3.84) moze by¢ stosowana do pochodnych rzedu wyzszego niz 3.
Dzieki temu zabiegowi w kolejnych wyrazach szeregu Taylora pozostang po-
chodne wzgledem zmiennej x tylko do rzedu trzeciego, a pojawig sie w wielu
wyrazach takie same pochodne. Nastepnie w rozwinieciu (3.83) wspotczynniki
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przy takich samych pochodnych grupuje sie. Dzieki formule (3.84) tak utworzone
wspotczynniki przy pochodnych spetniajg réwnanie (3.82). Tworzg one zatem
kolejne funkcje Trefftza dla tego réwnania. Szereg Taylora po takim zabiegu wy-
glada nastepujaco:

2 2 2
u(x,t)zu(O,O)Jra—u x+8_u G_th x_' Ou xt+

ox (0,0) ot (0,0) Ox (0,0) 21 Oxot (0.0)
62141‘2 d’u x> Ju ¥t &u . Ou i
Cd B i) B TP TR ve) S TR AT
eyt Yoo T A Py & A o) < (0.0)

[0} N o*u
ot Al axPor

Xt +ﬁu | 2 d'u | x’

3 ool 200 Beor |, 3
! X" Ot (0,0)‘ it (0.0) >

(0.0)

o'u ﬁ_& x_4t+ o’u Xt
axor’| S o ., 4 oo’ 32
(0,0) (0,0) (0,0)
oul w0 | W ol 2
2.3 4 5
oo |, 32 axart| 4 a8
BT e ou] T ou | wp
2 8 34,3
0rx’ | 6 BEGH ) S ox’ar’| 3!

Takimi samymi deseniami zaznaczono te wyrazy szeregu Taylora, ktére w wy-
niku wykorzystania podstawienia (3.84) majg jako wspotczynniki przy jednomia-
nach zbudowanych ze zmiennych (x,t) takie same pochodne funkcji # w punkcie
(0,0). Grupowanie wyrazow przy tych pochodnych prowadzi do funkcji Trefftza.

Pierwszych kilka funkcji ma posta¢ nastepujaca, [AGMO08, M09]:

Seo =1, Sip=x, Sy =t,

2 2 4
X t X

Sy =" Sy =xt, Szzza_z’
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x3 xzt xt2 x5 £ xY
ST Ty S I R R

3 xtr x® Xt X%t oxt X
Sy =" Sp = T P43 T T 44 =70 R

3! 2121 6! 3! 5! 41 412! 6!

_ x3t2 x7 B x2t3 xSt B xt4 x5t2 N x9 B £ x4t3 4 xgt
Pooom o oo e T a2 9 T s 3 8

Dla m=0,1.12,..., k=0,123 oraz m—k>0 wielomiany te mozna zapisaé

w nastepujgcej formie:

7]
2 (_ 1)_/'tm—k—2jxk+4j

S = :
m,m—k(x’t) Z (m_k_2J)|(k+4J)‘

Jj=0

(3.85)

Tutaj [x]z ﬂoor(x) oznacza czes¢ catkowitg liczby x.

Funkcje wyrazone wzorem (3.85) wygodnie jest przenumerowac tak, aby ich opis
byt jednoindeksowy. Jak sie okazuje, mozna to uzyskaé ktadac n =4m—k -3, tzn.:

Sn (x,f)= S4m—k—3 (xvt) = Sm,m—k (x’t) '

Oznaczajac k = 4[”7_2} —n+5 oraz m= [HT} +2 i definiujgc osobno wie-

lomiany S, =1, S, =xi S, =¢ mozemy dla n=3 napisa¢ nastepujacy wzoér, opi-
sujacy funkcje Trefftza dla rownania (3.82), [AGMO08, M09]:

i

2

(_ l)j tn—3|:%j}—3—2 jx4{n7_2}—n+5+4 j -

)

Pochodne funkcji §, (x,t) wzgledem zmiennej x majg nastepujace wiasnosci:
- dlan=5

x |-S,. dan=4p+l, p=12,.

n+l

as {SH da n=4p+1, p=12,.
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- dlan=>8

o5 {Sn_é dla n=4p+2lub n=4p+3 p=23,.

ox’  |-S  dlan=4p lubn=4p+1 p=23,.
- dlanx11
PERY S, dlan=4p+2, p=34.. a%s
no_ | n :_Sn_S
ox’ -S,s dlan#d4p+2 p=34.. ox*
Dla pochodnych funkgji S, (x,t) wzgledem zmiennej ¢ otrzymuje sie:
- danz7
os,
Gt n—41
- dlanx11
0°’S, g o2y o’s,  a's,
o "V ot '

Ponadto, jak fatwo pokazac:
- dla n=0,1,2,3,4,6,7,10

o's 2
ax4" =0 oraz >-=0,
- dla n=5
'S, s
=-S5, oraz =8,
ox* 0 2 0
- dla n=8
0*S, )
=-S, oraz 8 =8,
ox? : £ !
- dla n=9
4 2
'S, =-§, oraz =5,
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Jak wynika z przedstawionych wyzej zwigzkéw, funkcje S, (x,t) dla n=0,1,2,...
spetniajg tozsamosciowo bezwymiarowe réwnanie drgan preta. Stanowig one za-
tem uktad funkcji Trefftza dla tego rownania (funkcji rozwigzujacych). Kazda kom-
binacja liniowa tych funkcji takze spetnia tozsamosciowo to réwnanie.

Przedstawione wyzej funkcje Trefftza dla rownania (3.82) mozna takze wypro-
wadzi¢ wykorzystujac funkcje generujaca, ktéra w tym przypadku przyjmuje postac,
[AGMO08, M09]:

Cy(x,t,p)= PP (3.87)

Rozwijajac te funkcje w szereg potegowy wzgledem zmiennej p, otrzymuje sie
nastepujace rozwiniecie:
2 3 4
P (5. 2V, P (g 3\, P 2 .2 4
FB(x,t,p)=1+px+j(2lt+x )+§(6ltx+x )-}—Z(—Ut +12itx” +x )-i—...:
=8, + pS, + p>(iS, +S;) + p’ (—iS, +Sg )+ p* (=S5 +iS; ) +...

Widoczne jest, ze czesci rzeczywista i urojona wspétczynnikow stojgcych przy
kolejnych potegach parametru p to uzyskane wczesniej metodg rozwiniecia w sze-
reg Taylora wokot punktu (0,0) funkcje Trefftza dla rownania preta.

3.7. FUNKCJE TREFFTZA DLA ROWNANIA DRGAN PLYTY
3.7.1. Réwnanie drgan plyty w ukladzie kartezjanskim

Podobnie jak réwnanie drgan belki, rbwnanie drgan plyty jest rownaniem roznicz-
kowym czastkowym czwartego rzedu. Dla ptyty jednorodnej o statej grubosci i sztyw-
nosci, bez obcigzen, réwnanie to we wspétrzednych bezwymiarowych ma postac:

4 4 4 2
a4+2 (3 —+ 64+a—2 u(x, y,t)=0. (3.88)
ox ox"oy~ oy ot

Funkcje Trefftza (nazywane takze wielomianami plytowymi, [M09]) dla tego
rébwnania mozna wyprowadzi¢ z wykorzystaniem funkcji generujacej lub za pomo-
cq rozwiniecia rozwigzania tego réwnania w szereg Taylora. Oba sposoby prowa-
dzg do takich samych wynikow.

Funkcje generujaca dla réwnania (3.88) uzyskuje sie, rozwigzujac je metoda
rozdzielania zmiennych. Ma ona postac:

I, (x, V.1, p,q) = e”“qy”(”zwz)’. (3.89)
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Funkcje te mozna przedstawi¢ w postaci szeregu potegowego zmienych p i ¢:

.X' yst p.q ZZRnk X V523 ps

n=0 k=0

nk k _

q
(3.90)

-3 (Bt +ilp? +02 )0, (e )"
22

n=0 k=0

gdzie Pk(x y,t ) nk(x,y,t), n=0,12,.., k=0,1,... sg funkcjami spetniajgcymi

réwnanie (3.88), czyli funkcjami Trefftza.

Pierwszych kilka T-funkciji dla réwnania (3.88) ma posta¢ nastepujaca;

P()O(xﬂy’[)zl’
HO(xayat)zx’

Ijll(x’y’t):yi
on(x,y,t)Z
Pz,(x,y,t)=xy ’

2
P22(x9y9t):y7’

1)33(35:)’:1‘):% ’

QOO(X,y,t)Zf
Qlo(x’y’t)ZXt
Qll(x>y,t):yt ’

Q(xyf)=x—2t
20\X5 Vs 2,

QZl(xayat):xyt’

2
t
sz(x,y,t)zyT )
3
t
Q30(x,y,t)=x3—!,
2
Q31(X,y,t)= xzyt ’

Q32(x,y,t)= a4 ’

3
t
Q33(x,y,t)=y3—!,

Przy znanych funkcjach F, =1 oraz Q,, =t kolejne postacie tych funkcji dla
n=12,...mozna uzyskac, postugujac sie wzorami rekurencyjnymi dla n=1.2,...,

[MO9]:
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By = YRy O = Y91y
Buon) = %R, ) » On-1) = XQ(1)(n-1) -
2x(n+1)B, 10 — X By —41° B0 — 260, )0
By = - . . il (3.91)
(n + 1)(n + 2)
2 2
0. = 2x(n + 1)Q(n—l)o =X Qo2)0 —H Q(ay + 2P,
"0 (n+1)n+2) ’
p _ (” —k+ I)Pn(k—l) —XB, 1y e-1) T VB l<k<n-1,
n(k+1) k+1
0= (n =k +1)0, (1) = X011 + YO 1 Cl<k<n-l.
n(k+1) k+1

Ponadto pochodne tych funkcji spetniajg nastepujace zaleznosci, [MO09]:

aPOO _ aQOO _ aPnn _ aan

- =0,
Oox Oox ox ox
OF, 20,
axk = P(n—l)k , axk = Q(n—l)k , n> 0 s k= 0,1,... n—1 ,

a})00 — aQOO — a})}10 — aQnO =0

oy oy oy Oy

0
_g):’k = Q(n—l)(k—]) y n> 0, k = 0,1,... n _1 )

aan =P a})nk

=F,, =0, n=01.23, k£=01,..n
ot ot

adlan>3, k=01,..n-4

ok, oL,
2= Qo 5= Css):
OF, () OF(1-2)

e ~Oln-a)(n-s) FYa —2Q(1-4)n-4) ~ Qln-a)n—6)
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oP
n(n—S) _
o = 200-40-5) Qs
oP,
a:k‘ = =Op-ap ~2Q(-4)(k-2) ~ Qln-)(k-4) -

Jesli jakikolwiek indeks funkcji po prawej stronie powyzszych wzoréw jest ujem-
ny, wowczas jej warto$¢ przyjmuje sie rowng zero.

3.7.2. Réwnanie drgan plyty w ukladzie biegunowym

Uzyskanie funkcji Trefftza dla réwnania drgan ptyty w uktadzie biegunowym wy-
nika z podstawienia x =rcos@, y=rsing tak w réwnaniu (3.88), jak i we wzo-
rach rekurencyjnych (3.91), [M09]. Procedura ta nie nastrecza klopotéw. Réwniez
wzory opisujgce zaleznosci spetniane przez pochodne tych funkcji sg tatwe do

uzyskania. Nalezy zastgpi¢ pochodne 9 i i pochodnymi 9 i i zgodnie ze
ox Oy or O

wzorami:

i—cos i—sin li
ox (p@r ¢r oo’

i—sin i+cos li
¢6r (prﬁgo ’

a nastepnie przetransformowaé, podobnie jak to zrobiono z wzorami (3.58), ktore
przetransformowano do postaci (3.77).

3.8. FUNKCJE TREFFTZA DLA ROWNANIA BIHARMONICZNEGO
3.8.1. Réwnanie biharmoniczne w ukladzie kartezjanskim

W kartezjanskim dwuwymiarowym ukfadzie wspotrzednych réwnanie biharmo-
niczne ma postaé nastepujaca:

V4u(x,y)=A2u(x,y)=0, (x,y)chRz, (3.92)
2 2
gdzie V2 =A= Pl + Py O obszarze Q) — R’ zaktada sie, ze jest ograniczony.
X Y

Funkcje Trefftza dla réwnania (3.92) wyprowadzono w monografii [CF00], wyko-
rzystujac operacje odwrotne, [CF03, CF03a] oraz rozwiniecie rowigzania tego row-
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nania w szereg Taylora z eliminacjg jednej z pochodnych czwartego rzedu. Wypro-
wadzono tam trzy postacie uktadéw zupetnych funkcji Trefftza dla tego réwnania dla
trzech mozliwosci eliminacji czwartych pochodnych (wzgledem zmiennej x, wzgle-
dem zmiennej y i czwartej pochodnej mieszanej). W kartezjanskim ukiadzie wspot-
rzednych kazdg z tych postaci mozna przedstawi¢, wykorzystujac wzory (3.6),
przedstawiajgce funkcje harmoniczne F, (x,y) i Gn(x,y), n=0,,.... Jeden z tych
ukfadéw zupetnych dla n =0,1,... przedstawia sie nastepujaco, [CF00]:

Hln(x’y):Fn(xﬂy)_'-H3n(x’y):Fn(x’y)_'-%anl(x’y)’

3
H2n(x9y):Gn(xﬂy)-’-H4n(xﬂy):EGn(x’y)_%Fn—l (x,y),

}1 n—2k-2 2k+2
_ Xy _y
e 3 [ e (R0 RSN

H4n<x,y>[nil}((1>k“( LA k}

4 n—2k —1)(2k +1)
1
= EGn ('x’y)_glrn—l (X,y)-

W przypadku gdy gérna granica sumowania jest ujemna, wartos¢ funkcji Trefftza
jest réwna zero.

Pierwszych kilka T-funkgciji dla réwnania (3.92) ma postaé nastepujaca;

Hlo(x,y):l, Hzo(x’y):()v Hso(an/):()' H4o(an/):0'
H“(x,y)zx, Hzl(an’)zy! H31(x,y)=0, H41(x,y)=0,
2 2
le(x,y)z%, sz(X,y)ny, H32(x,y)=y7, H42(x, ):0’
3 2 2 3
Hn(x,y):);—!—%, Hza(an/):%_%'
xy’ y’
H33(x,y)=7, H43(x,y)=?,
A y4 x3y
H14( vY) T H24(an’)=_=
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x2 2 4 X 3
H34(an’)=T)2}!_2)jT!= H44(X,Y):%!

PR X 5
Hls(an’)zg_%!v st(xay)zT!y_2%=

x3 2 X 4 x2 3 5
H35(X,y)=T)2}!—2%!1 H45(x=y)=T§!_2%!

xS x2 4 6 xS X 5
M)t rge )=
% ( )_x4y2 _2x2y4 3)/6 H ( )_x3y3_2xy5

3685 Y= ) e ST I

Wzory rekurencyjne i zwiazki miedzy pochodnymi T-funkcji dla réwnania (3.92)
wynikajg ze wzordw (3.7) i zwigzkdéw (3.10) i (3.11), i wyrazajq sie poprzez funkcje
harmoniczne F, (x,y) i Gn(x,y), n=0,L,....

W przypadku funkcji przedstawionych wzorami (3.93) mozna dokona¢ transfor-
macji polegajgcej na przemnozeniu kazdej funkcji przez czynnik 1/x!, [CF00].

Jeden z pierwszych ukfadow funkcji Trefftza dla réwnania biharmonicznego poka-
zano w pracy [GH81]. Funkcje Trefftza dla réwnania biharmonicznego przedstawiano
takze w innych publikacjach. W pracy [H84a] wykorzystano ukifad wielomianéw, zbu-
dowanych na bazie kolejnych poteg zmiennej zespolonej z = x+1iy , poczawszy od
potegi drugiej. Jest to uktad niepetny, gdyz zaczyna sie od funkcji kwadratowych
wzgledem obu zmiennych. Nie pozwala to na skuteczne przyblizanie kombinacjq linio-
wa takich wielomianéw warunkéw brzegowych, szczegodlnie gdy sg one state lub linio-
we. Pelny uktad wielomianéw wspomnianego typu, zawierajacy wyrazy state i liniowe
wzgledem obu zmiennych, przedstawiono m.in. w pracach [H84, JCZ93, Q00].

Ukfad wielomianéw, przedstawiony we wspomnianych wyzej pracach, charakte-
ryzuje brak czynnika 1/n!, ktéry — jako czynnik staty w kazdym wielomianie — jest
nieistotny, gdyz jego brak zmieni tylko wspdtczynniki kombinaciji liniowej wielomia-
néw aproksymujgacych rozwigzanie badanego problemu.

3.8.2. Réownanie biharmoniczne w ukladzie biegunowym

W przypadku uktadu biegunowego, dla x =rcos¢, y=rsin@ réwnanie (3.92)

dia (r,@)e Q c R* przyjmuje postac:

2 2 2 2
(5_+l£+1 0 J(5_+li+1 0 JM(W):O' (3.94)

o’ ror r_zégoz or* ror r_28(/)2
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Witedy dla /g :%—ga otrzymuje sie nastepujace wzory na T-funkcje dla n=1,2,...,
[CFOQ]:

n

Hy, (r,¢) = r—'(cos nf+ gcos (asin[(n - l)ﬂ]}
n!

]'Imn(’”»(l’)=i 3Sirlnﬂ—zcosq)cos[(n—l)ﬁ] ,
n'\ 2 2 5.95)

n

Hgan(r,(p)=mCos¢sin[(n -1l

Hy,,(r,0)= %(%sin np— gCOS(/)COS[(I’l - 1)/5’])

Dla n=0 otrzymuje sie Hlo(r,go)z 1, za$ pozostate T-funkcje z indeksem n=0

przyjmuje sie rébwne zero.

3.9. FUNKCJE TREFFTZA DLA ZAGADNIEN ELASTOSTATYKI

Funkcje Trefftza dla zagadnien elastostatyki byly rozwazane przez wielu auto-
réw. Dla ptaskiego stanu naprezenia i dla ptaskiego stanu odksztatcenia funkcje
Trefftza byty prezentowane m.in. w pracach [JT82, JV92, Q00, Q09]. Wykorzysta-
no tam ujecie probleméw elastostatyki przy pomocy analizy zmiennej zespolonej,
wprowadzone przez Muskhelishvilego, [M49, M53]. Wykorzystujac dwie analitycz-
ne funkcje dobrane w pewien szczegdlny sposéb dla naprezen i przemieszczen
w ptaskim stanie naprezenia, [Q00, Q09], uzyskano uktad wielomianéw elastosta-
tyki jako czesci rzeczywiste i zespolone pewnych zespolonych jednomiandw.

W pracy [R09] przedstawiono interesujace rozwazania dotyczace wykorzystania
naprezeniowych funkcji Maxwella do rozwigzania trojwymiarowych zagadnien ela-
stotatyki. W pracy [Q04] sformutowano i przedstawiono na dwuwymiarowych przy-
ktadach dualng zasade wariacyjng dla metody Trefftza w elementach skonczo-
nych. Tréjwymiarowe zagadnienie elastostatyki rozwigzano w pracy [LQWO08], sto-
sujac metode Boussinesq’a. Stosujgc funkcje Airy’ego i funkcje naprezeniowa,
[N70], mozna dwuwymiarowe zagadnienie elastostatyki sprowadzi¢ do réwnania
biharmonicznego i rownania Poissona.

Wykorzystanie podstawienia Lamé’go (potencjatu sprezystego przemieszcze-
nia), [N70], sprowadza problem rozwigzania zagadnieh elastostatyki do wykorzy-
stania funkcji harmonicznych. Interesujgcy pomyst wprowadzenia funkcji Trefftza
dla zagadnien elastostatyki przedstawiono w pracach [KKV01, KSKZ05, KS06].
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Stosowano takze inne podejscia do rozwigzywania zagadnien odwrotnych ela-
stostatyki. Wymieni¢ tu mozna wiele prac. Dla przyktadu w pracy [MHLO2] rozwa-
zano ptaski stan odksztatcenia w takim obszarze, ktéry na czesci brzegu miat za-
dane przemieszczenia i obcigzenia, na pozostatej czesci warunki nie byty znane.
Do rozwigzania problemu wykorzystano metode gradientéw sprzezonych i metode
elementéw brzegowych. Podobny problem w pracy [MLO5] rozwigzano stosujac
metode Landwebera i metode elementéw brzegowych.

Niektére z wymienionych podejs¢, stosujacych funkcje Trefftza do rozwigzania
zagadnien elastostatyki, oméwiono nizej.

3.9.1. Réwnania Beltramiego-Michella

Zagadnienia elastostatyki rozwigzywane w naprezeniach sprowadzajg sie do
dziewieciu niesprzecznych réwnan, z ktérych trzy to réwnania rownowagi, a dalsze
szed$¢ to rownania nierozdzielnosci, [N70]. W kartezjanskim ukfadzie wspétrzed-
nych Ox,x,x; mozna je sprowadzi¢ do szesciu rébwnan tzw. naprezeniowych, na-

zywanych tez réwnaniami Beltramiego-Michella, [N70]:

2
X, OX.
Vo, +2(’””) 0s A 5i.v2s+L+—f=0, i,j=123, (3.96)
73A+2u oxox, 3A+2u ox; o
gdzie: V - operator nabla, ;- sktadowe tensora naprezenia, o; =0 ;, 5l.j — delta

Kroneckera, A,u — state Lamégo, s =0y, +0,, +05;, X, — wspétrzedne wektora
sit masowych. State Lamégo powigzane sa z modutem sprezystosci E i liczbg Pois-
sona v zwigzkami, [F69]:

E 1-2
,’L:—V, ﬂ:ﬂ’(—v)‘ (3.97)
(1+v)i-2v) 2v
Wykonujac na réwnaniach (3.96) kontrakcje (ktadac i = j ) i sumujac tak otrzy-
mane zwigzki, mozna otrzymaé réwnanie Poissona opisujgce niezmiennik stanu
naprezenia, s =0, +0,, + 033
_3A+2u v.
A+2u

Vis= X, (3.98)

gdzie V- X =divX .

Eliminujac za pomoca zwiazku (3.98) wielkos¢ Vs z réwnan (3.96) otrzymuije
sie ostateczng posta¢ rownan naprezeniowych:
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2 - 0X;
Vi + 1 0s _ |oX P SV-X,
7 1+v oxox; ox, ox ) 1-v’

(3.99)
2

V= .
A+2u

Gdy sity masowe majg charakter sit zachowawczych o potencjale harmonicz-

nym, czyli gdy X, :2—¢, gdzie V?@ =0, lub gdy ich sie nie uwzglednia, to réwna-
X

nie (3.98) staje sie rownaniem harmonicznym, tzn. Vs = 0. Jesli nastepnie na obu
stronach réwnania (3.99) wykonaé¢ operacje laplasjanu, to okazuje sie, ze przy
braku sit masowych lub przy potencjalnym polu tych sit naprezenia o, staja si¢

funkcjami biharmonicznymi:

VVio, =0. (3.100)

Rozwigzanie réwnania Poissona (3.98) sktada sie z rozwigzania szczegdlnego,
uwzgledniajacego niezerowg prawg strone tego réwnania, i rozwigzania réwnania
jednorodnego, ktére jest funkcjg harmoniczna. Tak wiec bedzie ono miato postac
sumy kombinacji funkcji Trefftza dla rownania Laplace’a oraz rozwigzania szcze-
golnego. Rozwigzanie rownania (3.99) bedzie zbudowane podobnie.

W przypadku braku sit masowych lub gdy ich sie nie uwzglednia, rozwigzaniem
réwnania (3.100) bedzie kombinacja liniowa funkcji biharmonicznych.

Dalsze rozwazania, dotyczace odksztatcen &, czy przemieszczen u, , i,j =123,

mozna prowadzi¢ w oparciu o zwigzki konstytutywne:
o, =2ug; +Ade, (3.101)

gdzie e=¢g,, +¢&,, + &y, | zwiazki wyrazajgce sktadowe tensora odksztatcenia przez

wspotrzedne wektora przemieszczenia:

. ou,
g,,:l Ouy | O (3.102)
T2 6xj ox.

1

3.9.2. Metoda Boussinesq’a

Zazwyczaj réwnania elastostatyki zapisuje sie jako rownania przemieszczenio-
we, [N70]. Wynikajg one z rownan rbwnowagi wewnetrznej:
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o0,
X =0, (3.103)

i
j

oraz z rownan (3.101) i (3.102), i majq postac:

2 2 2
Ou,  Ou, 0y

+ +
Ox,0x; Ox,0x; Ox,0x;

1V, +(/”t+,u)( ]+X,. =0,i=1273. (3.104)

Podstawienie Boussinesq’a stosuje sie dla przypadku pominiecia sit masowych
w réwnaniach (3.104), czyli dla rGwnania Naviera-Lamégo:

=0, i=123 (3.104a)

o’u,  0u,  0’u,
+ +
Ox,0x;  Ox,0x;  Ox,0x,

,quul. + (/1 + ﬂ)(

Podstawienie to ma posta¢ nastepujaca, [F59, LQWOS]:

u1=¢1+x3a_l//’ uzz(/’z"'xaa_y/’
ox, Oox,
(3.105)
0
Uy =@ +x3_‘V’
0Ox;

gdzie ¢, ®,, 0, sa funkcjami harmonicznymi. Ukfad tych funkcji sprowadza

kazde z trzech réwnan (3.104) do postaci:

oy At (%+%+%j (3.106)

ox,  A+3ulox, ox, o,

gdzie ¥, =y —Cx;, C —dowolna stata.

Poniewaz ¢, ¢,, 5, sa dowolnymi funkcjami harmonicznymi, wiec i y,
jest funkcjg harmoniczng. Kazdg z funkcji ¢,, ¢,, ¢; mozna opisa¢ nastepujgco
(por. (3.14)):

@, (x,y,Z): (aliem)CI +aye "™ )(blienx2 +bye ™ )x (3.107)

X (Cu cos Mx, + c,; sin Mx, ),

gdzie i=1,2,3, M?>=m>+n*, przy czym parametry m,n,M to dowolne liczby
rzeczywiste. Wspodtczynniki a,;, b, i c;; sa wielkosciami do wyznaczenia.
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Podstawiajgc posta¢ (3.107) funkcji ¢, @,, @; do zwigzku (3.106) mozna za-
uwazy¢, ze w wyniku rézniczkowan przy iloczynach funkcji wyktadniczych i trygo-
nometrycznych typu ™™™ (cos/sin)Mx, pojawia sie grupy wspotczynnikow
o postaci + AVm + BWy+ B . Takich sum pojawi sie tyle, ile jest roznych ilo-
czynow funkcji wyktadniczych i trygonometrycznych w (3.107), tzn. osiem. Ponie-
waz na wspotczynniki m,n, M narzucony jest jedynie warunek, ze M?*=m*+n?,
nic nie stoi na przeszkodzie, aby prawg strone wzoru (3.106), okreslajaca pochod-
ng funkcji y, wzgledem zmiennej x,;, przedstawi¢ w postaci podwdjnej sumy,
podobnie jak we wzorze (3.17), ze wspotczynnikami w postaci jak wyzej. Nastepnie
wycatkowanie tego wyrazenia wzgledem zmiennej x; przy przedstawieniu statej
catkowania w postaci funkcji harmonicznych dwéch zmiennych x; i x, pozwala
ostatecznie otrzymacé nastepujaca posta¢ funkcji v, wystepujacej we wzorach

(3.105), [LQWOS]:

M, _ 06)
‘//(xl > X2 ,x3 j—:-;:l ; pou, { ( e BMn CmnM)emXIsz cos Mx; +
_(Am M d”]\/l) €™ cosMx; ( A,,, m+ljw C(7 ) e "™ cosMo; +

8 (5) (5) )
_ ( A,, A,},, d ) — X —11X, COSMX3 + (Amnm +Br]n‘2n + C'r<nnM)ele"'”xz sinMx3 +

+ (AT(VI )m ann + C(2 )emxl —hxy sinng + (_ A7(n7n)m + Br(n7n)n + q(jn)M)e*mxl

T2 sinMx, +
M M

®)py — By 1+ @y
+( A = ann'i'cmn )e_mxl_nxz sinMX} +

M
3

+ i [( e™ + D )cos my + (D,(;)e’”" + D,(n4)e_’”" )sin my]+ Ex;.

m=1

Wstawiajac tak otrzymang funkcje v , jak i funkcje ¢,,@,, @, dane wzorami

(3.107) do zwigzkoéw (3.105) mozna wyznaczy¢ funkcje Trefftza dla kazdej sktado-
wej wektora przemieszczenia. Sg to funkcje stojace przy wspodtczynnikach
AX B c®) pk) i p pig przyktadu funkcje Trefftza dla pierwszej sktadowe;j

mn >~ mn?> "~ mn? m

wektora przemieszczenia, u,, majg postac¢ nastepujaca, [LQWOS]:
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m2

N/ =| sin Mz —1=—zcos Mz |e™",
M
mZ

N =| sin Mz —— zcos Mz |e™ ",
M
m?

N =|sin Mz —1—zcos Mz |e™"",
M
m?

N =|sin Mz —1—zcosMz |e™ ",
M
m?

N =| cos Mz +1—zsinsMz [e™*",
M
m2

N =| cos Mz + 1 —zsin Mz |e™" ,
M
m?

N cost+lﬁzsian e (3.108)

ul
N8

ul
N21

e
M

2
m .
cost-i—lﬁzsmMz e

—mx—ny
’

mn
—lﬁze'”””y cos Mz ,

mn  _
Zﬁze ey cos Mz ,

mn )
ze™" sin Mz ,

mn  _ )
—]—zeT™" sin Mz ,

Imze™ " sin Mz ,

=—Imze ™" sin Mz ,

=Imze™ " cos Mz ,

mn_ .

N =1—ze"™ ™ cosMz ,
mn_ .

N =—1——ze ™™ cos Mz,
M
M ey

Ny =—Zﬁze"’x "'sin Mz,

mn_ .. .
N =1—ze™™ " sin Mz,

N =Imze™ ™" sin Mz,
N =—~Imze™™ ™ sin Mz,

N2 =Imze™ ™ cos Mz,
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Ng; = —lmze_m“"y cos Mz, N;‘; =—Imze ™ cos Mz ,
Nys = mze™ cosmy, N4 =mze™ sinmy (3.108)
N¥ = —mze ™ cosmy, Ny =—mze ™ sinmy ,
Nis =0
20 =Y,
. A+
gdzie [ = LR
A+3u

Funkcje Trefftza dla przemieszczen u, i u; wyprowadza sie w podobny sposéb.

3.9.3. Rozwigzanie Kelvina

Jak wynika z twierdzenia Helmholtza, dowolne pole wektorowe u(x1x2x3) moze

by¢ przedstawione w postaci, [F69]:
u = grade + roty, (3.109)

gdzie ¢ jest funkcjg skalarng, a ¥ pewnym polem wektorowym. W odniesieniu do
réwnan elastostatyki nosi ono nazwe rozwigzania Kelvina, [N70].

Przy podobnym rozktadzie sit masowych, tzn. gdy:
X =grad 9 +roty,

podstawienie pola przemieszczen w postaci (3.109) do réwnania (3.104) powoduje
rozbicie go na rozseparowany uktad réwnan Poissona:

V2¢)+ 4

=0, Vi, +%i-0, i=123. (3.110)
A+2u U
Przy braku sit masowych ukfad ten staje sie uktadem réwnan Laplace’a.

W obu wypadkach funkcje @i v, i =1,2,3, mozna przedstawi¢ w postaci kombi-
nacji liniowej funkcji harmonicznych, opisanych dla przypadku tréjwymiarowego
w czesci 3.2, do ktoérych — w przypadku uwzglednienia sit masowych — nalezy do-
dac¢ rozwigzanie szczegdlne réwnan Poissona.

3.9.4. Wielomiany Kompisa

Przedstawione m.in. w pracach [KKV01, KS04, KS06] wielomiany Trefftza
aproksymujgce pole przemieszczehh w zagadnieniach elastostatyki, opisanych
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réwnaniem (3.104a) zbudowane sg na bazie jednomianéw do stopnia n. Jest to
typowy przyktad algorytmu heurystycznego (por. czes¢ 3.11). Wielomian taki moz-
na przedstawi¢ jako iloczyn macierzy wierszowej, sktadajacej sie ze wspomnianych
jednomiandw, i macierzy kolumnowej wspoétczynnikéw, ktérych wartosci sg wyzna-
czane podczas rozwigzywania konkretnych zagadnien elastostatyki. Dla zagadnie-
nia dwuwymiarowego jednomianéw do stopnia n bedzie 2n+1, za$ dla zagadnie-
nia trojwymiarowego bedzie ich (n + 1)2 .
Macierz jednomianéw ma postac:
Pn(xl,xz,x3):[l,xl,x2,x3,x12,x1x2,x1x3,x§,x2x3,x32,...,

(3.111)
-1 -1
X5 X Xy ey Xy Xy, X5 ]

zas aproksymacja pola przemieszczeh przez wspomniane wielomiany opisana jest
nastepujgco:

u, Pn(xl,xz,x3) 0 0 ct
Uy b= 0 P,(x,,%,,%5) 0 c?t. (3.112)
Us 0 0 F, (xl,xz,x3) ct

Pierwsza macierz po prawej stronie ma jako elementy takze macierze. Te elemen-
ty to macierze wierszowe jednomiandw opisanych wzorem (3.111) oraz macierze
wierszowe zer, wszystkie z tg samag liczbg elementéw (2n+1 dla zagadnien 2D,
(n+1)2 dla zagadnien 3D). Ostatnia macierz po prawej stronie zawiera nieznane

wspébtczynniki wielomiandw aproksymujacych przemieszczenia. Kazdy z elementow
tej macierzy to kolumna zawierajaca tyle samo elementéw co macierze jednomiandw.

Réwnanie Naviera-Lamégo (3.104a) zawiera pochodne drugiego rzedu prze-
mieszczen. Skoro tak, to jednomiany zerowego i pierwszego stopnia spetniajg
réwnanie (3.104a) tozsamosciowo. Jednakze jednomiany wyzszych stopni, two-
rzace wielomiany aproksymujace przemieszczenia, nie mogg mie¢ dowolnie do-
branych wspodtczynnikéw. Wygodnie jest zatem roztozyé prawg strone réwnania
(3.112) w nastepujacy sposob:

w) [4Y o o l[a™)] [BY o o |[6V
AY 0 Ha@lyl 0 BD o [{pPL (3.113)

oS O

Macierze B("')(xl,xz,x3), Jj =123, zawierajg tyle jednomiandw, ile pozostanie

po dwukrotnym zrézniczkowaniu przemieszczen w réwnaniu (3.104a), zas macierze
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AU )(xl,xz,x3), Jj=123, beda zawiera¢ pozostate jednomiany. Dobér jednomia-
now dla poszczegdlnych macierzy odbywa sie w sposob przedstawiony nizej:
a) dla n=0,1 wszystkie jednomiany wchodzg do macierzy A(-j);

b) dla n=2,3,... wyboru jednomianéw do macierzy AY) i gu) dokonuje sie osobno
dla u,, u, i u,; wedtug nastepujacej zasady:

— dlan=2:
wybor dla 1, : X wchodzi do BY,
XX, X, X5 wchodzg do A(l),
X5 XX, x; wchodza do 4";
wyboér dia u,: X2 wchodzi do B,
XX, X, X5 wchodzg do A(z),
Xy x; wchodza do 4%;
wybér dia u; : X2 wchodzi do B,
X, X5 X, X5 wchodzg do A(3),
X oxx, X wchodza do 4%

— dla n=3:
wybor dla u, : X wchodzi do B(l),
XX, XX wchodza do BY,
x,x3 XX, X5 x1x32 wchodzg do A(l);
X x5 X, X,X7 x wchodzg do A(l);

itd. Cykliczna zmiana indekséw zmiennych pozwala fatwo otrzymac elementy ma-
cierzy AY)(x,,x,,x;) i BY(x,,x,,x,) dla j=23.

Aby wiasciwie dobraé wspotczynniki wielomiandw, trzeba zrézniczkowacé prze-
mieszczenia dane wzorem (3.113) i wstawi¢ do réwnania (3.104a). Otrzymuje sie
w ten sposéb zwigzek nastepujacy:

[M (x5, )Jib}+ [N (3,5, .3 ){a} = {0). (3.114)

Macierze M i N to wynik dziatania operatorem lewej strony rownania (3.104a),
tzn. operatorem:
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2 2 2
PRV S S

+ +
Ox,0x;  Ox,0x; Ox;0x;

na elementy macierzy ze zwigzku (3.113), zawierajgcych podmacierze AV )(xl,xz,x3)
i B(j)(x],xz,x3).

Zwiagzek (3.114) pozwala na wyrazenie wspotczynnikéw b przez wspodtczynniki
a tak, aby réwnanie (3.104a) byto spetnione.

To zagadnienie rozwigzuje sie dla wielomianu kazdego stopnia n osobno.
Mozna to zrobi¢ przy pomocy obliczen symbolicznych (np. z wykorzystaniem pro-
gramu MAPLE) albo numerycznie. W tym drugim przypadku trzeba wybraé¢ w roz-
wazanym obszarze tyle punktow V) =(x1,x2,x3 )(j ), ile jest wspotczynnikéw ma-

cierzy {b} do wyznaczenia, i obliczy¢ je z réwnania:

by = (O [N fa) (3.115)

Oczywiscie wyboér punktéw musi by¢ taki, aby macierz [M (x(j ))] nie byta oso-
bliwa ani Zle uwarunkowana. Najwygodniej jest wybra¢ punkty lezgce na wycinku
sfery, [KS06].

Na podstawie wzorow (3.113) i (3.115) z tak otrzymanymi wspoétczynnikami wie-
lomianéw przemieszczenia mozna zapisa¢ nastepujgco:

fed = (Ao, o 1= (B ey JIM T [V D} = [U Gy, M} 3.116)

Kazda kolumna macierzy [U (xl,xz,x3)] wprowadza T-funkcje przemieszcze-
niowa, Liczba T-funkgji to 272 +1 dla zagadnien 2D, (n+1)* dla zagadnien 3D.

Otrzymanie odpowiednich T-funkcji dla naprezen wynika ze wzorow (3.101)
i (3.102).

3.9.5. Plaski stan naprezenia/odksztalcenia

Jesli skladowe naprezenia zwigzane z kierunkiem jednej osi sg réwne zero
w catym rozwazanym obszarze, to méwimy o ptaskim stanie naprezenia. Wygodnie
jest rozwazaé¢ go (podobnie, jak i ptaski stan odksztatcenia) w ukfadzie wspotrzed-
nych Oxyz.

Tak wigc, jesli o, =0,, =0,, =0, to méwimy o ptaskim stanie naprezenia row-

nolegtym do ptaszczyzny Oxy . W takim przypadku, [F69]:
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&y :_Z,u Oys En.=E, =0,

gdzie E to modut Younga, zas v oznacza liczbe Poissona.

Réwnania przemieszczeniowe dla ptaskiego stanu naprezenia majg postaé na-
stepujaca;

2 2
ﬂ[8u+8u] Y a(au+@]+X:0’

ol o) v ey
(3.117)
v oM 1+v 0 (ou ov
H—+— | tu——| —+—|+Y =0,
ooy ), I-voylox Oy

gdzie X,Y to skladowe sit masowych, zas u,v to skladowe przemieszczenia
w kierunku osi Ox i 0y .

W ptaskim stanie odksztalcenia sktadowa wektora przemieszczenia w kierunku
osi 0z jest rébwna zero, a pozostate sktadowe zalezg tylko od zmiennych x i y.

Ponadto:

0 5]
0=+ )2 25 o =y e B |y
Ox oy oy Ox

Yy

ou, 0
= +(2,u+/”t)i, o.=2 Ouy My |
ox oy ox Oy

oraz o, = V(O'xx + ayy). State Lamégo A i u powiazane sg z modutem sprezystosci

E iliczbg Poissona v zwigzkami (3.97). Réwnania przemieszczeniowe ptaskiego
stanu odksztatcenia przyjmujg postac:

2 2
,u(aqua—u] +u ! i(aquﬁJ+X=0,

o’ 7)) Tl-warla oy
(3.118)
*v v 1 o(ou ov
W—+— | tu———| —+—|+V=0.
ot oyt ) 1-2voy\lox oy

T-funkcje dla przemieszczen i dla naprezen, wyprowadzone przy pomocy analizy
zmiennej zespolonej, opartej na wynikach Muskhelishvilego, [M49, M53], przedstawio-
no w pracach Jirouska i wspétautorow, [JT82, JV92] oraz Qina i Wanga, [Q00, QW09].
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u
T-funkcje dla przemieszczen {

} w ptaskim stanie naprezenia lub odksztatce-
A%

nia majg posta¢ nastepujaca (we wzorach podanych nizej z oznacza liczbe zespo-
long), [Q00, QWO09]:

ReZ), . C ko —k-1
2uN,;, = gdzie Z,, =ikz" +ikzz
ReZ,, _ ‘ i
2uN,, = gdzie Z,, =z —kzz" ", (3.119)

ReZ;, . .k
2UN;;, = gdzie Z,, =ikz"

ReZ,, ) s
2uN 4, = gdzie Z,, =-:Z

gdzie k=12,..., u to modut Scinania (jedna ze statych Lamégo), a K=(3—v)/(1+v)
dla ptaskiego stanu naprezenia oraz x =3 —4v dla plaskiego stanu odksztaicenia, v
to liczba Poissona, v = 1/(2A+24), z = x +iy, i=~-1.
T-funkcje dla naprezen {axx,axy,axy }T majg postac, [Q00]:
ReR,,—ReS,,
T, ={ReR,+ReS,, +, gdzie R, =2ikz*", S, =ik(k-1)-""z,
ImsS,,
ReR,,—ReS,,;
T,, ={ReR,,+ReS,, +, gdzie R, =2kz*", S, =k(k-1)*7z,
ImS,,
-ReS;,;
T,, =4 ReS,, +, gdzie S,, =ikz"",

(3.120)
ImS;,

T,, =1 ReS,, ., gdzie S, =k*".

ImS,,
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Aproksymacja przemieszczen budowana jest jako kombinacja liniowa funkc;ji
opisanych wzorami (3.119), a naprezen — wzorami (3.120).

3.10. FUNKCJE TREFFTZA DLA ZAGADNIEN ELASTOKINETYKI

W przypadku zagadnien prostych i odwrotnych elastokinetyki, artykutéw opisu-
jacych zastosowania funkcji Trefftza jest niewiele. We wszystkich stosowano pod-
stawienie Lamégo i w efekcie poszukiwano przyblizonych rozwigzan rozwazanych
probleméw z wykorzystaniem funkcji Trefftza dla réwnania falowego, [MO07,
GMMO09, GMSO09].

Oprocz podstawienia Lamégo, prowadzgcego do rownan falowych i zwigzanych
z nimi funkcji Trefftza mozna poszukiwa¢ rozwigzan przyblizonych wykorzystujac
inne podejscia. Niektére z nich omoéwiono nizej.

3.10.1. Ogodlne rozwigzanie Lamégo

Réwnania przemieszczeniowe elastokinetyki majg postac, [N70]:

2 2 2 2
o, + (4 ) S T O +X,.=pa—‘;f, i=123 (3.121)
ox,0x; 0Ox,0x; Ox;0x; ot

gdzie p to gestos¢ ciata, zajmujgcego rozwazany obszar. Przy pominieciu sit ma-
sowych réwnania te przyjmujg postac:

,quu.+(/1+,u)[ o’u, N o’u, N 0%u, J o’u

= Li=123. 3.121a
Ox,0x;  0Ox,0x; Ox;0x; P o’ ( :
Jak wynika z twierdzenia Helmholtza, dowolne pole wektorowe u(x1x2x3) moze
by¢ przedstawione w postaci, [F69]:

u = grade + roty, (3.122)

gdzie ¢ jest funkcjg skalarng, a y pewnym polem wektorowym. Rozkfad ten czesto
nazywa sie rozktadem pola wektorowego na czes¢ potencjalng i solenoidalna.
W odniesieniu do réwnan elastostatyki rozktad (3.109) nazywany jest przedstawie-
niem Lamégo, [N70]. Przedstawienie to ma te wlasnos¢, ze zaréwno dywergencja
drugiego sktadnika po prawej stronie, jak i rotacja pierwszego sg rowne zero.

Po podstawieniu zwigzku (3.122) do réownan (3.121a) otrzymuje sie dwa nieza-
lezne réwnania falowe, skalarne i wektorowe. Majg one postac:
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10 1 o%,
Vo p ==, Vuxrn)=— 1t
o ot ¢; 0t (3.123)
dla i=1,2,3,
gdZie: Clz :M, C22 :ﬁ
p p

Funkcje Trefftza dla réwnania falowego oméwiono w czesci 3.4. Dalsze rozwa-
Zania dotyczgce elastokinetyki prowadzi sie wykorzystujac zwigzki konstytutywne
(3.101) i zwigzki miedzy odksztatceniami i przemieszczeniami, (3.102).

3.10.2. Inne mozliwosci wykorzystania funkcji Trefftza

Réwnania elastokinetyki mozna przeksztatci¢ takze do innych postaci, umozli-
wiajgcych wykorzystanie wprowadzonych wczesniej funkgji Trefftza.

Przyktadem mogag tu byé réwnania naprezeniowe elastokinetyki, wyprowadzone
przez J. Ignaczaka, [I59, N70]. Po przeksztatceniu réwnan (3.121) przy wykorzy-
staniu zwigzkow (3.102) do postaci zawierajgcej wytgcznie sktadowe tensora od-
ksztatcenia, a nastepnie po wykorzystaniu prawa Hooke’a, [N70]:

SO, 1,2,3,

2/“‘9i/:°'éf_3/1+2 i

gdzie s=0,,+0,y, +0;;, @ 0, oznacza deltg Kroneckera, po przeksztatceniach

dochodzi sie do uogodlnionych réwnan Beltramiego-Michela:

1 & 2A+u) &% 1 1) 4 82
(Vz——z—}%* R +¢, =0, (3.124)

c o 3A+2u oxox, \c; o )3A+2u ”az
X, O0X.
dla i,j=12,3, gdzie: g“y.:a Ly —L 4 4 5,V-X, cfz;Hz'u, czzzﬂ_
ox. oOx; A+2u P P

J i
Przy pominieciu sit masowych réwnanie to przyjmuje postacé:

2 2 2
{Vz_ia_Jo-iﬁMLJ{L_LJLg 95y (3.124a)

c; o 32+2u oxox; \ o 34+2u "o

dla i,j=123.
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W takim przypadku naprezenia spetniajg rownania:

, 18 , 102, 107
(V —C—zy S=O, \Y —C—zy \Y —C—zy U[jzo, (3125)
1 1 2

da i,j=123.

Rozktadajac naprezenie o; na dwie sktadowe 0, =0, +0; mozna pokazag,

[N70], ze spetniajg one réwnania:
1 o). 1 &%) .
(Vz ——a—Jau -0, (Vz ——8—}7,] —0, i,j=123. (3.126)
c

Ignaczak wykazat zupetnos¢ rownan naprezeniowych, jak réwniez udowodnit
twierdzenie o jednoznacznosci rozwigzan, [I63]. Pozwala to uzyska¢ przyblizone
rozwigzania tych réwnan przy wykorzystaniu funkcji Trefftza dla réownan falowych.

Dalsze rozwazania, dotyczace odksztatcen ¢; czy przemieszczen u;, i, j =1,2,3,

mozna prowadzi¢ w oparciu o zwigzki (3.101) i (3.102).
Inne warianty rozwigzan dla réwnan elastokinetyki prowadzg badz do réwnanh
falowych, badz do bifalowych, badz do biharmonicznych, [N70].

3.11. INNE RODZAJE T-FUNKCJI

W pewnych przypadkach wyprowadzenie uktadu zupetnego funkgji Trefftza mo-
ze okazac sie trudne. W takich sytuacjach niektérzy autorzy proponujg algorytmy
heurystyczne do wyprowadzenia ukladu T-funkcji, ktére spetniajg roézniczkowe
réwnania rzadzace, ale nie ma dowodu ich zupetnosci, [Z95].

Przyktadem sg funkcje Trefftza, zastosowane w pracach [S73, R73] dotycza-
cych powtok o statych krzywiznach:

{exp(lnx)cos(ﬂn y); exp(ﬁ,nx)sin(ﬁn y); exp(}/nx)cos(an y); exp(ynx)sin(an y)} ,

gdzie: «, =721—7[, B, =%, 2ax2b — to wymiary plyty, zas A, i y, sa zespolo-
a

nymi pierwiastkami réwnan charakterystycznych. Ten ukfad funkcji Trefftza jest

superpozycjg rozwigzan typu Levy’ego, [S04a]. Byt on wykorzystany z powodze-

niem we wspomnianych wyzej pracach, a takze w pracy [JV91].

Standardowym procesem poszukiwania funkcji Trefftza w innych heurystycz-
nych algorytmach jest przyjecie ich wielomianowej postaci. Uktad wielomianéw:
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k
Ji (x,y)= Zak—i,ixk_lyl >

i=0

jest wstawiany do réwnania rzgdzacego i na tej podstawie wyliczane sg wspot-
czynniki a,_,; w taki sposob, aby to rownanie byto spetnione. Takg metode wyko-

rzystano w przypadku ortotropowych ptyt [JN90] i w zagadnieniach elastostatyki
(por. czes¢ 3.9.4).

Dla tego typu T-funkcji zastosowania sg dyskusyjne z uwagi na brak podstaw
matematycznych. Elementy skonczone z funkcjami ksztattu tego typu powinny byé
doktadnie zbadane ze wzgledu na dokfadno$¢ wynikéw, oszacowanie btedu czy
zbieznos¢ przed ostatecznym ich zastosowaniem, [Z95].

Jeszcze jednym rodzajem T-funkcji, o ktérych warto wspomnie¢, sg funkcje
specjalnego zastosowania, ktore spetniajg nie tylko rownanie rzadzace, ale i pew-
ne zadane warunki brzegowe, np. wzdtuz brzegu okregu lub wzdtuz ramion kata,
stanowigcego brzeg, [Z295]. Do tej rodziny nalezg przede wszystkim funkcje Wil-
liamsa, ktére wprowadzono dla rozwazania osobliwosci w narozach, [W52, W59].
Innym rodzajem funkcji specjalnego zastosowania sg funkcje wprowadzone w pra-
cach [P85, JV92]. Rézne typy takich funkcji przedstawiono w pracy [Z95].






4. Metoda Trefftza

4.1. POSREDNIE | BEZPOSREDNIE PODEJSCIA
DO METODY TREFFTZA

Metoda Trefftza zostata zdefiniowana przez Herrere, [HO0], nastepujgaco:

Dany jest podobszar bedgcy elementem podziatu rozwazanego obszaru w prze-
strzeni euklidesowej. ,Metoda Trefftza” jest dowolng procedurg przeznaczong do
rozwigzania problemu brzegowego réwnan rézniczkowych czgstkowych lub uktadéw
takich rownan w tym obszarze, wykorzystujgcg rozwigzania tych réwnan rozniczko-
wych lub jego sprzezenia, zdefiniowanego w tym podobszarze.

Idea, wprowadzona przez Trefftza, [T26], polegata na uzyciu funkcji probnych,
spetniajgcych dane réwnanie rézniczkowe, z nieznanymi wspotczynnikami jako
wagami, ktére to wspétczynniki trzeba tak okresli¢, aby spetnione byly warunki
brzegowe z mozliwie jak najmniejszym btedem lub aby byly spetnione w okreslo-
nych punktach brzegu (kollokacyjnie). W zwigzku z takim okresleniem metody
Trefftza bywa ona zaliczana do procedur rowigzywania typu brzegowego (ang.
boundary-type solution metod/procedure), [KK95, C00al].

Tak rozumiana metoda Trefftza przejawia istotne podobienstwo do metody
elementéw brzegowych. Wspétczynniki, ktére trzeba wyznaczy¢, okresla sie albo
przy pomocy wyrazen catkowych, albo metodg kollokacji. Uktad zwigzkoéw, ktore
trzeba rozwigzaé, moze takze zosta¢ wyprowadzony przy uzyciu rozwigzan pod-
stawowych (takze osobliwych) tak w bezposredniej, jak i w posredniej wersji kon-
wencjonalnej metody elementéw brzegowych. Ta alternatywna interpretacja ele-
mentéw brzegowych w metodzie Trefftza powoduje jej podziat na dwa podejscia:
posrednie i bezposrednie.

Podejscie posrednie polega na przyblizeniu poszukiwanego rozwigzania
kombinacjg liniowa T-funkcji, zbudowaniu zwigzku okreslajagcego niedoktadnosé
rozwigzania (np. funkcjonat opisujacy zgodnos¢ przyblizonego rozwigzania
i wartosci brzegowych), a nastepnie minimalizacje tej niedoktadnosci (np. meto-
dg kollokacji brzegowej, metodg najmniejszych kwadratéow czy metoda Galerki-
na) i otrzymaniu w efekcie rozwigzania uktadu rozwazanych réwnah. Takie po-
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dejscie jest zgodne z oryginalnym sformutowaniem Trefftza, [T26], i stosowane
jest w wielu artykutach stosujacych metode Trefftza.

Warto tu zaznaczy¢, ze w olbrzymiej wiekszosci bardziej ztozonych zagadnien nie
da sie znalez¢ przyblizonego rozwigzania problemu metoda opisang wyzej bez po-
dzielenia rozwazanego obszaru na podobszary (elementy). Taki podziat jest ko-
nieczny gtéwnie z tego powodu, ze przyjecie T-funkgji jako funkcji prébnych w catym
obszarze wymaga — przy bardziej skomplikowanych ksztattach obszaru — wziecia
pod uwage bardzo duzej ich liczby, co prowadzi do Zle uwarunkowanych macierzy
W procesie rozwigzywania problemu, [Z95]. To eliminuje w praktyce ,globalne” algo-
rytmy, bedace jednak punktem wyjdcia do rozwazania tzw. T-elementéw, czyli ele-
mentéw skonczonych z T-funkcjami, [JW96].

Podejscie bezposrednie polega na rozwazaniu réwnania rzadzgcego, zbudo-
waniu przy pomocy catek brzegowych wyrazenia okreslajgcego reszty wazone przy
wykorzystaniu uktadu zupetnego T-funkcji i przy przyjeciu T-funkcji za funkcje wa-
gowe i dalej — podobnie jak w metodzie posredniej — minimalizacje utworzonych
wyrazenh zawierajacych reszty wazone (np. metodg kollokacji brzegowej, metoda
najmniejszych kwadratéw czy metodg Galerkina) i otrzymaniu w efekcie rozwigza-
nia uktadu rozwazanych rownan. To podejscie jest znacznie pozniejsze od orygi-
nalnego podejscia Trefftza, [CJZ89].

W obu podejsciach jako wynik otrzymuje sie aproksymacje rozwigzania rozwa-
zanego zagadnienia kombinacjg liniowa T-funkciji.

W podejsciu posrednim na rozwigzaniu przyblizonym wymusza sie spetnienie
warunkow brzegowych przez minimalizacje btedu ich przyblizenia, podczas gdy
réwnanie rzadzace jest spetnione w catym obszarze.

W podejsciu bezposrednim réwnanie rzadzace jest spetnione w sensie minima-
lizacji reszt wazonych, czyli w sensie stabym. Wyrazenia dotyczace reszt wazo-
nych sg utworzone przy przyjeciu T-funkcji jako funkcji wagowych. Brzegowe row-
nanie catkowe jest otrzymane przez podwdjne zastosowanie twierdzenia Greena-
Gaussa. To rownanie catkowe jest dyskretyzowane i rozwigzywane ze wzgledu na
niewiadome wspofczynniki aproksymujgce wartosci brzegowe. Bezposrednie po-
dejscie w metodzie Trefftza moze by¢ zatem uwazane za metode elementow brze-
gowych z T-funkcjami, zamiast zazwyczaj wykorzystywanego rozwigzania podsta-
wowego [CJZ89, JCZ93, KK95, JC95, C00a, KS06, LLHCO7 i in.].

Przy rozwazaniu réznych podejs¢ do metody Trefftza warto zwréci¢ uwage na
fakt, ze niektore z nich sg rozwijane przez spotecznos¢ inzynieréw, podczas gdy
inne — przez spoteczno$¢ matematykéw, [KK95a, L98, CCO05, LLHCO7].

W pracy [LLHCO7] przedstawiono pewna systematyke podejs¢ do metody
Trefftza. W dalszych czesciach opis tych podejs¢ jest wzorowany na podejsciu
przedstawionym w tej pracy.
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4.2. POSREDNIA METODA TREFFTZA
DLA ZAGADNIEN STACJONARNYCH

4.2.1. Podejscie kollokacyjne do metody Trefftza

W metodzie kollokacyjnej zakiada sie, ze kombinacja liniowa pewnego uktadu
funkcji dopuszczalnych z nieznanymi wspétczynnikami opisuje przyblizone rozwig-
zanie problemu. Nastepnie przyjmuje sie, ze zarbwno réwnanie rzadzace, jak i wa-
runek brzegowy sg spetnione przez te kombinacje liniowa funkcji w skornczonym
zbiorze punktow nalezacych do obszaru, w ktérym rozwazany jest problem.

W literaturze rozwijanej przez spotecznos¢ inzynierskg ta metoda nazywana
jest metoda residualng (ang. residual metod), [PW80, LLHCO7].

Rozwazmy nastepujacy problem:

Lu=f wobszarze Q,
(4.1)
Bu=g nabrzegu S=0Q

gdzie L jest liniowym operatorem rézniczkowym czastkowym, a operator B opisu-
je warunek brzegowy typu Dirichleta, Neumanna lub Robina.

Rozwazajac zupetny uktad funkgciji {y/i} odpowiednig liczbe razy rézniczkowal-
nych w {2 mozna zapisa¢ rozwigzanie problemu (4.1) w postaci:

u=3aw,, (4.2)
i=1

gdzie a; sg wspotczynnikami opisujacymi doktadne rozwigzanie problemu. Wybierajac
skoriczong liczbe N funkgji 7, mozna zapisa¢ przyblizone rozwigzanie problemu (4.1):

N
v=> ay,, (4.3)
i=1

gdzie wspotczynniki a, opisujg aproksymate rozwigzania doktadnego.

Poniewaz jest N niewiadomych, wybiera sie M > N punktéw kollokadji i zgda sie
od funkcji v spetnienia réwnania rzadzacego, jak i warunku brzegowego w skonczo-
nym zbiorze punktow Q_I. nalezacych do obszaru Q. Otrzymuje sie uktad rownan:

aly(0)=rl0,) Jj=12,..M%, 0,eQ,

e

(4.4)

1

aBy,(0,)=2l0,) j=M*+LM*+2..M, 0 eS=d0

-
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Poniewaz réwnania rézniczkowe i warunki brzegowe petnig rézne role w rozwa-
zanym problemie, w rdwnaniach (4.4) powinny by¢ rozne funkcje wagowe:

N
Sarwlo)=rlo)  j=12.mx  0e0
i (4.5)

N
ZWBa,-Blﬂi(Qv,-):g(Qj)’ j=EM*+1..M,  Q;eS=0Q.

i=1

Funkcje wagowe w; >0 moga by¢ rézne dla réznych warunkéw brzegowych
(typu Dirichleta, Neumanna lub Robina). Stad otrzymuje sie uktad réwnan alge-
braicznych:

Aa=b, (4.6)

gdzie az(a,,az,...,aN)T jest wektorem niewiadomych, b to znany wektor pra-

U)MXN to macierz sztywnosci. Jej elementy sg réwne

A;=Ly,(Q;) dla j<M* oraz 4, =w,a,By,(Q,;) dla j>M*.

wych stron, zas A = (A

Gdy M > N, ukiad réwnan (4.6) jest nadokreslony i aby obliczy¢ wspotczynniki
a; stosuje sie metode najmniejszych kwadratow.

Takie podejscie nazywa sie metoda kollokacji.

Jesli uktad funkcji {y/i} ma te wilasnos¢, ze kazda z nich spetnia réwnanie
Lu=f w obszarze €, czyli gdy sa to T-funkcje, to z uktadu réwnan algebraicz-
nych (4.5) pozostajg do spetnienia tylko réwnania:

N
> wsa B (0,)=wse(0,)} j=12...M, 0,€5S. (4.7)

i=1

Takie podejscie nazywa sie metoda kollokacji Trefftza (ang. Trefftz collocation
method), [LHLO4, LLHCO7]. Metoda ta bywa tez nazywana metoda posrednig
Trefftza, [KK95], W literaturze funkcjonujg takze inne nazwy tego podejscia, ktore
mozna znalez¢ np. w pracach [ZKB77, ZZ85, L89a].

Innym sposobem dojscia do metody kollokacji jest przedstawienie problemu
(4.1) w postaci catek residualnych:

[[ Revacy = [[ (Lu - 1 pae,
° ° (4.8)
IWBRBVCZS = IWB(Bu —g)vdS.

0Q oQ
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gdzie R; i R to residua réwnania rzadzacego i warunku brzegowego. Jesli funk-
cja testowa v bedzie dystrybucjg delta Diraca,

OO, P:Qi
0, PzQ’

v=5(P—Q,-):{

to

[[o(P -0 m(PYcr(P)=h(0),

Q
co sprowadza réwnania (4.8) do postaci (4.5).

Jesli jako uktad funkcji {1//[} przyjmuje sie wielomiany ortogonalne, to podejscie

nazywa sie takze metoda spektralna, [BM97, LLHCO7].
Wiecej uwag na temat metody Trefftza i podejscia kollokacyjnego mozna zna-
lez¢ w monografii [LLHCO8].

4.2.2. Metoda aproksymacji brzegowej — podejscie catkowe

Rozwazmy ponownie zagadnienie (4.1), przy czym warunek brzegowy zapiszemy
w postaci warunku Robina:

pz—Zqu =g nabrzegu S =0Q, (4.9)
gdzie n jest normalng zewnetrzng do S = 0Q.

Zatézmy, ze znamy rozwigzanie szczegolne ‘¥, , spetniajgce réwnanie (4.1);.
Przy pomocy transformacji w=u—'¥,, mozna przeksztatci¢ rozwazany problem
tak, aby réwnanie rézniczkowe byto jednorodne. Dla tak zbudowanej funkcji w
prawa strona warunku (4.9) przyjmie postac:

g=g-[p(@¥,/on)+a¥,].
Tak wiec w miejsce problemu (4.1) mozna rozwazaé problem:
Lu=0 wobszarze Q,
(4.10)

pz_u+ au=g nabrzegu S=0Q.
n

Dla uproszczenia zapisu tutaj i dalej pominieto nadkreslenie nad g .
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Jesli dla réwnania (4.10); znany jest uktad T-funkgciji, {y/i }, przyblizone rozwia-

zanie problemu (4.10) mozna zapisa¢ w postaci:
N
u, =y ay, . (4.11)
i=1

gdzie wspdtczynniki a; sg niewiadomymi do wyznaczenia na podstawie wzoru (4.10)s.

Oznaczmy jako V/, zbiér funkcji u, o postaci (4.11). Przy takim doborze funkciji
y,; zagadnienie rozwigzania przyblizonego problemu (4.10) mozna sformutowac

nastepujgco:
Sposérod wszystkich veV, znalez¢ u; eV, takie, ze:
Iy(u,)=minZ,(v), (4.12)
gdzie:
ov 2
IB(v)zj(p—mv—gj ds . (4.13)
on

S

Gdy na czesci brzegu wystepuje warunek Dirichleta, problem mozna sformuto-
wac bardziej szczegdtowo w nastepujgcej postaci:

Lu=0 w obszarze Q,
u=g na brzegu S, , (4.14)
Ou
pa—+au=g3 na brzegu S, USy,
n

przy czym S, US, US,; =S, indeksy oznaczajg czesci brzegu z warunkami Diri-

chleta, Neumanna i Robina, a wyszczegdlnione czesci brzegu sg roztaczne. Waru-
nek Neumanna ma miejsce, gdy a =0.

Dla problemu (4.14) catka I, (v) przyjmuje postac:
6V 2
IB(V)z.[(v—gl)zdS—i-w J. (p—+av—g3) ds, (4.15)
Sp SyUSk on

gdzie w jest waga, ktéra ma zréwnowazy¢ wptyw tych dwoch réznych warunkéw
brzegowych. Wage w przyjmuje sie dodatnig, przy czym z uwagi na fakt, ze po-
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chodne zwykle przyjmujg wieksze wartosci bezwzgledne niz rozwigzania, wybiera
sie w<1.Wyboér wagi w powinien zaleze¢ od analizy btedu rozwigzania, [LMS87].

Réwnanie (4.12) prowadzi do réwnania algebraicznego o postaci (4.6), tzn.
Aa=b, gdzie az(al,az,...,aN)T jest wektorem niewiadomych, za$§ macierz 4
jest symetryczna i dodatnio okreslona, a ponadto nie jest macierzg rzadka.

Problem (4.14) rozwazany jako zagadnienie minimalizacji funkcjonatu (4.15)
przy postaci (4.11) rozwigzania przyblizonego to oryginalna metoda Trefftza, [T26].

Metoda Trefftza jest prostsza i bardziej efektywna niz metoda Ritza-Galerkina,
poniewaz proces aproksymacji rozwigzania redukuje sie tylko do brzegu rozwaza-
nego obszaru. Zwigzek pomiedzy metodg Ritza-Galerkina a metodg Trefftza jest
analogiczny do zwigzku pomiedzy metoda elementéw skonczonych a metoda ele-
mentow brzegowych, [LLHCO7].

Jesli ksztatt rozwazanego obszaru jest bardziej ztozony, zagadnienie znalezie-
nia rozwigzania staje sie niestabilne. Wéwczas rozwazany obszar dzieli sie na
podobszary (elementy skohczone). W poszczegdlnych podobszarach mozliwe jest
zastosowanie réznych metod obliczeniowych, [H84, H95].

4.2.3. Podejscie wykorzystujace metode najmniejszych kwadratow

Rozwazmy problem nastepujacy:

Lu=f w obszarze Q,
u=g na brzegu S, , (4.16)
pﬁ—u =g, na brzegu S, ,
on
pa—quazu:g3 na brzegu S,
on

przy ograniczeniach dotyczgcych czesci brzegu jak w problemie (4.14).

Aby rozwigzaé ten problem, rozwazmy funkcjonat celu:

](v)zJ.J‘(Lv—f)2d§2+w,2 I(v—g,)zds+w§ I(p%—gZ)ZdS+

i (4.17)
+wy I(p(;—a:+av—g3j s,

Sr
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gdzie w; sg dodatnimi, statymi wagami. Metoda najmniejszych kwadratéw (MNK)

jest tu okreslona nastepujaco:

Znalezé rozwigzanie u eV, V,, c H*(Q) takie, ze:

1(u)=min I(v). (4.18)

vely

Tutaj V, c H 2(Q) jest zbiorem funkcji dopuszczalnych bez brania pod uwage spel-

nienia jakiegokolwiek warunku brzegowego, a H 2 (Q) jest przestrzenig Sobolewa.

Podejscie wykorzystujace MNK moze by¢ takze nazwane metodg residualnych
kwadratéw.

Korzyscig zwigzang ze stosowaniem MNK jest to, ze macierz sztywnosci A4 jest
zawsze symetryczna i pozytywnie okreslona (albo pétokreslona) i ze nawet skom-
plikowane ograniczenia na rozwigzanie mozna dos¢ tatwo wtaczy¢ do obliczen
numerycznych. Niekorzystne jest jednak to, ze w poréwnaniu z metodg elementéw
skofAczonych otrzymany uktad réwnan jest gorzej uwarunkowany.

Rozwazajac ciggtos¢ rozwigzania i strumienia na brzegu, mozna zmodyfikowaé
catke (4.17) do nastepujacej postaci:

]A(\/)z.[-.‘(L\/—f)2a’§2+wl2 j(v—g1)2d5+w§ j(p;—a;—ngzdS+

SI) SN
2
+w; J.(p(;ﬂ+av—g3] ds + wf_[(v*—vf)zdS+ (4.19)
AN s
o' ov-
+w52_[[pa —pa J ds,

gdzie funkcje oznaczone znakiem plus dotyczg ich wartosci po zewnetrznej stronie
brzegu rozwazanego obszaru (podobszaru), a znakiem minus — po wewnetrznej,
zas w; sg dodatnimi, statymi wagami. Oczywiscie funkcjonat celu I (v) zawieraé

moze takze warunki na wewnetrznych brzegach, tzn. na granicach pomiedzy ele-
mentami, na jakie podzielono rozwazany obszar.

Przyjmijmy, Zze rozwazane zagadnienie jest bez zrédel, tzn. ze f =0. Przyjecie
jako V,, zbioru funkgcji o postaci (4.11) powoduje, ze wtedy pierwsza catka po prawej
stronie znika. W funkcjonale I (v) pozostajg wtedy tylko catki z kwadratéw niedokiad-
nosci spetnienia warunkéw brzegowych (reszt z warunkéw brzegowych po aproksy-
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magcji rozwigzania wzorem (4.11)) oraz catki ze skokdéw aproksymaty i jej strumienia
na powierzchniach ograniczajacych rozwazane obszary, wszystkie z wagami:

2 ov : ov 2
SN ) ~ ) B
I(v)= I(v g, ) dS+w? J(p—an gzj dS +wy j[p—an +av g3) ds +

N D SN N R

. 2
-Irwij.(v+ —v)zdS+w52J.[p? —p@J ds.
< On

N

(4.20)

N
Rézniczkujac funkcjonat 1 (v) wzgledem wspdtczynnikéw a; funkcji v:Zait//i

i=l1

(por. (4.3)) nalezacejdo V, c H 2(Q), otrzymuje sie uktad réwnan postaci:

I (v)
oa,

1

=0, i=L2,.,N.

Otrzymany uktad réwnan algebraicznych na wspétczynniki a; mozna zapisac

w postaci macierzowe;j:
Aa=b.

Elementy macierzy A i b wylicza sie, wykorzystujac pochodne prawej strony wzoru
(4.19) lub (4.20).

Funkcjonat celu (4.19) mozna jeszcze rozbudowacé, uwzgledniajac elementy re-
gularyzujace rozwigzanie. Analizujgc sktadniki funkcjonatu f(v) mozna zauwazy¢,

ze dwa z nich majg charakter regularyzujgcy — mianowicie minimalizacja skoku
wartosci funkcji i minimalizacja skoku strumienia na brzegu.

Do tych sktadnikbw mozna jeszcze dodac¢ warunki natury fizycznej, czyli tzw.
regularyzacje energetyczng. Podejscie tego typu zaprezentowano w kilku pra-
cach, w ktérych — rozwazajac metodg elementéw skonczonych zagadnienie od-
wrotne przewodzenia ciepta przy zastosowaniu metody Trefftza — wykorzystano
m.in. warunek minimalizacji wzrostu entropii oraz warunek minimalizacji rozpro-
szenia energii, [C04, C04a, CF06, CFGO07, GLM08, GL10, M09]. Odpowiedni
dobdr wspotczynnikdéw kary pozwala otrzymac¢ doktadniejsze rozwigzanie rozwa-
zanych probleméw. Analizujac wartosci wspétczynnikow kary zazwyczaj w pierw-
szym przyblizeniu przyjmuje sie wszystkie wspétczynniki réwne jeden. Réznicu-
jac ich wartosci w nastepnych przyblizeniach przyjmuje sie pierwsze przyblizenie
jako wartosci odniesienia.
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W zastosowaniach stosuje sie catkowanie numeryczne, gdyz catki (4.17) i (4.19)
sg bardzo trudne do ewentualnego przeksztatcania w sposéb doktadny. Jezeli przy
catkowaniu jako wezty zwigzane z kwadraturg numeryczng przyjmie sie wezty kollo-
kacji, MNK prowadzi doktadnie do metody kollokaciji.

Wiecej uwag na temat stosowania MNK mozna znalez¢ np. w pracach [LOO,
KLSO03].

4.2.4. Sformutowanie wykorzystujace metode Galerkina

Rozwazmy réwnanie Laplace’a z warunkami brzegowymi Dirichleta i Neuman-
na, kazdy na innej czesci brzegu. Oznacza to, ze rozwazane zagadnienie przyjmu-
je postac¢:

Lu=V*u=0 w obszarze Q,

u=g na brzegu S, , (4.21)
ou =g, na brzegu Sy,

on

gdzie n jest normalng zewnetrzng do S = 0Q.
Rozwigzania poszukuje sie w postaci (4.3), gdzie {y/i} to uklad T-funkcji dla
réwnania Laplace’a. Wprowadza sie oznaczenia:

a ¥ o,/ on

Cv=alw, N_az (4.22)
on

]
I
&
I
[
I

ay LAY Oy /0n

Funkcja v=a'W=W%"a spetnia réwnanie (4.21);, ale nie spetnia warunkéw

brzegowych. Oznaczmy residua, powstate w wyniku podstawienia za rozwigzanie
u jego przyblizenia v, jak nizej:

R =v-g =Y'a-g  nabrzegu S,
i
on

(4.23)

R,=—-g,=E"a—g, nabrzegu S,.

0
Jako funkcje wagowe przyjmuje sie a—vzaTE oraz —v=-a'¥. Wéwczas
n
otrzymujemy nastepujace catkowe sformutowanie metody wazonych reszt, prowa-
dzace do wyznaczenia wspoétczynnikéw a,, i=1,...,N:

i
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P R - [vRyds = [a"=(¥a - g, s - [a"W(E"a g, )as =
SDén Sy Sp Sy
(4.24)
=a’| [E(¥7a-g )ds - [¥(e"a-g,)as |=o.
S Sy
Przeksztatcajac to réwnanie, otrzymuije sie:
IETTdS - ITETdS a= IEgldS— j Yo, dS, (4.25)
Sp Sy Sp Sy
albo
Aa=b, (4.25a)
gdzie:
(W, as— [ O
4y _S'[ on v ,dS 5'[,% 6nj ds,
(4.26)

b; = S_[%glds - S'[,W[gZdS‘

W pracach [CJZ89, JCZ90, CJZ91, JCZ93] udowodniono symetrie macierzy A .
Ta wilasnosé elementéw tej macierzy powoduje, ze skutecznos$¢ obliczeniowa tej
metody jest wyzsza niz innych sformutowan.

W pracach [HP92, HP92a] wprowadzono podejscie metodg Galerkina, gdzie za

0
funkcje wagowe w wyrazeniu (4.24) zamiast a—v =a’
n

g, oraz g,. Udowodniono, ze takie sformutowanie zapewnia jednoznaczno$c

= oraz —v=-a'¥ przyjeto

rozwigzania.

Do réwnania (4.25) mozna takze dojs¢ ze strony sformutowania wariacyjnego,
[ZKBT7T7].

4.2.5. Zmodyfikowana posrednia metoda Trefftza

W pracach [0O68, PS82, PS82a, PS83] przedstawiono podejscie do posredniej
metody Trefftza, wykorzystujace rozwigzania podstawowe. W tym sformutowaniu
rozwigzanie przyblizone opisane jest liniowg kombinacjg wartosci rozwigzania
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podstawowego w wybranych punktach. Podejscie to jest przedstawione w dalszej
czesci tekstu na przyktadzie réwnania Laplace’a.
Rozwigzanie podstawowe dwuwymiarowego rownania Laplace’a ma postac¢, [B78]:

1 1

gdzie P to punkt w przestrzeni, w ktérym rejestruje sie warto$¢ pochodzaca od
punktowego zrédta dziatajgcegow O, a r(P,Q) opisuje odlegtos¢ od P do Q:

r(P,Q)z\/(xP —xQ)2 +(yP —yQ)z .

Rozwigzanie podstawowe ma osobliwos¢ w punkcie P = . Zatem punkty zro-
diowe (@, dla ktérych obliczane sg wartosci rozwigzania podstawowego, umiesz-

cza sie na brzegu obszaru wiekszego, zawierajgcego rozwazany obszar wraz
z brzegiem. Wéwczas aproksymata rozwigzania rownania Laplace’a moze byc¢
zapisana jak nastepuje:

WP)=ay(P,0))+ay(P.0,)+...+ ayy(P,0y)=a"¥(P), (4.28)

gdzie N jest catkowitg liczbg punktéw zrédtowych. Rézniczkujgc zwigzek (4.28),
wzgledem normalnej do brzegu rozwazanego obszaru, otrzymuje sie:

ovp)_ owP.Q), Mzarg(p) (4.29)
on ] on oo on , |

(por. oznaczenia (4.22)).

Podobnie jak w czesci 4.2.4 wprowadza sie residua, powstate w wyniku pod-
stawienia za rozwigzanie u jego przyblizenia v (wzory (4.23)).

W podejsciu kollokacyjnym wymusza sie zerowanie sie zwigzkow (4.23) w brze-
gowych punktach kollokacji. Prowadzi to do réwnania macierzowego Aa =b, ktérego

rozwigzaniem jest wektor wspoétczynnikéw a.

4.2.6. Podsumowanie posredniej metody Trefftza

Posrednia metode Trefftza mozna podsumowa¢ w postaci nastepujgcej se-
kwencji operacji, przedstawionej ponizej dla dwuwymiarowego réwnania Laplace’a,
z warunkami Dirichleta na jednej czesci brzegu, i Neumanna na drugiej czesci,
[KK95]:
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Funkcje interpolacyjne:
ukfad T-funkcji lub rozwigzanie podstawowe

Aproksymacja rozwigzania
kombinacja liniowg funkc;ji interpolujacych
U
Zbudowanie residuéw warunkéw brzegowych
U
Minimalizacja residuéw:

Metoda kollokacji: R, =0, R, =0

MNK: IRlzdS+aIR22dS:min, o —waga

Sp Sy

Metoda Galerkina: jﬁRldS - ijzdS =0
SDan Sy

U

Rozwigzanie réwnania
Aa=b

4.3. POSREDNIA METODA TREFFTZA
DLA ZAGADNIEN NIESTACJONARNYCH

W przypadku zagadnien niestacjonarnych wszystkie opisane metody trzeba po-
szerzy¢ w zwigzku z dodaniem zmiennej czasowe).

W przypadku podejscia kollokacyjnego prowadzi to do zwiekszenia uktadu réw-
nan do wyznaczenia wspoétczynnikédw kombinacji liniowej (4.3). Osobne réwnania
powstang w zwigzku z koniecznoscig uwzglednienia warunkéw poczatkowych i wa-
runkéw zwigzanych z dalszymi chwilami czasu, wynikajgcych z podziatu rozpatrywa-
nego okresu czasu na mniejsze przedziaty.

Metoda aproksymacji brzegowej ma w tym przypadku szersze znaczenie, bo
wartodci brzegowe moga zmienia¢ sie w czasie. Podziat rozpatrywanego okresu
czasu na K mniejszych przedziatdw spowoduje konieczno$¢ wyznaczenia kombi-
naciji liniowej T-funkcji w kazdym przedziale czasu z osobna (por. (4.3):

N
V=Y aly,, k=1,..K (4.30)
i=1

Tak wiec aproksymata rozwigzania $cistego bedzie skonstruowana jako suma
funkcji okreslonych w tym samym obszarze przestrzennym, ale w kolejnych prze-
dziatach czasu.
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W zwigzku z wynikajgcym z warunku poczatkowego dodatkowym cztonem resi-
dualnym wspotczynniki al.k kombinaciji liniowej T-funkcji, aproksymujacej rozwigza-
nie badanego problemu, bedg wyznaczane z warunku minimalizacji funkcjonatu
o postaci (por. (4.15)):

te te k 2
1(v)= j j(vk—gl)zdsdt—kwj I (paav—n+avk—g3) dsdt +

L1 Sp L1 Sy ISk

(4.31)
+I(Vk v fdo,  k=1..K,

Q

gdzie t,_, to chwila poczatkowa k-tego porzedziatu czasowego, k =1,...,K , vé‘ to
warunek poczatkowy na poczatku k-tego przedziatu czasowego, wynikajacy z war-
tosci funkcji v*
catego problemu.

na koncu przedziatu (kK — 1)-go lub z warunku poczatkowego dla

W przypadku zagadnien z warunkiem poczatkowym dla pochodnej czasowe;j
konieczne jest dodanie do funkcjonatu I(v) jeszcze jednego czionu.

Funkcjonat (4.31), uzupetniony o cziony zwigzane ze skokiem warto$ci poszu-
kiwanej funkcji lub jej pochodnej normalnej na brzegach podobszaréw (por. formu-
ta (4.20)), na ktére podzielono obszar €2, opisuje niedoktadnos¢ przyblizenia roz-
wigzania zagadnienia niestacjonarnego.

Wszystkie zmiany wynikajace z rozpatrywania zagadnien niestacjonarnych sg
bardziej szczegétowo omowione w rozdziale 5. Warto zaznaczy¢, ze w cytowanych
tam przyktadach stosowana jest gtéwnie metoda najmniejszych kwadratow.

4.4. BEZPOSREDNIA METODA TREFFTZA

Metoda ta jest omdéwiona na przyktadzie réwnania Laplace’a w 2D.
Rozwazmy réwnanie residuéw wazonych z wagg v. Dla réwnania Laplace’a
ma ono postaé:

[(v2upac=o.

Q

Catkujac dwukrotnie lewg strone przez czesci otrzymuije sie:

szude=J'(a—uv—u&de+J‘uV2de=0. (4.32)
5 <\on on 5
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W bezposrednim sformutowaniu metody elementéw brzegowych jako funkcja
wagowa jest przyjete rozwigzanie podstawowe, przedstawione wzorem (4.27).
W bezposredniej metodzie Trefftza jako funkcje wagowe przyjmuje sie T-funkcje:

N
V= Zail//l— =a'¥=¥'a,
i=1

tak, jak to przedstawiono we wzorach (4.22). Oczywiscie przy takim przyjeciu funk-
cji wagowych ostatnia catka po prawej stronie réwnania (4.32) znika, a réwnanie to
przyjmuje postac:

I(a—uaT‘I’—uaTEde —a’ j (a—u‘l’—qudS - 0. (4.33)
< on on

Jako ze jest ono prawdziwe dla kazdego wektora wspotczynnikéw a, otrzymujemy:

j[a—”\r—uajds:o. (4.34)
S

n

0
Poszukiwane rozwigzanie problemu, u, jak i jego pochodna normalna, 8_u sq
n

przyblizane kombinacjg liniowg wartosci funkgji interpolujgcej w punktach weztowych:

URU =@y + Gty +...+ Pyl y =(pTu,

o (4.35)

Eza =0q, +hq, +...+ Pyay Z(PT‘]-

Tutaj ¢ oznacza funkcje interpolujaca, a wektor @ opisuje jej wartosci w N
punktach weztowych; wektory u oraz q opisujg wartosci w weztach funkcji u i jej

pochodnej normalnej 8_u .
on

Podstawiajac (4.35) do (4.34) prowadzi do nastepujacego brzegowego réwna-
nia catkowego opisujgcego wazong warto$¢ residualng R :

R= J‘(a‘l’—ﬁE)dS = I(mTqT—mTuE)dS = q_[wTTdS—ujmTEdS =0. (4.36)
S S s S

Niewiadomymi sg tutaj te wartosci brzegowe funkcji u i jej pochodnej normalnej

a—u, ktore nie sg znane na brzegu. Réwnanie to mozna nastepnie zapisac¢ jako uktad
n



134 4. Metoda Treffiza

N réwnan algebraicznych na nieznane wartosci funkcji u i 8_ w weztach, za$ osta-
n

teczng postac przyblizonego rozwigzania otrzymuje sie na podstawie wzoréw (4.35).

Warto dodac, ze jadra rownan metody bezposredniej Trefftza w odréznieniu od ja-
der wystepujacych w metodzie elementdéw brzegowych, nie sg osobliwe. Pozwala to co
prawda unikng¢ w metodzie Trefftza wyznaczania osobliwych catek, lecz prowadzi do
rozwigzanie zle uwarunkowanych uktadéw réwnan catkowych Fredholma | rodzaju.

Bezposrednig metode Trefftza mozna podsumowaé w postaci nastepujacej se-
kwencji operacji, przedstawionej ponizej dla dwuwymiarowego réwnania Laplace’a,
[KK935]:

Réwnanie rzgdzace
U
Wyrazenie przedstawiajgce residuum wazone
przez T-funkcje, przyjete jako wagi

U

Brzegowe réwnanie catkowe

Dyskretyzacja

Rozwigzanie réwnania
Ax=b

Szerokie omoéwienie tej metody znajduje sie w pracach [JC95] i [KK95].

4.5. UWAGI O ZASTOSOWANIACH METODY TREFFTZA

Funkcje Trefftza i rozne odmiany metody Trefftza sa wykorzystywane do budowania
przyblizonych rozwigzan zagadnienh prostych (brzegowych lub poczatkowo-brzegowych)
i odwrotnych na wiele sposobdw. Mozna to przesledzi¢ na przyktadzie wielu prac, [AKO0O,
PBH00, SWZ01, KKV01, P03, KW03, WSSZ04, KK06, RDHP08, CLS09].

W przedstawionych nizej przyktadach wykorzystania metody Trefftza pokazano
zastosowanie T-funkcji, ktérych postacie i wtasnosci opisano w rozdziale trzecim,
oraz niektérych odmian metody Trefftza, oméwionych w rozdziale czwartym. Przy-
ktady te podzielono na trzy grupy zagadnien odwrotnych, a mianowicie na:

— zagadnienia identyfikacji wartosci brzegowych,

— zagadnienia identyfikacji zrédet, oraz

— zagadnienia identyfikacji wlasnosci materiatéw (zagadnienia wspofczynnikowe).

W przykfadach tych pokazano rozwigzania uzyskane bez podziatu rozwazane-
go obszaru, w ktérym ma miejsce analizowany proces, jak rowniez przy podziale
tego obszaru na elementy skohczone.



5. Funkcje Trefftza w zagadnieniach
identyfikacji warunkéw brzegowych

Zagadnienia identyfikacji warunkéw brzegowych (numerowane jako B.1, B.2,...)
sq bardzo czesto rozwazanymi problemami odwrotnymi. W przypadku uzycia me-
tody Trefftza najczesciej jest to ktéras z metod posrednich. W przedstawionych
nizej przyktadach na ogét stosowano metode najmniejszych kwadratéw.

W catym rozdziale zaktada sie, ze rozwazany osrodek jest jednorodny i izotro-
powy, a wspétczynniki opisujgce jego wiasnosci sg wielkosciami statymi.

5.1. ZAGADNIENIA OPISANE ROWNANIEM LAPLACE’A

Zagadnienia odwrotne identyfikacji warunkéw na brzegu dla réwnania Laplace’a
rozwazane byly od dawna, w réznych dziedzinach nauki i réznymi metodami, [AP96,
P97, FI99, SEQ0, EKS01, FI01,0001, BSK04, CEJ04, XMJ05, BLM06, JM07, LTO8].

Zastosowanie funkgcji Trefftza do rozwigzywania zagadnien odwrotnych ma bo-
gatg historie. Nalezatoby tu wymieni¢ prace Jirouska, Herrery, Zielinskiego, Wrob-
lewskiego i wielu innych autoréw. Sg one wyszczegdlnione w bibliografii.

Podane ponizej przyktady rozwigzah zagadnien identyfikacji warunkéw brzego-
wych roznig sie metodyka od prac przytoczonych autoréw. Jednoczesnie dobrze
ilustrujg zalety wykorzystanej w nich posredniej metody Trefftza.

5.1.1. Rozwigzania uzyskane bez dzielenia obszaru na elementy skonczone

Ponizej przedstawiono rozwigzania zagadnien stacjonarnych wymiany ciepta,
uzyskane przy rozwazaniu badanego obszaru jako cato$ci.

B.1: Kwadrat, problem brzegowy

W pracy [H99] rozwazono zagadnienie testowe. Byto to zagadnienie brzegowe,
w ktérym okreslono rozkfad temperatury T (x, y) w kwadracie jednostkowym. We

wspotrzednych bezwymiarowych rozkiad ciepta w obszarze opisuje réwnanie La-
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place’a (3.4). Na dwéch bokach kwadratu przyjeto warunki Dirichleta, zas na dwdoch
pozostatych — warunki Neumanna:

7(0,y)=100 dia y<(0,1),
T(1,y)=100y dia ye{0,1),

_0=-T

(x0) ¥

or

3 dla x(0,1).

(x.1)

Zagadnienie to rozwigzano metodg najmniejszych kwadratow. Rozwigzanie
aproksymowano kombinacjg liniowg T-funkcji, przedstawionych wzorami (3.6).
Funkcjonat celu miat tu posta¢ (4.15), gdzie p=1, o oraz g, byly rowne zero,
zas wage w przyjeto rowna jeden.

Na rysunku 5.1 przedstawiono wykresy poziomicowe, przedstawiajgce rozwig-
zanie dokfadne i jego aproksymacje w catym obszarze kwadratu wielomianem
v(x, y) stopnia czwartego, széstego i 6smego. Oznaczato to uwzglednienie
w kombinacji liniowej T-funkcji, opisujacych aproksymate rozwigzania, odpowied-
nio 9, 13 i 17 T-funkgcji (pomijano funkcje G, , ktéra jest réwna zero).

Wyniki obliczen poréwnano z rozwigzaniem doktadnym. Ma ono posta¢, [S74]:

osQk+)zmy.

T(x,y)=100—50x_40202 1 2s1_nh(2k+1)7mc
- =5 (2k+1)" sinh(Rk+1)x

90 85 80 75 70 65

///K

os}20 xs 80 15 70,65 6055 [ 45 [ 35

10

RYs. 5.1. Zagadnienie proste — identyfikacja temperatury wewnatrz obszaru: A — rozwigzanie
doktadne, B — aproksymacja wielomianem stopnia czwartego, C — aproksymacja wielomianem
stopnia sz6stego, D — aproksymacja wielomianem stopnia ésmego

Btad aproksymaciji ¢, liczony zgodnie ze wzorem:

|| IILz
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gdzie:
1| sy

byt dla wielomianu v(x,y) stopnia czwartego réwny ok. 3,8%, dla wielomianu

stopnia széstego — ok. 0,9%, za$ dla wielomianu stopnia ésmego — ok. 0,8%. Wy-
niki te znajdujg swoje potwierdzenie na rysunku 5.1.

B.2: Scianka dwuwarstwowa

W pracy [H99] rozwigzano zagadnienie odwrotne w obszarze prostokata bez
podziatu na elementy skonczone, rozwazajgc problem wyznaczenia rozktadu tem-
peratury w tréjwarstwowej przegrodzie, oddzielajacej przeptywajacy w waskim
kanale freon-11 od otoczenia laboratoryjnego. Przegroda sktadata sie z folii o gru-
bosci 0,0001016 m, powleczonej bardzo cienkg warstwg cieklych krysztatéw, na
ktére natozono warstwe szkta o grubosci 0,06 m. Folia byta jednoczes$nie zrodtem
ciepta ogrzewajacym ptyn przeptywajgcy w kanale, [H99].

Funkcje opisujace temperature i wlkasnosci szkta oznacza sie dolnym indeksem
G (tzn. temperatura — T4(x,y), wspotczynnik przewodzenia ciepta — Ag); funkcje
opisujace temperature i wtasnosci folii oznacza sie dolnym indeksem F' (tzn. tem-
peratura — Tx(x,y), wspotczynnik przewodzenia ciepta — Ar). Przyjeto, ze na po-
wierzchniach x = 0 oraz x = L przegroda jest izolowana cieplnie od otoczenia. Jak
wykazaty wstepne badania, temperaturQ szkta mozna byto przyjaé réwng tempera-
turze powietrza, tzn. T, (x,0) = . Na powierzchni oddzielajgcej szkto od folii (na

puw

warstwie cieklych krysztatéw) zatozono réwnos¢ temperatur i strumieni ciepta, obli-
czanych po obu stronach tych powierzchni. Temperatura na tej powierzchni byta
znana z pomiaru (kolor ciektych krysztatéw przeliczono na wartosci liczbowe tem-
peratury, [H99]). Oznaczono jg jako 7,,,(x) . Miata ona posta¢ zbioru wartosci.

Sytuacje ilustruje rysunek 5.2, na ktérym zaznaczono przekrdj przez rozwa-
zang przegrode. Rysunek ma charakter pogladowy i nie odwzorowuje proporcji
rzeczywistych.

W wyniku przyjetych zatozeh zagadnienie opisano nastepujgcym zestawem
réwnan i warunkéw:

o o
/’{’F(y—i_y]]}(x’y)-‘_ql/:ov (5.1
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5TF(X,)/) =0 oraz M =0

ox =0 0x x=L ,
Ol _o orar  2Ta®X) g

a X =0 a X x=L ,
TF(x,é‘G) = TG(-xaé‘G) = sz(x) -

a T (x, ) a T (X, y)
—Ap —g 4 =4g %—
y y=0g Y =66
wylot 0s Ox
par freonu A

)
|

warstwa
—— cieklych
krysztatow
nieznany punkt x;
przemiany fazowej
\ folia szkio
L=0.36m

) !

0s Oy wlot freonu
1 5 6

RYS. 5.2. Przekroj poprzeczny przegrody

Temperatura wewnatrz folii, na skutek grzania jej przez zrodto ciepta o statej
wydajnosci g, , cechowata sie symetria wzgledem podtuznej osi srodkowej folii,
y=05+0,56, . Oznacza to, ze temperatura folii, wynikajgca tylko z istnienia zrodta
ciepta, czyli rozwigzanie szczegolne 7,°(x,y) rownania (5.1), musiato spetniac¢

warunek:

T (x,05) =T (x,05 +0r).
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Rozwiazanie szczegdlne T, (x,y) zostato przyjete w postaci:

-y’ +(204 +§F)y_§(2; —0r0;
21,

Ty (x,y) =

V.

Brak byto natomiast warunku dotyczacego temperatury folii na brzegu y =46, +J,
tzn. na $ciance kanatu, w ktérym ptynat freon-11.

Rozwigzanie ogolne réwnania (5.1) aproksymowano kombinacjg liniowa T-funkciji:

N
T (x,9) = Op (x,3) = D¢, W, (x,9),

n=0

gdzie W, oznacza ciag funkcji F, i G, , por. (3.6). Stad funkcja, opisujaca w przy-
blizeniu temperature w folii, miata postac:

Tp(x,y) =T (x,¥) +05(x, )

Nieznane wspdétczynniki ¢, , n = 1,2,...,N, wyznaczono minimalizujgc funkcjonat:

L
I = [10r(x,66) T, () F dr+
0

L

_l,_I ﬂ’F ﬁgF(x’y)| + qV5F +/IG é)TG(xay)|
oy | 2 y

y=66 y=06G

2 2
] +(59F(x,y) j &
x=0 0”)6 x=L

W funkcjonale tym rozwigzanie szczegodlne pojawia sie tylko w drugiej catce
(méwigcej o dopasowaniu rozwigzania przyblizonego do warunku Neumanna na

dx +

0

06 +0r
T [é’eF (x.)
ox

66

brzegu y =J; ) jako czton ¢,0./2 (pochodna funkcji 7>~ wzgledem zmiennej y
dla y =46,). W pierwszej cafce, opisujgcej dopasowanie tego rozwigzania do war-
tosci temperatury zmierzonych na tymze brzegu, zachodzi bowiem 7" (x,0;) =0,
za$ w trzeciej, opisujacej blad przyblizenia na brzegach y =0 i y =L pochodna
rozwigzania szczegélnego wzgledem zmiennej x zeruje sie.

Do obliczen wykorzystano dane eksperymentalne zaczerpniete z pracy [C97],
przedstawione w tablicy 5.1.
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TABLICA 5.1. Temperatura ciektych krysztatéw T

X, [m] Ton(x), [K] x, [m] Ton(X), [K]
0,00 317,95 0,10 325,65
0,01 320,95 0,15 326,15
0,02 321,65 0,20 325,65
0,03 322,15 0,23 325,15
0,04 323,15 0,25 326,15
0,05 324,25 0,30 326,35
0,06 324,95 0,35 327,15
0,07 326,05

Ponadto przyjeto nastepujace dane: 7., = 317,15 K, T, = 326,15 K, Ar = 8,3
W/(mK), Ac = 0,710 W/(m K), g, = 1,24803-10" W/m®.

Jesli funkcja T.,(x) dana jest w postaci zbioru danych dyskretnych, catke
L

j(@F(x,é‘G)—sz (x))zdx wystepujaca w funkcjonale [, nalezy zastapi¢ suma.
0
Dotyczy to rowniez odpowiedniej catki w funkcjonale [, stuzacym wyznaczeniu
rozktadu temperatury w szkle (funkcjonatu tego, z uwagi na jego oczywistg postac,
nie wypisano).

Aproksymacje rozktadu temperatury w folii dla 16 funkcji F, i 14 funkcji G,

przedstawiono na rysunku 5.3.

6.01 ' || T
i’ 3.2.2-5‘
320 325.5
6.005 3|z;1 .'5]3233f254 325
32103233245 | 326 326 326 326.5 327
L[]
I I
0 10 20 30 ¥

RYs. 5.3. Przyblizony rozktad temperatury w folii, uzyskany na podstawie danych opisanych
w tablicy 5.1 jako 7,(x) (jednostki na osiach podane sg w centymetrach)

Dane przyjete do obliczen obarczone byly nieznanym btedem. Aby je wygtadzié,
opisano je funkcja:

7. (x)=3,6467x+317,9237 +8,14255(1 — exp(—36,8489x)) ,
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ktérej parametry zostaty dobrane w oparciu o kryterium najmniejszych kwadra-
téw. Dla f"zm(x) przyjetej jako T, (x), uzyskano aproksymowany ta sama liczbg
T-funkcji rozktad temperatury w folii przedstawiony na rysunku 5.4.

6.01
y
322323.5

6.005

321, 5[323 324.5 325.5

321322.5324| 325 326

6 \ \ \
0 10 20 300

RYS. 5.4. Przyblizony rozktad temperatury w folii, uzyskany na podstawie danych wygtadzonych
T _» (%) (jednostki na osiach podane sg w centymetrach)

B.3: Walec kotowy

W pracy [F99] rozwazano zagadnienie odwrotne w nieskohczenie dtugim walcu
kotowym przy temperaturze brzegu zmieniajacej sie wg nieznanej funkcji To(t).
Poszukiwane pole temperatury spetnia rownanie rézniczkowe w bezwymiarowych
wspotrzednych £=r/R i r=at/R*:

2
551 L1ar EZ_ r>0,£¢(0,1),
ot § 0”5 or
z warunkami:

T(,7)=T,(r)=?, >0,
T(&0)=0,  £e(0)),

gdzie a jest wspotczynnikiem wyréwnywania temperatury (dyfuzyjnoscig termiczng),
7 —zmienna promieniowa, zas R opisuje promien walca.

Przyjmujac T(l,r)z To(r)z At , gdzie A jest dodatnig statg, otrzymuje sie roz-
wigzanie tego zagadnienia w postaci:

J+2Azem Jo(@,8)

TEr)=A r =%
(5,‘[) (T n=1 0{ J (an)

gdzie ay, o, ... sg dodatnimi pierwiastkami réwnania Jo(a): 0.
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Znajomosc¢ rozwigzania doktadnego pozwala wygenerowac ,pomiary” tempera-
tury w punkcie wewnetrznym 0 < &* < 1 w chwilach 0 = 7, <7y <7 <..., tzn. wyzna-
czy¢ wartosci wewnetrznych odpowiedzi 7, = T(&*, 7,,), m = 0,1,2,...

Do wyznaczenia temperatury na pobocznicy walca (dla & =1) wykorzystane zo-
stang T-funkcje g, , okreslone wzorem (3.39). Tak wiec przyjmuje sie, ze:

N
T )20 (&)= cig, (&),
n=0

dla kA7 <7 < (k + 1)Az, k = 0,1,2,... Nieznane wspétczynniki c,’f wyznacza sie
minimalizujac funkcjonat celu:

1

1% =[(0% & ka0 -0 V(& kan)fdg + Y (09 (.2,) - T, )

0

gdzie 67'(£0) = T(£0) = 0, catka opisuje zgodno$é temperatury poczatkowej
w przedziale (k + 1)-szym i temperatury koncowej w przedziale k-tym, za$ sumo-
wanie odbywa sie po wszystkich m, takich ze kA7 < 7, < (kK + 1)Az, dla
k =0,1,2,... Wystepujaca w funkcjonale skofczona suma wynika z tego, ze dane
sg wartosci temperatury w punkcie &* w skonczonej liczbie chwil czasu. W kolej-
nych przedziatach czasowych za przyblizenie nieznanych wyrazen 1(1,%)

(k)
OTEDN e sie 8910 i 20 &
o0& £ 0 &=l

. CaT(E )| _06W (D)
T(,7)=20% L) i > = :
P

dla kA< r<(k + 1)Az.

Do obliczen przyjeto R = 0,02 m, a=14,4-10"7 m?/s, A = 50 (zatozenie to ma

sens fizyczny jedynie dla krotkich czaséw), A7 = 0,05 Fouriera (wtedy dtugos¢
2

R
przedzialu czasowego w sekundach Af=—Ar7=1,3(8)). Obliczenia wykonano
a

dla trzech pierwszych przedziatéw czasowych, tzn. dla £ = 0,1,2. Punkt pomiarowy
znajdowat sie w odlegtosci 2 mm od brzegu (bezwymiarowo &* = 0,9). Symulowa-
ne pomiary dokonywano ze statym krokiem czasowym 7,,— 7,1 = 0,005, co ozna-
cza, ze do obliczen przyjeto po 10 pomiaréw temperatury w kazdym z rozwaza-
nych trzech przedziatéw czasu.
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Wyniki na brzegu walca (£ =1) dla aproksymacji temperatury jedenastoma

funkcjami Trefftza przedstawiono na rysunku 5.5. Widoczna jest duza zgodnos$é
rozwigzania doktadnego i przyblizonego.

3 | | 6T T 8 l l
241
1.8 —
1.2~ 7
0.6 [~ —
o | | Sl | . | |
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.1 0.12 0.14
czas czas czas

Rys. 5.5. Wykres dokfadnej i przyblizonej temperatury dla £=1 i bezwymiarowego czasu
z przedziatu a) (O,Az-), b) (Ar,ZAr), c) (2AT,3A1). Linia ciggta — rozwigzanie doktadne, linia

przerywana — rozwigzanie przyblizone

B.4: Kwadrat, metoda Becka

W pracy [KO01] do rozwigzania zagadnienia odwrotnego w kwadracie jednostko-
wym zastosowano metode Trefftza oraz metode wspotczynnikéw wrazliwosci (meto-
de Becka, [B79, BBC85, KN95]). Temperatura w kwadracie opisana byta réwnaniem
Laplace’a, zas warunki brzegowe przyjeto nastepujace:

7(0,y)=1 dia ye(0,1),

or =0 dlaye(0,1), (5.2)
8x(1 )
>V
Il dla xe(0,1).
O¥l(v0)

Na brzegu y =1 warunek brzegowy nie byt znany, a do wyznaczenia byta war-

tos¢ strumienia ciepta na tym brzegu, tzn.:

S—f) = q(x) =? dla xe <0,1> . (5.3)

(x.1)



144 5. Funkcje Trefftza w zagadnieniach identyfikacji warunkow brzegowych

Rozwigzanie $ciste 7, .(x,y) tego zagadnienia dla warunku na brzegu y =1

T
okreslonym jako a—+T =0 jest znane, [CJ59]:
Yo

- 2sin g4 cosh(gg, (1-x))cos(s,)
s (,uk +sin g, cos u, )cosh H

Tex ()C, J/) =
gdzie u,, k=1,2,..., to rozwigzania réwnania ctgu = u. Korzystajac z tego roz-
wigzania wygenerowano wewnetrzne odpowiedzi temperaturowe na linii y =0

w jednym, dwadch lub trzech punktach, potozonych wewnatrz kwadratu.

W dalszych rozwazaniach wykorzystano metode Becka, [B79, BBC85, KN95].
W tym celu podzielono brzeg y =1, na ktérym byt nieznany warunek strumieniowy,

na J czesci. Ze wzgleddbw numerycznych byly to czesci o rownych dtugosciach.
W kazdym przedziale przyjgto staty strumieni ¢ ;. Wtedy warunek (5.3) przyjat postac:

oT j-1

—| =gq;,, =—<x<=, dla xe(0]) oraz j=1..J.
ﬁyy:]

<~

Funkcje opisujacg temperature traktuje sie teraz jako funkcje zalezng od zmien-
nych x,y oraz g, gdzie ge {qj }j:l, tzn. T(x,y): G(x,y,ql,...,qj). Nastepnie
funkcje 6 rozwija sig w szereg Taylora wzglgdem ¢, =0, j=1,..,J i pomija sig
wyrazy od drugiej pochodnej wigcznie. Stad:

T(e,y)=T"(x,y)+ .2/ (x.y)q; . (5.4)
j=1
gdzie oznaczono:

f(x,y): e(xayaqlﬂ'"aqj),

T*(x,y)z H(x,y,O,...,O),

Z/(x,y)= ae(x’ya’;’"""‘” ) dla j=1,..,J .
J

qj:O

Funkcje Zj(x,y) nazywa sie wspotczynnikami wrazliwosci; opisujg one wptyw
nieznanych strumieni ciepta ¢, na brzegu y =1 na wartos¢ temperatury w dowol-

nym punkcie rozwazanego obszaru.
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Wstawiajac funkcje opisang zwigzkiem (5.4) do rownania Laplace’a i do warun-
kow (5.2) i grupujac wyrazenia zawierajace funkcje 7~ oraz Z’ otrzymuje sie
réwnanie:

2 ¥ 2 ¥ J 277
O T (x,y)  O°T (;c,y)+z(0 Z'(x.y) , 0°Z’(x, y)]quo,

ox? oy ox* oy*

I=

z warunkami brzegowymi i warunkiem opisujgcym nieznany strumien ciepta na brzegu:

J
T*(O,y)+zzj(0,y)qj=1 dla ye<0,1>,
J=1
or (x’y)+zazj(x ~0 dia y(0,1),
J (Ly)
J
+Zafoy ~0  daxe(o),
7= (x.0)
or’ xy J azk o J—1 J
+Z :qu TSXS;, ]—1,..,.]
k=1 (x,l)

Rozseparowujgc to zagadnienie ze wzgledu na T" oraz Z’, [B79, BBC85,
KN95], otrzymuje sie dwa odrebne zagadnienia: jedno dla funkgciji T, drugie dla
wspoétczynnikéw wrazliwosci Z' . Pierwsze z nich opisane jest réwnaniem Lapla-
ce’a i warunkami (5.2) oraz (5.3), z tym, ze ten ostatni przyjmuje postac:

éT*(x,y)

5y =0 dla xe(0,]).

(x.1)

Drugie zagadnienie, ze wzgledu na dowolno$¢ ¢, opisane jest dla j=1,...,J
nastepujaco:

0’7’ (x,y) , 02 (x.y)
ox? oy?

=0,

Z7(0,y)=0 dla y<(0.1),
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Zxy) gy ga ye(on),
6x (I,y)
Z(xy)  _o gia xe(0.1),
6x (X,O)
J=1J
M xe( J ,J) J_1<x<i
oy 7

w o xé(f_—l,i) J
J

Oba zagadnienia, dla funkcji T" oraz Z7, rozwigzuje sie w zbiorze funkgciji

v=2aig//l., gdzie w, naleza do zbioru T-funkcji dla réwnania Laplace’a (por.
i=1

czes$¢ 3.2.1), minimalizujgc funkcjonaty typu (4.15). Nastepnie nieznane strumienie

ciepta na J odcinkach brzegu y =1 wyznacza sig, minimalizujac funkcjonat:

2
1 I J
1(gy5--9,)= D (U, ~T(x;,,) =Z(U,~—T*(xi,y,»)—ZZ’(x,-,yi)qjj,

i=l i=1 j=1

gdzie U, to wyniki pomiaru temperatury w i-tym punkcie na linii y=9J (tutaj —
wartosci wygenerowane z rozwigzania $cistego). Podstawiajac obliczone strumie-

nie ciepta oraz funkcje T oraz Z’ do wzoru (5.4) otrzymuje sie rozwigzanie roz-
wazanego problemu.

Na rysunku 5.6 przedstawiono poréwnanie rozwigzania $cistego z rozwigza-
niem przyblizonym zagadnienia odwrotnego, uzyskanym przy znajomosci pomia-
réw temperatury w jednym, dwéch i trzech punktach wewnetrznych w kwadracie.

Przy znajomosci rozwigzania Scistego btad wzgledny rozwigzania przyblizonego
mozna obliczyé z w normie [* ze wzoru:

T—-T,| .
S, :u.loo%,

ex

L2

gdzie:

G = [ O
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Bfad wzgledny w rozwazanym przypadku zalezy od liczby punktéw pomiarowych
oraz od odlegtosci 6 od osi 0x . Jego warto$¢ przedstawiono na rysunku 5.7.
Obszerna analiza tego zagadnienia zawarta jest w pracy [K01].

0.757

0.757

0.257 0.257

0.257

N I I
D
RYs. 5.6. Poréwnanie izoterm uzyskanych z rozwigzania analitycznego (A) z rozwigzaniem nume-

rycznym metodg Becka-Trefftza w przypadku jednego (B), dwoch (C) i trzech (D) pomiaréw tem-
peratury na linii y =0

=== trzy punkty pomiarowe

==uuus dwa punkty pomiarowe

02 T = == jeden punkt pomiarowy

T
0 0.2 0.4 0.6 0.8 dy 1

RYs. 5.7. Wplyw potozenia J i liczby punktow pomiarowych na doktadno$é¢ rozwigzania (w pro-
centach)
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5.1.2. Rozwigzania uzyskane z podzialem obszaru na elementy skonczone

Rozwigzanie zagadnien odwrotnych, uzyskane bez podziatu badanego obszaru
na elementy skonczone, jest mozliwe tylko w obszarach o prostych ksztattach.
W przypadku bardziej ztozonych ksztattéw obszaru, szczegdlnie gdy rozwazane jest
zagadnienie niestacjonarne, liczba T-funkcji, potrzebnych do opisu rozwigzania
przyblizonego, gwattownie rosnie, co powoduje pogorszenie uwarunkowania macie-
rzy kwadratowych, pojawiajgcych sie na roéznych etapach rozwigzywania, oraz
zwieksza btad obcieé. W efekcie zbyt duze zwiekszenie liczby T-funkcji nie polepsza
jakosci rozwigzania, a nawet moze jg — ze wzgledéw numerycznych — pogorszyc.

Ponizej przedstawione sg przyktady ilustrujace idee wykorzystania metody
elementéw skonczonych, z funkcjami Trefftza jako funkcjami bazowymi, do roz-
wigzywania zagadnien odwrotnych. W omoéwionych nizej przyktadach pokazano
zastosowania MES dla zagadnien opisanych réwnaniem Laplace’a; w dalszych
rozdziatach pokazane bedg zastosowania tej metody takze do zagadnien opisa-
nych innymi réwnaniami.

B.5: Kwadrat, podziat na cztery elementy

W monografii [CFO0] rozwazany byt ustalony rozktad temperatury w kwadracie.
Do rozwigzania zagadnienia odwrotnego w kwadracie zastosowano podziat obszaru
Q=(0,1)x(0,1) na 4 duze elementy skoriczone z 8 weztami, usytuowanymi w naro-
zach i na srodkach bokéw kwadratu. Jako funkcje bazowe w metodzie elementow
skonczonych przyjeto kombinacje T-funkcji dla réwnania Laplace’a (funkcji harmo-
nicznych, por. (3.6)). Szczegdty uzyskania funkcji bazowych pokazano w przyktadzie
B8. Metoda elementéw skonczonych (MES) z T-funkcjami wykorzystanymi do budo-

wy funkcji bazowych w skrécie nazywana bedzie MEST.
Warunki brzegowe typu Dirichleta zadano na brzegach x=0, x=1i y=]1,

zgodnie z wartosciami funkgiji:

o{zlt)

(x,7)=
e sinh(;[j

Wedtug tej funkcji dokonano takze symulacji pomiaréw temperatury w punktach
wewnetrznych kwadratu, usytuowanych na linii y =5y. Na rysunku 5.8 zaznaczo-

no krzyzykiem wewnetrzne punkty pomiarowe.
Na rysunku 5.8 przedstawiono takze analize wptywu potozenia odlegtosci 5y

i liczby punktéw wewnetrznych, w ktérych mierzono temperature, na doktadnos$é
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rozwigzania zagadnienia odwrotnego, czyli na nieznang warto$¢ temperatury na
brzegu y =0, tzn. na T(x,O).

" /,=0,0004 9,=0,0032 . /,=0,0006 0, =0,0049
Ju=00064 9= 0,0065 f1=0,0084 0,=0,0085

L Lyt L % L L9 o L
*

L 9° L L s L vy

\ ! = T b)

0 T T T o ?
000 010 020 030 040 05 080 070 08 080 100
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o T & L4 T ¢ T
X 000 010 020 030 040 05 060 070 08 090 100

,a J1:=0,0021 9,=0,0166
' fu=0,02

L L L PO L
1 * *

0. T & T T o T L T
000 010 020 030 040 05 060 070 080 0% 100
X

RYs. 5.8. Rozwigzanie zagadnienia odwrotnego dla: a) trzech, b) dwdch, c) jednego wewnetrznego
punktu pomiarowego

Rozwiazanie analityczne (5.5) poréwnano z rozwigzaniem numerycznym w nor-
mie I’ i H':

”T -7 2
7l

sz“T_f 5L=

L
. (5.6)
r-1,

fu=lr =T, 0w ="
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gdzie przez T oznaczono rozwigzanie przyblizone, a normy okreslone sg wzorami:

7], =| T(x,y)deJz, 7], =[j (r(e.y +(VT(x.p)f ) g (5.7)

Q

Przedstawione na rysunku 5.8 wykresy, jak i normy (5.6), Swiadczg o duzej do-
ktadnosci rozwigzania zagadnienia odwrotnego z zastosowaniem harmonicznych
funkcji bazowych. Wykres btedéw f; i f,; w normie L[* i H' jako funkcji potoze-
nia wewnetrznych punktéw pomiarowych przedstawiono na rysunku 5.9.

v I 005 i
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0012| 0012
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Rys. 5.9. Wplyw potozenia &, i liczby wewnetrznych punktéw pomiarowych na doktadno$é¢

rozwigzania zagadnienia odwrotnego; a) 3 punkty, b) 2 punkty, c) 1 punkt pomiarowy

Wartosci norm btedéw wzglednych &, i J, zestawiono w tablicy 5.2. Oczywi-
scie najmniejsze btedy wzgledne otrzymano dla 6, =0,0.
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TABLICA 5.2. Normy wzgledne ¢, i 0y jako funkcje potoZenia &, wewnetrznych punktéw pomiarowych

s 3 punkty pomiarowe 2 punkty pomiarowe 1 punkt pomiarowy
5y 5, S 3, S 5
0,00 0,00651 0,00301 0,00672 0,00420 0,01740 0,01290
0,10 0,00855 0,00491 0,00855 0,00499 0,02035 0,01686
0,20 0,01221 0,00871 0,01282 0,00871 0,02615 0,02414
0,30 0,01588 0,01132 0,01588 0,01140 0,03633 0,03839
0,40 0,01689 0,01235 0,01689 0,01235 0,03694 0,03879
0,50 0,01720 0,01267 0,01720 0,01274 0,03643 0,03847
0,60 0,01740 0,01330 0,01730 0,01290 0,03816 0,04053
0,70 0,01740 0,01330 0,01740 0,01314 0,03969 0,04615
0,80 0,01740 0,01338 0,01740 0,01298 0,04518 0,06475
0,90 0,01761 0,01401 0,01761 0,01369 0,06462 0,10853
0,99 0,01791 0,01504 0,01811 0,01559 0,08365 0,14597

Btedy wzgledne swiadczg o niewielkiej wrazliwosci rozwigzania zagadnienia od-
wrotnego na pofozenie wewnetrznych punktéw pomiarowych. Przy jednym punkcie
pomiarowym dla ekstremalnego potozenia wewnetrznego punktu pomiarowego pro-
centowy btad wzgledny rozwigzania w normie H' jest rowny oy = 8,365%. Tak wiec
przyjecie T-funkcji jako funkcji bazowych metody elementéw skonczonych dato —
przy danych nieobarczonych btedami — bardzo dobre wyniki.

Obszerna analiza tego problemu zawarta jest w monografii [CF00] i pracy
[CFO02].

B.6: Kwadrat, cztery elementy, analiza ciagfo$ci rozwigzania
miedzy elementami

W pracy [CFGO07a] rozwazano zagadnienie odwrotne rozkfadu temperatury
w kwadracie, wykorzystujac MEST oraz badajgc rozwigzania w zalezno$ci od tego,
czy na granicach pomiedzy elementami funkcja opisujgca temperature byta ciggta
czy tez dopuszczano jej nieciggtosé. Przyblizonego rozwigzania poszukiwano

N
w zbiorze funkcji V:Zaiy/[ , gdzie funkcje y,; nalezg do zbioru T-funkgji dla row-

i=1
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nania Laplace’a (por. czes¢ 3.2.1). W przypadku dopuszczenia nieciggtosci pomie-
dzy elementami w celu znalezienia przyblizonego rozwigzania zagadnienia mini-
malizowano funkcjonat:

10)=3| [(g,. g, Vdr +a, [T, -7 Ydr, |, a,>0. (5.8)
rt/'

iy

gdzie I; to granica pomiedzy elementem i-tym i j-tym lub czg$¢ brzegu obszaru,
zas T, i T_ (q,, 1 g, ) to wartosci temperatury (strumienia ciepta) po obu stro-

nach granicy pomiedzy elementami, lub wartos¢ wyliczona w elemencie i warto$é
brzegowa temperatury (strumienia ciepta). Funkcjonat ten zbudowany jest analo-
gicznie do funkcjonatu (4.20).

Procedura znalezienia rozwigzania zagadnienia odwrotnego polega na rekon-
strukcji nieznanego warunku brzegowego na podstawie zmierzonych lub zada-
nych wartosci temperatury na pewnej linii wewnatrz kwadratu (zagadnienie cig-
gte) lub w wybranych punktach na tej linii (zagadnienie dyskretne). Linia ta jest
narysowana na rysunku 5.10, gdzie takze pokazano podziat kwadratu na 12-
weziowe elementy skonczone i przedstawiono idee nieciagtosci rozwigzania po-
miedzy elementami. Jako funkcje ksztattu przyjeto T-funkcje (wielomiany harmo-
niczne, por. (3.6)).

a)

L ]

»
-
L ]

»
-

*
L 3

‘:'lr
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4
4
L ]
L
L

RYs. 5.10. a) przyblizony rozktad temperatury przy jej nieciagtosci pomiedzy elementami; b) wezty
(czarne punkty) i punkty pomiaru temperatury (biate punkty)
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Aby znalez¢ przyblizone rozwigzanie zagadnienia, rozwaza sie dwa funkcjonaty:
— dla punktowo ciggtej temperatury pomiedzy elementami:

1r)=3 [(@,. ~,-Far;. (5.9)

Uy

— dla temperatury nieciagtej pomigdzy elementami (przyjeto «;; = a = const,
por. (5.8)):

or)=| [(g..~q, Vdr, +a [T, -1 }dr,|. a>0. (5.10)

Y r!'/' i

W weztach brzegowych rozwigzanie przyblizone spetnia zadane warunki.

Wartosci temperatury w punktach wewnetrznych i na brzegu wyliczono, postu-
gujac sie nastepujgcym wzorem, opisujacym temperature w kwadracie:

cos[zxjsinh(g(l - y))

T,(x,y)=
sinh(”)
2

Doktadnos¢ rozwigzania przyblizonego ZN", czyli éTN, badano w normie H'.
Badano takze doktadno$c¢ obliczenia strumienia ciepta dg,, , produkcji entropii oo,
oraz dyssypacji energii o, . Opisujace je wzory majg posta¢ nastepujaca:

— doktadnos¢ rozwigzania przyblizonego:

firnr {5255 ]

1/2

T =| 2 - . 100%, (5.11)
(e 5] pe
o Ox oy
— doktadnos$¢ obliczenia strumienia ciepta:
- - 5 1/2
=) )
pl\om) on) (5.12)

-100%,

5qn =

i) z)))«
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— doktadnos¢ obliczenia produkcji entropii:

() 32) ]«

So, =| — _ -100%, (5.13)
[IY( L) o 227) )] ar
5 2|\ T on . T on )

— dokfadnos¢ obliczenia dyssypacji energii:

IK‘Zm(T)] —[Zln(f)J le“

N, =| — : - 100%. (5.14)
rj‘ [;((Zln(f")l +(Zln(]~")lﬂ dr

Znaki plus i minus oznaczajq strony granic pomiedzy elementami, a 7,, jest su-
ma wszystkich granic pomiedzy sgsiadujagcymi elementami.
Przyktad numeryczny przeliczono dla funkcjonatu Q(T), okreslonego wzorem

1/2
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(5.10). Minimalizuje on nieciggto$ci temperatury na /,, pomiedzy weztami. Wartosci
normy oT jako funkcji parametru (wagi) « i odlegtosci ¢ punktéw pomiaru tempe-
ratury od osi Ox (0 =0 oznacza zagadnienie proste) dla zagadnienia ciggtego
i nieciagtego przedstawiono w tablicy 5.3.

W przypadku MEST punktowo ciagtej waga « praktycznie nie wptywa na roz-
wigzanie dla 6 <0,5 (punkty z zadang temperaturg sg woéwczas w pierwszej —

liczac od osi Ox — warstwie elementéw). W przypadku MEST nieciagtej mata war-
tos¢ parametru o na ogot zwieksza niedoktadnosci temperatury, podczas gdy duza
— zmniejsza. Duze wartosci normy ST dla a =0,001 i 6=0,2, jak rowniez dla
a=1000 i 6=0,6 wynikajg z nieciagtosci temperatury dla x=0,5 i zbyt matej
liczby funkcji bazowych.

Badanie norm &g, , 6o, i &Y. dla réznych wartosci parametru o jako funkcja
odlegtosci & od brzegu y =0 w przypadku MEST ciagtej i nieciagtej przy 12 funk-
cjach bazowych prowadzi do podobnych wynikéw jak badanie normy oT .

Zwiekszenie liczby weztéw i funkcji bazowych w elemencie do 24 radykalnie
zwieksza doktadnos$¢ obliczen. Normy og,,, 6o, i &Y., ktére w przypadku elemen-
téw 12-weztowych osiagaty — poza sytuacjami wskazanymi takze w tablicy 5.3 dla
normy ST — wartosci na 0ogot nieco ponizej 0,05%, w przypadku elementow 24-
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weztowych osiggaty wartoéci o dwa rzedy mniejsze. Wyniki dotyczace doktadnosci

obliczenia produkgcji entropii przedstawiono w tablicy 5.4.

TABLICA 5.3. Norma 6T jako funkcja odlegtosci ¢ od brzegu y =0 (12 funkcji bazowych w ele-

mencie). Dane z pomiaru temperatury — doktadne

MEST punktowo ciagta MEST nieciagta
0 a=0,001 a=1 a=1000 a=0,001 a=1 a=1000
0,00 0,0042 0,0042 0,0042 0,0207 0,0141 0,0161
0,10 0,0046 0,0046 0,0047 0,0852 0,0153 0,0168
0,20 0,0081 0,0081 0,0081 45,7378 0,0208 0,0204
0,30 0,0184 0,0184 0,0178 0,1805 0,0376 0,0333
0,40 0,0199 0,0199 0,0115 0,3494 0,0603 0,0749
0,50 0,3471 0,3471 0,3471 0,1856 0,0383 0,0523
0,60 0,1459 0,1460 0,5723 0,7475 1,2637 15,2711
0,70 0,1655 0,1656 0,3076 0,3954 0,1711 0,3990
0,80 0,1479 0,1479 0,2220 0,1931 0,0786 0,1323
0,90 0,3426 0,3425 0,3153 0,2029 0,0753 0,3492
0,95 0,7568 0,7527 0,2762 0,1052 0,0679 0,5004
0,99 0,2097 0,2101 0,0958 0,3669 0,1173 0,7800

TABLICA 5.4. Btad obliczenia produkciji entropii oo, jako funkcja odlegtosci & od brzegu y = 0 (24

funkcje bazowe w elemencie). We wzorze (5.13) 7, jest przekrojem y = 0,5

MEST punktowo ciagta MEST nieciagta

o a=0,001 a=1 a=1000 a=0,001 a=1 a=1000
0,00 0,00000 0,00000 0,00000 0,00000 0,00000 0,00000
0,10 0,00000 0,00000 0,00000 0,00038 0,00000 0,00000
0,20 0,00000 0,00000 0,00000 0,00048 0,00004 0,00000
0,30 0,00000 0,00000 0,00000 0,00006 0,00000 0,00000
0,40 0,00000 0,00000 0,00000 0,00040 0,00000 0,00000
0,50 0,00000 0,00000 0,00000 0,00000 0,00000 0,00000
0,60 0,00000 0,00000 0,00000 0,00000 0,00000 0,00000
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cd. tablicy 5.4
MEST punktowo ciagta MEST nieciagta

0 a=10,001 a=1 a=1000 a=10,001 a=1 a=1000
0,70 0,00000 0,00000 0,00000 0,00030 0,00000 0,00001
0,80 0,00000 0,00000 0,00000 0,00004 0,00000 0,00000
0,90 0,00000 0,00000 0,00000 0,00006 0,00003 0,00000
0,95 0,00000 0,00000 0,00000 0,00428 0,00004 0,00001
0,99 0,00000 0,00000 0,00000 0,00002 0,00001 0,00000

Rozwazane zagadnienie odwrotne identyfikacji nieznanej temperatury na brze-
gu y =0 rozwigzano takze przy wykorzystaniu klasycznej MES. Rozwazono po-

dziat kwadratu na 16, 36 i 144 czteroweziowe elementy z funkcjami bazowymi
{1, x, y, xy}. Jako kryterium poréwnawcze dla wynikéw osiagnietych przy stosowa-
niu MES i MEST przyjeto liczbe weztéw na brzegu lub wewnatrz badanego kwa-
dratu (por. tablica 5.5).

TABLICA 5.5. Liczba elementéw w MES i MEST dla poréwnania wynikéw obliczen, dotyczacych

zagadnienia odwrotnego w kwadracie

Catkowita Liczba Liczba
liczba elementéw weziow brzegowych weztéw wewnetrznych Kryterium
MEST12 | .o | MEST12 | .o | MEST12 | .o podobieristwa
T-funkcji T-funkciji T-funkcji
Liczba weztow
4 16 24 16 9 9 wewnetrznych
Liczba weztow
4 36 24 24 9 25 brzegowych
MEST 24 MEST 24 MEST 24
T-funkcje MES T-funkcje MES T-funkcje MES
4 144 48 48 21 121 Liczba weztow
brzegowych

Wykorzystanie MES do rozwigzania zagadnienia odwrotnego dawato zadowala-
jace wyniki tylko w przypadku, gdy wyniki pomiaréw temperatury znajdowaly sie
w pierwszym rzedzie elementéw liczac od osi Ox . Umieszczenie danych temperatu-
rowych w dalszych rzedach elementéw powodowato gwattowne pogorszenie wyni-
kow, a btad obliczen siegat 300% nawet dla danych dokfadnych. Innymi stowy, gdy
odlegtos¢ o byta wieksza niz bok kwadratowego elementu skoficzonego, pojawiaty
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sie niestabilnosci obliczen numerycznych niezaleznie od wielkosci uzytych elemen-
téw. Paradoksalnie, im wieksza byta liczba elementéw skonczonych, tym szybciej
pojawialy sig niestabilnosci obliczen. Normy og,, oo, i &Y, obliczone wzdtuz prze-
kroju x=0,5 jako funkcje odlegtosci 6 od brzegu y =0 dla MES z 16 i 36 elemen-

tami przedstawiono na rysunku 5.11. Sytuacja dla MES z 144 elementami jest po-
dobna do tej, ktéra dotyczy 36 elementdw, jedynie wartosci norm sg mniejsze.
Zaburzenie symulowanych pomiarow temperatury wykazato, iz jest ono silnie
wzmachiane w trakcie obliczen. Btad obliczeh jest tym wiekszy, im wieksza jest odle-
gtos$¢ o od brzegu y =0. Dla otrzymania zadowalajacych wynikéw niezbedne jest
wygtadzenie danych wejsciowych, wykorzystujgc do tego celu kombinacje liniowa
T-funkcji dobrang do danych przy zastosowaniu np. metody najmniejszych kwadratow.

36

1 /A\ 2
2 2 L.--Ic.:.=.
20 bhl—..;.:.:.%l-—.— 30
= 2 v/ N g
& - - L] -
u 18
b 17
0 . . . . . . ! 16 - - T |
Coo0es 01 05 02 02 03 0 0,1 0,2 0,3 0,4
g -
+ & =0, +3&, + &, ®do, +3 ¢

Rys. 5.11. Normy oy, , oo, i 8, jako funkcje odlegtosci 0 od brzegu y =0 obliczone wzdtuz

przekroju x =0,5. Obliczenia — MES z 16 (po lewej) i 36 (po prawej) elementami

Obszerna analiza tego problemu zawarta jest w pracy [CFGO07a], a poréwnanie
MEST i MES z wnioskami analogicznymi do przedstawionych wyzej dokonano
takze m.in. w monografii [M09].

B.7: topatka turbiny, MEST

W pracy [CFGO07] rozwazano stacjonarne pole temperatury w fopatce turbiny
cieplnej. Lopatke, jak réwniez pole temperatur w jej otoczeniu, przedstawiono na
rysunku 5.12. Badane zagadnienie sformutowano nastepujgco:

Znalez¢ rozktad temperatury na wewnetrznym brzegu I, przekroju topatki turbiny,

Tr i rozktad wartos$ci wspoétczynnika przejmowania ciepta na tym brzegu, a|rv,

przy warunku:
Ty—¢&, <T(s)<T, +¢,, (5.15)

gdzie &, jest doktadnoscig pomiaru temperatury.
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topatka turbiny gazowej - obszar
obliczeniowy

5 Ty = 1350°C

gaz A e —

T ’l:l czynnik
chtodzac

RYs. 5.12. Szkic topatki turbiny cieplnej i obszar obliczeniowy

Rozktad wartosci wspotczynnika przejmowania ciepta na zewnetrznej powierzchni
topatki, al. jest znany. Ponadto znane sg temperatury otoczenia zewnetrznej

out

i wewnetrznej powierzchni topatki, ktore dla uproszczenia przyjeto state, 7, i T, .

Parametr s, stanowigcy argument funkcji T(s) w nieréwnosci (5.15), jest
znormalizowang wspotrzedng opisujgcg diugosé zewnetrznego i wewnetrznego
obrysu przekroju topatki turbiny. Punkt poczatkowy i kohcowy tej wspotrzedne;j
zaznaczono czarng kropka na krawedzi sptywu (rys. 5.12). Normalizacji dokonano
w taki sposéb, ze tylko dla s =0 (s =1) punkty na wewnetrznej i zewnetrznej po-
wierzchni odpowiadajg sobie. Poniewaz podziat obu konturéw nastepowat ze sta-
tym krokiem, a liczba krokéw byta dla obu konturéw taka sama, pozostate punkty
o tych samych wartosciach parametru s sg nieco przesuniete wzgledem siebie.
W przypadku wartosci ekstremalnych temperatur to przesuniecie wyraza sie bez-
wymiarowo jako 0,02. Jest ono widoczne na rysunkach 6.3 i 6.4, na ktérych prze-
stawiono wyniki obliczen wspotczynnikéw przejmowania ciepta, ktére takze byty
wyznaczane dla rozwazanej topatki.

Rozwigzanie byto poszukiwane w klasie funkcji spetniajacych réwnanie Lapla-
ce’a. Innymi stowy, rozwazany byt nastepujacy problem:

Dane:
V-(AVT)=0, tzn. L=V -(1V),
Tﬁ)w =1350°C, Tﬁn =780°C,

oc|r — znany wspoétczynnik przejmowania ciepta na powierzchni zewnetrznej topatki,
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Ty—&, <T(s)<T, +¢,,
T, =1100°C,

& — tolerancja pomiaru temperatury, nieprzekraczajaca 1°C.

Poszukiwane:

T |r‘ =? — temperatura powierzchni wewnetrznej,

i

a| =7 —wspotczynnik przejmowania ciepta na powierzchni wewnetrznej topatki.

i

r

W przedstawionych tu rozwazaniach omoéwiono tylko zagadnienie identyfikacji
temperatury. Problem dotyczacy identyfikacji rozktadu wspétczynnika przejmowa-
nia ciepta na powierzchni wewnetrznej fopatki przedstawiono w rozdziale széstym,
przyktad W.3.

Aby okresli¢ pole temperatury wewnatrz i na brzegu I; topatki, minimalizuje sie

funkcjonat Q(T) okreslony wzorem (5.10), przy czym aproksymaty pola temperatu-

N
ry poszukuje sie w zbiorze funkcji y = Zai‘”i , gdzie funkcje y, nalezg do zbioru
i=1
T-funkcji dla réwnania Laplace’a (por. czes¢ 3.2.1).
Aby uprosci¢ opis numeryczny zagadnienia, temperature zewnetrznej po-
wierzchni topatki aproksymowano piecioma, a temperature powierzchni wewnetrz-
nej — 30 wielomianami Bernsteina, [L53].
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bezwyrmiarowa wspdtrzedna parametryzujaca brzeg zewngtrzny 1 wewnetrzny
przekroju topatki turbiny

RYs. 5.13. Rozktad temperatury na zewnetrznym (linia gérna) i wewnetrznym (linia dolna) brzegu
przekroju topatki turbiny, °C
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Do rozwigzania zagadnienia wykorzystano MEST. Obszar przekroju topatki tur-
biny podzielono na 99 prostokatnych 16-weztowych elementéw (12 weztéw na
brzegach i 4 wewnatrz elementu). Jako funkcje bazowe wykorzystano 16 T-funkciji.
Liczba niewiadomych wynosita tacznie 4x297 .

Obliczenia przeprowadzono przy wykorzystaniu programu, napisanego w jezy-
ku Fortran F90. Wyniki obliczen dotyczace rozkladu temperatury na zewnetrznym
i wewnetrznym brzegu fopatki przedstawiono na rysunku 5.13.

Falowanie temperatury wewnetrznej powierzchni topatki to rezultat przyblizenia
temperatury tej powierzchni zbyt matg liczbg wielomianéw Bernsteina. Jednak dzieki
temu liczba niewiadomych do wyznaczenia takze byta stosunkowo niewielka.

Obszerna analiza tego problemu zawarta jest w pracy [CFG07]. Podobne za-
gadnienia rozwazano w pracach [CFR01, C04a].

B.8: Kwadrat, trzy rodzaje MEST, regularyzacja energetyczna

Stosowana w rozwigzywaniu kilku wczesniejszych zagadniern metoda elemen-
téw skonczonych z funcjami Trefftza (MEST) ma bogatg historie. Jej prekursorem
jest J. JirouSek, ktoéry w pracach [JL77, J78] zapoczatkowat to podejscie do metody
elementéw skonczonych. Byta ona wowczas zastosowana do réwnan biharmo-
nicznych, a nastepnie pojawily sie rozwigzania wykorzystujagce MEST w ptaskich
zagadnieniach dotyczacych elastostatyki, [JT82], ptyt Kirchhoffa, [JN90, P90],
cienkich powtok, [JV91], grubych ptyt, [P92], osiowo-symetrycznych zagadnien
mechaniki ciata statego, [WJ93], a takze zagadnien niestacjonarnych przewodze-
nia ciepta, [H99, CF00, M04a, M04b], drgan belek i ptyt, [M04, M05, AGM08, M09],
zagadnien elastokinetyki, [M07, GMMO09] i innych.

W stosowanych tutaj odmianach MEST zaklada sie, ze aproksymacja rozwia-
zania T-funkcjami {1//,.} w j-tym elemencie, Q/., ma posta¢, por. (4.11):

=

W = aly, . (5.16)
k=1

W zagadnieniu B.6 wspomniano o dwéch rodzajach MEST — ciggtej i nieciagte;j.
W pracach [CFG07, GLM08, M09] wspomniano jeszcze o metodzie bezweziowej
(ang. substructuring).

Ciagta i nieciggta MEST wymaga wprowadzenia funkcji bazowych. Nie jest to
konieczne dla metody bezweztowej.

Rozwazmy najpierw ciggta MEST. W tym przypadku zaktada sie, ze rozwigzanie
jest ciagte we wspdélnych weztach pomiedzy elementami. Procedure otrzymania
funkcji bazowych opisano m.in. w [C99, CF00]. Zaktada sie, ze w elemencie Qj

znane s wartosci poszukiwanej funkgji /,...,uJ, w weztach B,...., P, . Funkcje u’
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w elemencie aproksymuje sie kombinacjg liniowa T-funkgiji, (5.16). Zatozenie ciggto-
$ci rozwigzania w weztach prowadzi do zalezno$ci (z pominieciem indeksu j ):

Ya=UU,

gdzie ¥ jest macierza kwadratowg o wyrazach y,, (P,,), a to kolumna wspétczyn-

nikéw a,, , zas U jest kolumng wartosci funkcji # w weztach B, P, ,..., P, . Stad:

a=Y'U=VU,

gdzie V=¥'. Stad:

N
a, = sz;”; .

i=l1

Wstawiajac a,, do (5.16) dostaje sie:

u= Z:;aml//m - Z(sziui]l//m = Z(z Vmiy/m}‘i = z¢z“ ,

m=1\_i=1 i=l \m=1 i=l1

gdzie:
N
¢1’ = Z szl//m
m=1

sg funkcjami bazowymi, okreslonymi w elemencie Qj. W ten sposob funkcja u
w elemencie Qj jest aproksymowana kombinacjg liniowg swoich wartosci w we-

ztach, B,B,,...,Py.

Warunek ciggtosci poszukiwanej aproksymaty rozwigzania w weztach moze byc¢
pominiety. Otrzymuje sie wtedy wariant nieciggtej MEST, [CFGO07]. Wéwczas, aby
zapewni¢ fizyczny sens rozwiazania, zada sie Sredniokwadratowej minimalizacji
réznicy wartosci poszukiwanej aproksymaty we wspolnych weztach lub na wspél-
nych brzegach elementéw, (por. zagadnienie B.6).

W przypadku bezweziowej MEST (substructuring) aproksymata w elementach Qj

przyblizana jest zgodnie z formutg (5.16), ale kombinacja liniowa T-funkcji nie ma tu
charakteru interpolacyjnego. Z tego wzgledu zada sie sredniokwadratowej minimaliza-
cji roznicy wartosci poszukiwanej aproksymaty na wspoélnych brzegach elementow.

Ponadto we wszystkich wariantach MEST minimalizuje sie réznice pomiedzy
wartosciami przyblizonego rozwigzania lub jego pochodnej a danymi wartosciami
brzegowymi.
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Aby poprawi¢ jakos¢ rozwiagzania w stosunku do klasycznej MES, oprocz wyko-
rzystania T-funkcji uwzglednia sie jeszcze fizyczny aspekt zagadnienia. Zostanie
on tu przedstawiony na przyktadzie wymiany ciepta, [CFG07, GLMO08].

W czesci 4.2.3 pokazano regularyzacje polegajacg na uwzglednieniu minimali-
zacji roznicy pochodnych normalnych poszukiwanego rozwigzania na granicach
pomiedzy elementami (wzory (4.19) i (4.20)). Warunek ten w odniesieniu do wy-
miany ciepta mozna nazwac¢ minimalizacjg defektu strumienia ciepta i zapisac
w postaci nastepujace;j:

Jr=> |G, ~q, far, (5.17)

i T,

gdzie ¢q,, i ¢, oznaczajg aproksymaty strumienia ciepta po obu stronach granicy

pomiedzy elementami.

Do fizycznej regularyzacji mozna ponadto wykorzystaé minimalizacje defektu
produkcji entropii:

JE=ZI(

i T,

- - 2
ne _n- | gr | (5.18)
T T

+

~ ~

gdzie T, i T_ oznaczajg aproksymaty temperatury po obu stronach granicy po-

miedzy elementami, lub minimalizacje defektu rozproszenia energii:

JD=ZI(an+1ni—c7n_1nf_)zdr. (5.19)

Lj Ty,

Przy wykorzystaniu regularyzacji energetycznej czesto wprowadza sie wspo-
mniane wyzej czynniki regularyzujace jako funkcje kary, ze wspoétczynnikami wa-
gowymi (regularyzujgcymi).

W celu przetestowania omoéwionych wyzej trzech rodzajéw MEST oraz czynni-
kow regularyzacji energetycznej, w monografii [M09] przeanalizowano stacjonarne
zagadnienie odwrotne wymiany ciepta w kwadracie (0,1)x(0,1). Jest ono opisane

réwnaniem Laplace’a (3.4) i warunkami:

oT

| =h(v)=e’+e? d 0,1),
X (o,y) ()mete i y€< ’>
oa _ hy(x)=0 da xe(0,1),
Y l(x0)
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oT . _
—] =h3(x)=(cosx+smx)(e—e 1) dla xe<0,1> .
W,
(x.1)

Dodatkowo zatozono znajomo$é wewnetrznych odpowiedzi temperaturowych
(np. wynikéw pomiaréw) w o$miu punktach wewnetrznych rozmieszczonych row-
nomiernie w odlegtosci d, od brzegu x=1:

T(1-d,,y,)=T,, i=1,..8.

Temperature w tych punktach wyznaczono w oparciu o rozwigzanie doktadne:
T(x,y)=(cosx+sin x)(ey - e‘y)

Zagadnienie to rozwigzano w [M09] ciagta, nieciagta i bezweztowg MEST. Ob-
szar kwadratu podzielono na 4 elementy, jak pokazano na rysunku 5.14, na ktérym
przedstawiono takze lokalizacje punktow, w ktoérych znane byty wewnetrzne odpo-
wiedzi temperaturowe.

RYs. 5.14. Podziat kwadratu na elementy skonczone

oraz lokalizacja wewnetrznych odpowiedzi tempera-

turowych

W kazdym elemencie wykorzystano 13 T-funkcji (wielomianéw harmonicznych).
W ciagtej i nieciagtej MEST oznaczato to uwzglednienie 12 weztdéw na brzegach
elementéw i jednego w Srodku.

W kazdym z trzech wariantow MEST wykorzystano wszystkie trzy metody
energetycznej regularyzacji. Funkcjonat celu miat posta¢ (4.20) z dodatkowymi
cztonami uwzgledniajgcymi minimalizacje defektu produkcji entropii i minimalizacje
defektu rozproszenia energii.

Btad aproksymacji rozwigzania obliczano wykorzystujgc wzory (5.6) dotyczace
btedéw J; i J,; . Wyniki przedstawiono na rysunku 5.15.
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RYs. 5.15. Blad wzgledny &, rozwigzania w zaleznosci od odlegtosci d;, od brzegu x =1 w przypad-

ku minimalizacji defektu: a) strumienia ciepta, b) produkcji entropii, c) rozproszenia energii dla MEST
bezweztowej (bw), ciagtej (cg) i nieciagtej (ncg)

Jak wynika z rysunku 5.15, catkowity btad aproksymacji jest bardzo maty, na-
wet dla duzych wartosci d, . Warto$ci btedu sugerujg réwnowazno$¢ trzech metod
regularyzacji w sytuacji, gdy odlegtos¢ ta nie przekracza dtugosci boku elementu
skonczonego. Potwierdzajg to wyniki pracy [CFGO07], w ktérej jednak metoda bez-
weztowa nie byta rozwazana.

Z przedstawionych wartosci btedow wynika takze, ze MEST bezweziowa daje
lepsze wyniki niz dwie pozostate, gdyz btad przyblizenia przy kazdej metodzie re-
gularyzacji jest przynajmniej o rzad wielkosci mniejszy niz w przypadku MEST
ciagtej i nieciagte;.

Najmniejsze btedy o6, otrzymano stosujac MEST bezweztowg i minimalizacje
defektu wzrostu entropii. Analiza btedu 6,, pokazuje jednak, ze nieco skuteczniej-

sza jest minimalizacja defektu strumienia ciepta, [M09].
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5.2. ZAGADNIENIA OPISANE ROWNANIEM
PRZEWODNICTWA CIEPLNEGO

Zastosowanie funkcji Trefftza do badania niestacjonarnych zagadnien odwrot-
nych przewodzenia ciepta majg stosunkowo krétkg historie. Pierwsze prace zwia-
zane z takim podejsciem do tych zagadnien pojawity sie w drugiej potowie lat
dziewiecdziesigtych ubiegtego wieku, ale zwigzane byly one z dyskretyzacjg po
czasie, w zwigzku z czym dotyczyly bardziej zastosowan funkcji Trefftza do zagad-
nien opisanych réwnaniem Helmholtza niz do niestacjonarnych zagadnien prze-
wodnictwa cieplnego, [JQ96, QO00].

Funkcje Trefftza dla zagadnien niestacjonarnych przewodnictwa cieplnego
zostaty wprowadzone dopiero w latach 1999-2000, [H99, F99, CF00]. Ponizej
przedstawione sg przyktady zagadnien odwrotnych, rozwigzanych przy zastoso-
waniu T-funkcji.

Ponizej przedstawiono kilka przyktadéw rozwigzan niestacjonarnych zagadnien
odwrotnych przewodzenia ciepta. Podobnie jak w czesci 5.1 jako pierwszy przyktad
przedstawiono zagadnienie poczatkowo-brzegowe (zagadnienie proste).

B.9: Warstwa pfaska, zagadnienie poczatkowo-brzegowe, stygniecie

W pracy [G03] rozwazano dwa zagadnienia poczatkowo-brzegowe przewodze-
nia ciepta w warstwie pfaskiej we wspotrzednych bezwymiarowych (zagadnienia

stygniecia):

6T _ar

0<x<l1,t>0, (5.20)
8x 8t

b

7(0,£)=0=T7(1,7)
a ponadto w pierwszym zagadnieniu przyjeto warunek poczatkowy w postaci:
7(x,0)=T,, (5.21)

a w drugim w postaci:

T(x,0)=bx. (5.22)

Rozwigzanie Sciste zagadnienia z warunkiem (5.21) ma postac, [CJ59]:

4025' 2n+1 )exp(—(2n+1)27z2t),

o 2n+1
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zas dla zagadnienia z warunkiem (5.22) jest ono opisane funkcja, [CJ59]:
26 (D) 2 2
T\x,t)=— ) ————sin(nmx)exp\—-n"7"t).
(e.)== ;:1 —sin(nm) ol )

Rozwiazanie przyblizone tego zagadnienia 6, (x,t) w k-tym przedziale czasu
((k—l)At,kAt>, k=1.2,..., poszukiwane byto w postaci kombinacji liniowej T-funkgcji
dla réwnania (5.20), okreslonych wzorami (4.30). Stad:

N
O, (x.0) =) ckv,(x.0),
n=0

gdzie v,(x,t) oznacza n-ta T-funkcje dla réwnania (5.20), At to dlugos$¢ przedzia-
tu czasu, zas c,’j to nieznane wspétczynniki tej kombinacji liniowej. Wspdtczynniki

c,’j wyznacza sie minimalizujgc funkcjonat btedu, [G03], (por. (4.31)):

1 AT
1, = [(0,(x0) -6, (. A0) v + | (0,00.07 +6, (L0 )dt, k=12,
0

0

gdzie 6,(x,At)=T,.

RYs. 5.16. Rozwigzanie Sciste (Exact) i przyblizone (Approx), uzyskane przy 30 T-funkcjach dla
t € (0;0,15) dla zagadnienia stygniecia z warunkiem poczatkowym (5.21)

Rozwigzanie zagadnienia stygniecia z warunkiem poczatkowym (5.21) dla
T, =1 przedstawiono na rysunkach 5.16, 5.17 i 5.18, zas rozwigzanie z warunkiem

(5.22) dla b=1,0 — tylko na rysunku 5.18, gdyz pokazanie sytuacji w pierwszym
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przedziale czasu wystarcza do oceny przyblizenia opisu procesu stygniecia. Dtu-
gos¢ przedziatow czasu przyjeto rowng At =0,15 (bezwymiarowo). Na kazdym

rysunku zaznaczono 12 krzywych obrazujacych temperature w kolejnych chwilach
czasu od chwili (k—l)At+0,0125 do konca danego przedziatu czasu co 0,0125

(czas jest bezwymiarowy). Wyzej potozona krzywa oznacza temperature w chwili

blizszej poczatku danego przedziatu czasowego.
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RYS. 5.17. Rozwigzanie $ciste (Exact) i przyblizone (Approx), uzyskane przy 8 T-funkcjach dla

t € (0,15;0,30) dla zagadnienia stygniecia z warunkiem poczatkowym (5.21)
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RYs. 5.18. Rozwigzanie $ciste (Exact) i przyblizone (Approx), uzyskane przy 6 T-funkcjach dla

t € (0,30;0,45) dla zagadnienia stygniecia z warunkiem poczatkowym (5.21)
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Najwieksze trudnoéci z otrzymaniem dobrej aproksymaciji rozwigzania dokfad-
nego wystepowaty w poczatkowych chwilach czasu. Obrazujg to rysunki 5.16
i 5.19. Do otrzymania zadowalajgcych rezultatéw konieczne bylo wykorzystanie
30 T-funkcji (nazywanych takze wielomianami cieplnymi) do zbudowania aprok-
symaty rozwigzania doktadnego. W dalszych przedziatach czasu wystarczata
mniejsza liczba T-funkcji.

Rysunek 5.19 wskazuje, ze w dalszych przedziatach czasu stygniecie w przy-
padku procesu opisanego warunkiem poczatkowym (5.22) przebiega w sposéb
podobny do przedstawionego dla procesu opisanego warunkiem (5.21).

Approx Exact

RYs. 5.19. Rozwigzanie Sciste (Exact) i przyblizone (Approx), uzyskane przy 30 T-funkcjach dla
t € (0;0,15) dla zagadnienia stygniecia z warunkiem poczatkowym (5.22)

Obszerniejsza analiza tych przyktadéw zawarta jest w pracy [GO03].

B.10: Korpus turbiny

W pracy [G89] przedstawiono rozwazania dotyczace identyfikacji temperatury
wewnetrznej powierzchni korpusu turbiny cieplnej. Rozwigzan postawionych tam
zagadnien odwrotnych szukano metodg potencjatéw dla réwnania Helmholtza.
Zagadnienie to rozwazane byto takze w pracach [H99, F99, FMGAOQOQ] przy wyko-
rzystaniu funkcji Trefftza.

Korpus turbiny wykonany byt ze stali o parametrach fizycznych: ciepto wtasciwe
¢, = 576 J/(kgK), gestos¢ p = 7860 kg/m®, wspoiczynnik przewodzenia ciepta A =
30 W/(m K). Przekrdéj poprzeczny korpusu turbiny przedstawiono na rysunku 5.20.

Rozwazono dwa przypadki.

Pierwszy przypadek dotyczyt identyfikaciji temperatury wewnetrznego brzegu kor-
pusu turbiny na podstawie pomiaru temperatury w punkcie pierwszym (pomiar ozna-
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czony na rysunku 5.20 jako T;) przy zatozeniu, ze brzeg zewnetrzny jest cieplnie

izolowany, [F99]. Do obliczen przyjeto tu opis przekroju korpusu turbiny réwnaniem
we wspotrzednych walcowych, czyli rownaniem (3.32).

T,

R74p

L8]
A
‘?j %
rAl
719 =

NEIRE

RYS. 5.20. Przekréj poprzeczny korpusu turbiny

i

355

Drugi przypadek dotyczyt ,grubej” czesci korpusu, gdzie dokonano dwdch po-
miaréw, ktorych wyniki zaznaczono na rysunku 5.20 jako 7, i T;. W tym przypad-

ku identyfikowano temperatury obu brzegéw $cianki korpusu, zewnetrznego i we-
wnetrznego. Jako model Scianki turbiny przyjeto tutaj warstwe ptaska, [H99].

Przypadek 1
Czas rzeczywisty, w ktérym prowadzono pomiary temperatury 7;, wynosit 900
s, przy czym krok czasowy byt nieréwny i wynosit od 45 s do 180 s, a dane byly

niedoktadne. Dane te wygtadzono i zageszczono, przyblizajac zmiennos¢ funkgciji
splajnami trzeciego stopnia dobranymi tak, aby w punktach pomiarowych funkcja
T, byta klasy C*.

Temperatura poczatkowa korpusu wynosita 250°C.

Obliczenia prowadzono we wspotrzednych bezwymiarowych. Jako wymiar cha-
rakterystyczny przyjeto grubos¢ warstwy walcowej, réwng 0,08 m (por. dane z ry-
sunku 5.20). Do obliczen przyjeto nastepujace dane:

— bezwymiarowa grubos$¢ warstwy réwna 1,
— promien wewnetrzny: r, =0,7/0,08 =8,75,
— promien zewngtrzny: r, =0,78/0,08 =9,75,

— odlegtosc¢ od srodka do punktu pomiarowego: r'=0,74/0,08=9,25,
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— bezwymiarowy czas (jednej sekundzie odpowiadata liczba Fouriera (Fo)
o wartosci 0,001031 ); przedziatowi czasowemu, w ktérym dokonywano ob-

liczen, czyli przedziatowi (O; 900) sekund odpowiadat bezwymiarowy prze-
dziat (0;0,9279) Fo.
Zmierzone i skorygowane dane temperaturowe przedstawiono w tablicy 5.6.

TABLICA 5.6. Zmierzone i skorygowane wartosci temperatury 7,

Czas, Temperatura Temperatura Czas, Temperatura Temperatura
S zmierzona, °C skorygowana, °C S zmierzona, °C skorygowana, °C
15 - 250,71 330 - 305,08
30 - 252,52 390 - 313,92
45 250,0 255,00 450 322,27 322,27
60 - 257,74 540 333,94 333,94
75 - 260,57 630 344,69 344,69
90 265,97 263,37 720 354,60 354,60
135 271,46 271,46 780 - 360,77
180 281,33 280,33 870 - 369,41

225 288,13 288,13 900 372,14 372,14
270 295,96 295,56

Obliczenia temperatury wewnetrznego brzegu korpusu turbiny dokonano, wyko-
rzystujac T-funkcje pierwszego i drugiego rodzaju (wzory (3.39) i (3.42)) i stosujac
metode najmniejszych kwadratow. Wyniki przedstawiono na rysunku 5.21. Poréw-
nanie ich z wynikami osiggnietymi metodg potencjatéw w pracy [G89] wskazuje na
duzg zgodnosé wynikéw, jakkolwiek rezultaty osiggniete przy zastosowaniu meto-
dy Trefftza majg bardziej fizyczny charakter (por. rys. 5.21).

450 T T T T

410

370

+ ++ metoda potencjatow
— metoda Trefftza

330

290

250 | | | |
n 120 =40 540 720 900

rzas [5]
RYs. 5.21. Temperatura wewnetrznej powierzchni korpusu turbiny dla aproksymaciji rozwigzania
dziesiecioma T-funkcjami (po 5 pierwszego i drugiego rodzaju)
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Przypadek 2
Czas rzeczywisty, w ktérym prowadzono pomiary temperatur 7, i 75, wynosit

7200 s, przy czym krok czasowy byt réwny 600 s, a dane byly niedoktadne.
Temperatura poczatkowa korpusu wynosita 100°C.

Dane do obliczen byty nastepujace:

— promien wewnetrzny: r,, =0,700 m,

— promien zewnetrzny: r, =0,925 m,

— krok czasowy pomiaréw: 600 s,

— temperatura poczatkowa: T, = 100°C,

— odlegtosci od srodka do punktéw pomiarowych, gdzie mierzono temperatury
I,iT, :n=0719m, r,=0,875m.

Wprowadzenie wspoétrzednych bezwymiarowych:

r—r, at

X=——>" oraz r=———,
rz - rw (rz - rw)
gdzie t oznacza czas rzeczywisty, zas a =/1/ pc, , pozwala utozsamiac rozpatry-

wany obszar z przedziatem 0<x<1. Punkty, w ktérych mierzono temperature
z krokiem czasowym wynoszacym 0,079 (bezwymiarowo), majg wspotrzedne odpo-
wiednio x, = 0,084 i x3 = 0,778. Wartosci pomiaréw zestawione zostaty w tablicy 5.7.

TABLICA 5.7. Zmierzone wartosci temperatury 7, i T,

Czas [s] Temperatura 75, °C Temperatura 73, °C
600 358 186
1200 404 258
1800 431 311
2400 449 347
3000 460 371
3600 467 387
4200 472 397
4800 475 403
5400 477 408
6000 479 411
6600 479 412
7200 479 412
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Do obliczen wykorzystano 20 T-funkgji (wielomiandw cieplnych) okreslonych
wzorami (3.31). Wspétczynniki kombinacji liniowej okre$lajgcej rozwigzanie przybli-
zone, 6(x,7), wyznaczono minimalizujac funkcjonat btedu przyblizenia warunku

poczatkowego i pomiaréw w punktach wewnetrznych:
1
1=[[00c0) -1, Fx+ Y [00e,.7,) - B, )F + D [00,7,) - T(,)F,
0 m m

gdzie 7,,7,,... sg kolejnymi chwilami, w ktérych dokonywano pomiaru (ostatni po-
miar miat miejsce w chwili 7, = A7 =0,942 ). Zagadnienie rozwazane byto w catym
przedziale 0 <t < At.

Otrzymane rozwigzanie dla chwil czasu powyzej 1000 s silnie falowato, co byto
spowodowane niedoktadnoscig danych pomiarowych. W zwigzku z tym dane te
estymowano krzywymi regresji. Metoda najmniejszych kwadratéw otrzymano na-
stepujace wielomiany czwartego stopnia, estymujgce wyniki pomiaréw, [H99]:

T(x,,t) =~ 295,7879 + 947,808¢ — 2008,295¢* +1982,268¢° — 742,970¢*,

T(x;,t) ~86,89646 +1450,3355¢t — 2602,465¢> +2199,9075¢° —724,779¢*.

Duza warto$¢ wspotczynnika korelacji wielorakiej (wynoszaca 0,9999) zdaje sie
potwierdzaé stuszno$¢ wyboru takiej postaci krzywej regresji. Dla tak ,uciaglonych”
i wygtadzonych danych, identyfikacja temperatury na brzegu zewnetrznym data dla
20 T-funkcji zadowalajace rezultaty. Przedstawiono je na rysunku 5.22, gdzie takze
poréwnano wyniki z rezultatami otrzymanymi w pracy [G89] metoda potencjatéw
dla réwnania Helmholtza.

400 400

b)

temperatura [C]
temperatura [C]

200 . 200
3000 6000 3000 £000
| I [=] ' ' (5]

metoda Trefftza
+ + + metoda potencjatow

RYS. 5.22. Temperatura: a) wewnetrznego, b) zewnetrznego brzegu korpusu turbiny aproksymo-
wana T-funkcjami (N = 20) oraz obliczona metoda potencjatow dla réwnania Helmholtza
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Na rysunku 5.22 zauwaza sie duzg zgodno$é wynikow uzyskanych metodg
Trefftza i metodg potencjatéw, jakkolwiek wielomiany cieplne zdajg sie posiadac
przewage przy identyfikacji temperatury brzegu wewnetrznego korpusu turbiny.
W profilu temperatury obliczonej metodg potencjatéw dla réwnania Helmholtza
widoczne jest bowiem ,zafalowanie” wartosci temperatury dla matych czasoéw, dla
ktérego trudno znalez¢ wyttumaczenie fizyczne.

B.11: Walec

W pracy [S04] rozwazano zagadnienie odwrotne w walcu kotowym o promieniu
R iwysokosci H . Rozktad warunkéw brzegowych i przykiadowe potozenie punk-
téw pomiarowych przedstawiono na rysunku 5.23.

7 A
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z otoczeniem
o temperaturze Ty,
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RYs. 5.23. Rozktad warunkéw brzegowych i przyktadowe potozenie punktéw pomiarowych

Pole temperatury T(F, z, t_) zapisano we wspotrzednych bezwymiarowych jako
S(r,z,t), przy czym ubezwymiarowienie przebiegato zgodnie ze wzorami:

, re <0,1>

t:% (liczba Fouriera),
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Bi :% (liczba Biota),

g=L=0 A
TO_TW IDC

gdzie: T;, — temperatura poczatkowa, 7, — temperatura otoczenia walca, 4 — wspot-

w

czynnik przewodzenia ciepta, p — gesto$¢, ¢ — ciepto whadciwe, o — wspotczynnik

przejmowania ciepta.
Bezwymiarowa temperatura $(r,z,¢) spetiata we wspoirzednych bezwymiaro-
wych réwnanie (3.49) dla (r,z)e(o,l)x(o,%j i t>0. Przyjeto dla niej nastepujace

warunki poczatkowy i brzegowe:

9(r.20)=1 da (r2)<(0.1)x (o%j ,
29 da re(0,1)i >0,
Oz |(;.0,)
%.FBI,Q =0 dla re(O,l)i t>0,
aZ r,—,t
R
L dla ZG[O,Eji t>0,
Or {(0.2.1) R

przy czym ostatni warunek wynika z symetrycznego rozktadu temperatury wzgledem
R

osi walca. Bi :a7 oznacza liczbe Biota, gdzie «a to wspodtczynnik przejmowania

ciepta. Ponadto znane sg pomiary temperatury 7 (p=12,..,P)w P punktach

wewnetrznych walca dla wybranych chwil ¢,, wygenerowane numerycznie z rozwig-
zania dokfadnego, [G84]:

Hr,z,t)= zz 4J, (ﬂ;)SiH(Vm) i Jo(”/lk)COS(Z?/m)e_(Vka )
S (o) + (o)) 7w +055in2y,,)

b

gdzie u, s dodatnimi pierwiastkami rébwnania Bictgu =y, zas y,, s pierwiast-
kami réwnania J,(y)Bi=J,(y)y , gdzie J,(z) to funkcje Bessela | rodzaju, rzedu
n, [M64].
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o0(r,z,t)

Poszukuje sie rozktadu pola temperatury $(r,z,t) i strumienia ciepta 5
A

na brzegu walca r =1.
Aproksymacje rozwigzania w kolejnych przedziatach czasowych <(k—1)At,kAt>,
k =1,2,... konstruuje sie w postaci kombinacji liniowej T-funkciji:

N n
0" (r,z,t) = ZZaﬁp(pnp (ryz,0).

n=0 p=0

Nieznane wspétczynniki tej kombinacji wyznaczane sg poprzez minimalizacje
funkcjonatu I, dopasowania aproksymaty do warunkéw brzegowych, wynikéw

pomiaréw i warunku poczatkowego:

L%
I = ! ! (6" (2. k ~ DA - 0 (1,2, (k = 1)A0) f drdz +

2
kAt

1 06" 09
SRR

(k=1)At (r.0.)

dtdr +

2

—BiS(r,1,t) | ddr +
(r,l,t)

1 kAt k
06 . 089
+2|)A I E +Bl€k(r,1,t)——

(k=1)At (r.1,0) z

% kAt

00*
(O,z,t)

2
dtdz +22(0k(r*1zp’tm)_Trf)z’
z,t) p m

0 (k-1)At

gdzie " oznacza powierzchnie cylindryczng wewnatrz walca, na ktérej symulowa-
no pomiary temperatury.

Wartos¢ btedu wzglednego &, identyfikacji temperatury w walcu dla ustalonej

chwili czasu (¢ = const) policzono w normie L* (por. (5.6)):

5 L=l
9],
Do obliczeh przyjeto nastepujace warto$ci:
- R=H=0,05m,
— A=42Wim?,
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- a=1,1610°m?s,

— a=2000 W/(m?K), co oznacza Bi = 2,381,

— 1 s odpowiada liczbie Fouriera Fo =0,00464,

— temperatura otoczenia 7,, =0°C,

— temperatura poczatkowa T, =50°C,

— bezwymiarowy krok czasowy At = 0,002 (okoto 0,43 s).

Rozwazono dwa przypadki potozenia punktdéw pomiarowych:

a) punkty pomiarowe w odlegto$ci 5 mm od brzegu walca (" =0,9),

b) punkty pomiarowe w odlegtosci 2 mm od brzegu walca (7 =0,96).

Wyniki pomiaréw symulowano numerycznie dla pieciu czujnikdw symetrycznie
rozmieszczonych réwnolegle do osi 0z (" =0,9 lub ™ =0,96), a nastepnie
zaburzono btedem losowym o rozktadzie normalnym, o Sredniej zero i odchyleniu

standardowym 0,02, tzn. N(0O; 0,2). Obliczenia wykonano dla pierwszych czterech
przedziatow czasowych (k =1,2,3,4).

Rozwigzanie przyblizano kombinacjg 18 T-funkcji pierwszego rodzaju. Rozktad
temperatury w czasie na pobocznicy walca o bezwymiarowym réwnaniu » =1 dla
dwoch wybranych przedziatdw czasowych (pierwszego i trzeciego) przedstawiono
na rysunkach 5.24, 5.25, 5.26 i 5.27.

&z
<>
P

RYs. 5.24. Rozktad temperatury na brzegu walca r = 1 w przedziale czasu (0; 0,02). A — tempera-
tura doktadna U, B — aproksymata @ dla »* = 0,9, C — aproksymata & dla ** = 0,96. Dane obar-
czone btedem losowym, 5 punktéw pomiarowych
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o, =0.0341 o, =0.0277

RYs. 5.25. Réznica pomigdzy doktadnym i przyblizonym rozwigzaniem na brzegu walca r = 1
w przedziale czasu (0; 0,02). Po lewej — dla ¥* = 0,9, po prawej — dla »** = 0,96

RYs. 5.26. Rozktad temperatury na brzegu walca r = 1 w przedziale czasu (0,04; 0,06). A — tem-
peratura doktadna U, B — aproksymata & dla r* = 0,9, C — aproksymata 6 dla »** = 0,96. Dane
obarczone btedem losowym, 5 punktéw pomiarowych

5, =0,0049 5, =0,0032

RYs. 5.27. Réznica pomigdzy doktadnym i przyblizonym rozwigzaniem na brzegu walca r = 1

w przedziale czasu (0,04; 0,06). Po lewej — dla r* = 0,9, po prawej — dla r** = 0,96
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B.12: Kwadrat, trzy rodzaje MEST, regularyzacja energetyczna

W pracy [GL10] rozwazono zagadnienie odwrotne wymiany ciepta w kwadracie,
stosujac MEST. Celem pracy byto poréwnanie doktadnosci identyfikowanej tempe-
ratury w przypadku wykonania obliczen przy zastosowaniu MEST ciagtej, nieciagtej
oraz bezweztowej, oraz przy zastosowaniu regularyzacji energetycznej (minimali-
zacja defektu strumienia ciepta, wzrostu entropii oraz rozproszenia energii, por.
przykiad B8).

Rozwazane jest réwnanie przewodnictwa cieplnego w kwadracie:

AT =0T /6t (x,y)e(0,1)x(0,1) , £€(0,z,), (5.23)

Zz warunkami:

T(x,y,t)L:O = To(x,y) ,

T(xay,t)|x:0 = hl (yvt) = ey+2t

a_T(x,y,t) =h,(x,t)= ot
oy

y=1

oT

_(xayat) :h3(x’t):ex+2t
Oy

»=0

T(l_é‘b’yivtk)znk'

Ty oznaczajg wartosci zmierzonych temperatur w [ punktach odlegtych
0 &, €(0;0,99) od brzegu x =1 kwadratu w chwilach ¢, , i=1,..,1; k=1,..,K .

Rozwigzania poszukuje sie przy pomocy MEST osobno w kazdym elemencie,
aproksymujac je w j-tym elemencie kombinacjg liniowa T-funkcji V,,(x,y,t) okre-
$lonych wzorem (3.35):

N
T/(x,y,t) zT'j(x,y,t)zz“c-,fle(x,y,t), (5.24)
n=1
co w efekcie prowadzi do funkcji bazowych typu pokazanego w przyktadzie B8.
Rozwazane beda, podobnie jak w przyktadzie B8, trzy rodzaje MEST:

1. Ciagta we wspolnych weztach. Elementy skonczone sg czasoprzestrzenne, jak
pokazano na rysunku 5.28. Poza przyjeciem funkcji Trefftza za funkcje bazowe
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MEST nie rézni sie od MES. Jednak takie przyjecie funkcji bazowych powoduije,
ze rozwigzania poszukuje sie w klasie funkcji, spetniajacych rownanie (5.23).

t ‘r‘_D 25 o

¥
RYs. 5.28. Czasoprzestrzenny element skonczony w przypadku temperatur ciggtych w weztach
2. Brak ciggtosci temperatur w weztach pomiedzy elementami (rys. 5.29). W tym

przypadku, aby zachowaé fizyczny sens rozwigzania, konieczne jest minimali-
zowanie nieciggtosci temperatury pomiedzy elementami.

v A
30 Jedz 5]
9 A 4
=] 3440 4 "
’ =] B HEETEIE z
A T T Ll
a7 |1V, 53
10446 29
<) AT 5
g4d 1]
TLA3 19

¥

RYsS. 5.29. Czasoprzestrzenny element skonczony w przypadku temperatur nieciggtych w weztach

3. MEST bezweztowa. Przedziat czasu dzielony jest na podprzedziaty. W kazdym
podprzedziale czasowym obszar € dzielony jest na elementy Q ., j=1,...J.

W kazdym elemencie temperatura jest aproksymowana liniowg kombinacjg
T-funkcji. Wartosci koncowe w przedziale czasowym poprzedzajgcych rozwa-
zany przedziat czasu sg dla niego wartosciami poczatkowymi. Dla pierwszego
przedziatu czasowego wartosci poczatkowe wynikajg z warunku poczatkowego.
Wspotczynniki kombinaciji liniowej T-funkcji okredla sie minimalizujac funkcjonat
opisujacy niedoktadnos¢ przyblizenia, majacy postac zblizong do (4.31). Mozna
w nim uwzgledni¢ cztony zwigzane z regularyzacjg energetyczna.
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W celu polepszenia wynikow obliczen funkcjonat celu moze zawieraé jeden
z trzech czionéw (lub wszystkie trzy z wagami) regularyzacji energetycznej, ktére
w przypadku zagadnienia niestacjonarnego przyjmujg nastepujgcg postac:

— defekt strumienia ciepta na granicach pomiedzy elementami:

~ \2
Zjd j{ "’] dr, (5.25)
Lj 0 T, .i

— defekt produkcji entropii na granicach pomiedzy elementami:
of 107
Zjdzj [L—f—é—f} dr, (5.26)
Li 0 T Tz ani Tj an./'

— defekt rozproszenia energii na granicach pomiedzy elementami:

) 2
S j[ |- Sl U 527
Lo oT,

gdzie 7, jest momentem korcowym rozwazanego przedziatu czasowego, a I ;
jest wspdlnym brzegiem sasiadujgcych elementdw, i-tego i j-tego.

Funkcjonat opisujgcy niedoktadnosc¢ przyblizenia w elementach rozwigzania do-
ktadnego kombinacjg liniowg T-funkcji z jednym z cztondéw regularyzacji energe-
tycznej ma postaé:

J= ZI X y, - f(x, y))de+ZIdtI 0 y, (y,t))zdF+

O (1) (x,t)jzdFJr

~ 2 €
O (30,6~ (x,t)] df+ztfdfj(7f—ff)zd”
i0 T ALY

I (o)1,

+Jyr albo+J g, albo +Jpp,
x=1-5,
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gdzie:

Minimalizacja tego funkcjonatu prowadzi do wyznaczenia przyblizonego rozwig-
zania problemu.
Gdy jako dodatkowy czton wybrany jest funkcjonat J,., warunek konieczny

minimum funkcjonatu prowadzi do uktadu réwnan algebraicznych. W przypadku
gdy ukfad ten jest Zle uwarunkowany, mozna do jego rozwigzania wykorzystac
metode regularyzacji Tichonowa, [TA77].

Sytuacja jest nieco bardziej skomplikowana, gdy jako dodatkowy czion wybiera
sie jeden z dwdch pozostatych funkcjonatéw, gdyz zawierajg one skiadniki nieli-
niowe. W takim przypadku catki mozna zastgpi¢ sumami. Otrzymany w procesie
minimalizacji funkcjonatu uktad réwnan algebraicznych jest nieliniowy. W celu jego
rozwigzania stosuje sie wtedy metode Newtona, przyjmujgc jako przyblizenie ze-
rowe rozwigzanie otrzymane dla funkcjonatu J ;. .

Btedy rozwigzania bada sie w normie maksimum oraz w normie i H":

5 = mas [la)-Tloni ]
(7 1/2
I(T(x’y”)—T(x,y,t))de
=)t -100% ,
2 IT (x, 2/ dQ
L Q
— T 2 ~ 7 2
(i s (2] (-2
. 2 2 100%
jT("’yaf)er(aT(x’y’t)j NEACS TN NN
Q ox ay
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zas blad na brzegu, gdzie identyfikowana jest temperatura, jest obliczany zgodnie

Ze wzorem:
1/2

]idt.i.(f(l’y’t)_T(t»y,f))zdy

oL,| = — -100%.
Jdt'[T(l,y,t)z dy
0o 0

Wyniki pomiaréw w wewnetrznych punktach kwadratu symulowane sg na pod-
stawie rozwigzania Scistego, ktére w rozwazanym zagadnieniu ma postac:

T(x,y, t) = exp(x +y+ 2t) .

Jako bezwymiarowy przedziat czasu przyjeto (O; 0,01>. Wartosci ,zmierzonych”
temperatur w punktach (1—5b,yi), gdzie y; € {0,1, 0,2, 0,3, 0,4, 0,6, 0,7, 0,8, 0,9},
obliczono z rozwigzania doktadnego dla chwil ¢ € {0,0025, 0,0050, 0,0075, 0,01}.

Przyjeto o, € (0, 0,99). Dla ¢, = 0 zagadnienie staje sie problemem poczatkowo-
brzegowym.

Rozwazany kwadrat podzielono na 4 dwunastoweziowe czasoprzestrzenne
elementy typu pokazanego na rysunkach 5.28 i 5.29. Potozenie punktéw pomiaro-
wych zaznaczono na rysunku 5.30, gdzie pokazano tylko przestrzenny wymiar
elementéw skornczonych.

¥ h,(x)

D D,
lll(y)

- — |- - — -

D I

z 3 ,ﬂ, RYs. 5.30. Przestrzenny wymiar elementéw skon-
L

czonych, warunki brzegowe i potozenie punktéw

h 3(X) X pomiarowych

Btedy identyfikowanej temperatury na podstawie niezaburzonych danych w punk-
tach wewnetrznych przy wykorzystaniu trzech typéw MEST oraz trzech rodzajow
regularyzacji energetycznej przedstawione sg w tablicy 5.8.

Z tablicy 5.8 wynika, ze poszczegdlne rodzaje regularyzacji dajg bardzo podob-
ne efekty, ale po uwaznym przeanalizowaniu wynikow wydaje sie, ze najlepsze
wyniki daje MEST bezweztowa.
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W dalszej analizie zaburzono wyniki symulacji numerycznej pomiaréw w punk-
tach wewnetrznych kwadratu btedem losowym o rozktadzie normalnym, wartoscig
Srednig zero i odchyleniem standardowym réwnym 0,05. Normy btedéw przyblize-

nia temperatury w kwadracie, JL,, oraz temperatury na brzegu x=1, JL, Y

zaburzonymi temperaturami w punktach pomiarowych przedstawiono w tablicy 5.9.

TABLICA 5.9. Btad JL, jako funkcja odlegtosci o, od brzegu x = 1 i btad przyblizenia temperatury
na brzegu x = 1 dla zaburzonych danych pomiarowych

s MEST bezweziowa MEST ciagta w weztach MEST nieciagta w weztach
’ oLy, % 52‘2 x:l’% SLyy % oL, le’% oLy, % oL, x:l’%

0 0,3916 0,5071 0,3138 0,1969 0,3097 0,2177
0,1 0,7204 1,4844 0,3065 2,4440 0,3332 0,3082
0,2 1,2183 2,5965 0,2509 0,2001 0,4766 0,5640
0,3 1,0455 0,6235 0,2532 0,1345 0,4735 0,5200
04 0,9212 0,8840 0,3239 0,1462 0,3289 0,2339
0,5 0,6929 0,4371 0,3787 0,1505 0,4398 0,1588
0,6 0,9228 0,8737 0,2949 0,1299 0,3094 0,0892
0,7 1,1008 0,9198 0,2464 0,0994 0,3015 0,0898
0,8 1,1216 0,3904 0,2471 0,0961 0,3121 0,0896
0,9 0,7263 0,4261 0,2935 0,1293 0,3186 0,0889
0,99 0,4265 0,3864 0,4372 0,2206 0,4371 0,0879

Widoczne jest, ze zaburzenie danych pomiarowych znacznie zwiekszyto btad
éILzLC:l (o rzad lub nawet o dwa rzedy wielkosci). Podobna sytuacja miata miejsce

dla btedu JL, , ktérego wartosci sa przedstawione w pracy [GL10].

Dane te nastepnie wygtadzono kombinacjg liniowg osiemnastu T-funkcji. Obli-
czenia prowadzono przy wykorzystaniu MEST bezweztowej. Poréwnanie rozwia-
zania dla danych doktadnych i dla danych zaburzonych wygtadzonych przedsta-
wiono na rysunku 5.31. Widoczne jest, ze wygtadzenie radykalnie poprawito do-
ktadnos¢ obliczen.

Szersza analiza przedstawionego problemu zawarta jest w pracy [GL10].
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Rys. 5.31. Btad S, pola temperatury dla danych pomiarowych doktadnych i zaburzonych wygta-

dzonych

5.3. ZAGADNIENIA OPISANE ROWNANIEM FALOWYM

Zagadnienia odwrotne dotyczace identyfikacji warunkéw brzegowych rozwigzy-
wane metodg Trefftza przy petnym uwzglednieniu zaleznosci rozwigzania od czasu
dla réwnania falowego pojawity sie w literaturze dopiero w pierwszej dekadzie XXI
wieku. Wczesniej zagadnienia tego typu rozwigzywano metodg Trefftza przy uprzed-
nim sprowadzeniu réwnania falowego do réwnania Helmholtza, nazywanego czasa-
mi zredukowanym réwnaniem falowym, [SHA82, BS87, CLKY03, LLHCOQ7]. Zagad-
nienia identyfikacji warunkéw brzegowych dla réwnania falowego bez sprowadzania
ich do postaci rébwnania Helmholtza byty wczesniej rozwazane [G82, G85], nawet
z uzyskaniem rozwigzania doktadnego, [G82], ale bez stosowania metody Trefftza.
Pierwsze wyniki dotyczace przyblizonego rozwigzywania zagadnieh poczatkowo-
brzegowych i zagadnien identyfikacji warunkéw brzegowych metodg Trefftza dla
réwnania falowego opublikowane zostaly przez Macigga, [M09, M09a]. Pewne wa-
runki dotyczace stabilnosci rozwigzania zagadnienia odwrotnego dla réwnania falo-
wego dyskutowano w pracy [BY09].

B.13: Drgania kwadratowej membrany, zagadnienie poczatkowo-brzegowe

W monografii [M09] przedstawiono rozwigzanie zagadnienia drgan kwadratowej
membrany. Problem opisany jest rownaniem (3.54) dla (x,y)eQ i >0, gdzie

Q= (0,1)>< (0,1). Warunki poczatkowe i brzegowe przyjeto w postaci:

u(x, y,0)= 0,05 sin (7 )sin (zy ),
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Rozwigzanie Sciste problemu jest znane i ma postaé, [MO09]:
U(x,y,t)=0,05 sin(m)sin(@/)cos(ﬂ\/zt).

Zagadnienie rozwigzano bezweziowg MEST. W kazdym elemencie rozwigzanie
przyblizone przyjmowano w postaci analogicznej do (5.24), tzn.:

N
w (6, p,0= eV, (), j=1..K, (5.28)

n=l1

w ktorej wykorzystano T-funkcje (wielomiany falowe) przedstawione w czesci 3.4.1.
Poniewaz wsrdd nich jest 1 wielomian stopnia zerowego, 3 stopnia pierwszego,
5 stopnia drugiego, 7 stopnia trzeciego itd., wiec we wzorze (5.24) przyjmowano
N=1,4,9, 16, 25, 36, .... Przykladowo N =25 oznacza wykorzystanie wszyst-
kich T-funkcji od stopnia zerowego do stopnia piatego wigcznie.

Funkcjonat opisujacy $redniokwadratowe dopasowanie rozwigzania przyblizone-
go kombinacja liniowg T-funkcji do warunkéw poczatkowych i brzegowych w elemen-
tach ma w tym przypadku postac nastepujaca:

J=3 [ (u;(x, ,0) - 0,05 sin (mx)sin (z)) dD +

2 ‘,
J dD + z.[dtj(ui(x,y,t))zdr+
(x..0) 0 T

i

ou.
2%

+Z]gdt j(u —uv/)zdl“ﬁ—ztj.dtrj. [%—%lzdn

Lj 0 T Li 0 T, "

gdzie D, to elementy skonczone, za$ I; to ich brzegi.
Dla punktu (0,5; 0,5), bedacego srodkiem membrany, zbadano nastepnie btad

przyblizenia, okreslony wzorem:

KAt
[[U(0.5:0,5:1)~ u(0,5:0,5;1)F
E = 0

KAt ’

[[U(0.5:0,5:0)F ar

gdzie K jest liczbg krokéw czasowych.
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Wielkos¢ btedu E' w zaleznosci od liczby elementéw J =n,_ -n, w jednym kroku

czasowym, liczby T-funkcji &V, dtugosci kroku czasowego At oraz liczby krokéow
czasowych K przedstawia tablica 5.10.

TABLICA 5.10. Btad aproksymacji w punkcie (0,5;0,5) (w $rodku membrany) w zaleznosci od

liczby elementdw J, T-funkcji NV, krokdw czasowych K i wielkosci krokéw czasowych At

At=0,1 At=0,5
J=nn, N K=2 K=3 K=2 K=3
4 0,67 0,67 0,98 0,99
4=2.2 16 0,13 0,13 0,456 0,599
36 0,0025 0,0027 0,266 0,022
4 0,4 04 0,99 1
9=3-3 16 0,0059 0,127 0,33 0,456
36 0,00009 0,00022 0,0064 0,0073
4 0,27 0,268 1,04 1,02
25=5.5 16 0,0013 0,0027 0,295 0,415
36 0,00006 0,00008 0,0022 0,0024

Widoczne jest, ze bardzo dobrg aproksymacje rozwigzania otrzymuje sie dla
niewielkiej liczby elementéw skonczonych, jesli liczba T-funkcji, wykorzystanych do
zbudowania rozwigzania przyblizonego, jest wystarczajgco duza.

Zaleznos¢ btedu E od liczby krokéw czasowych K w przypadku podziatu obsza-
runa J=3-3=9 elementéw dla N = 49 T-funkcji oraz dla Ar=0,5 przedstawia

tablica 5.11.

TABLICA 5.11. Biad aproksymacji £ w punkcie (075; 0,5) (w $rodku membrany)
w zaleznosci od liczby krokéw czasowych K

K 1 3 5 7 9 10

E 0,0003 0,001 0,0014 0,0017 0,0021 0,0023

Widoczne jest, ze doktadno$¢ przyblizenia rozwigzania $cistego rozwigzaniem
przyblizonym jest bardzo dobra nawet dla duzej liczby krokéw czasowych. Warto
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doda¢, ze w monografii [M09] dokonano takze obliczen stosujac MEST ciagta
i MEST nieciagta; otrzymane wyniki dla tych samych danych opisujgcych rozwig-
zanie byty znacznie gorsze.

B.14: Drgania kwadratowej membrany, identyfikacja
warunkéw brzegowych

W pracy [M09a] rozwigzano zagadnienie odwrotne dotyczace drgania kwadra-
towej membrany zajmujacej obszar Q2 = (O,l)x (O,l) przy nastepujgcych warunkach

poczatkowych, brzegowych i wynikajacych z symulowanych pomiardow:
u(x,7,0)= x(x-1)y(y 1),

ou

-0,
8l‘(

x,.,0)
u(0, y,¢)=u(x,0,£)=u(x,1,)=0.

W celu zasymulowania pomiaréw w wewnetrznych punktach kwadratu przyjeto
jednorodny warunek takze na boku x =1:

u(l,y,t)zO.

Zaktada sie, ze ten warunek nie jest znany, lecz znane sg ugiecia membrany
w trzech wewnetrznych punktach oddalonych o £od boku x=1:

u(l—¢,0,25,1)=u,(t),
u(l—¢,0,50,1)=u, (),
u(l—£,0,75,1)=u;(z).
Gdy £ >0, mamy do czynienia z zagadnieniem odwrotnym, dla ktérego po-
szukiwane bedzie rozwigzanie w catym obszarze, w szczegdlnosci zas na brzegu

x=1. W ogoélnym przypadku ugiecia membrany mogg by¢ znane na catej linii
x=1-¢.

Wartosci funkciji u; (t) , 1=1,2,3, otrzymuije sie z rozwigzania doktadnego, [M09al]:

u(x, y,1) —Ei([ _1][ ]sm knx)sm(lmc)cos( K’ +lzﬂ1j}

Py K

3
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Warto zauwazy¢, ze rozwigzanie doktadne jest wyrazone przez szereg nieskon-
czony. Przy obliczaniu jego wartosci dla konkretnych wartosci zmiennych x,y,¢ wystapi
w sposo6b nieunikniony btad zwigzany z uwzglednieniem skonczonej liczby wyrazéw.

Rozwigzanie przyblizone, poszukiwane w caltym obszarze w j-tym przedziale
czasu, ma postac (5.28). Wspdtczynniki przy T-funkcjach oblicza sie minimalizujac
funkcjonat:

I= “[u(x,y,())— x(x =)y (y —1)f dxdy +j j {Z_L;

j u(0, y,1)) dydt++ﬁ (u(x,0,2))’ dxdt +

0

2
:l dxdy +
(x.,0)

J’_

ce—

e s [13 - 02560, 0) et

Wartosci ugie¢ brzegu x =1 otrzymane w wyniku rozwigzania tego zagadnienia
dla niezaburzonych danych wejsciowych przedstawiono na rysunku 5.32. Widoczne
jest, ze im dalej sg wewnetrzne odpowiedzi temperaturowe od brzegu, tym gorzej
jest on przyblizany, jakkolwiek i tak odchytki od wartosci zero sg bardzo mate.

0.003 0.003
0.002 0.002
0.001 0.001
0 02 0.4 0.6 0.8 1 0 02 0.4 0.6 08 1
i 1
—0.001 ~0.001
~0.002 ~0.002
a
(a) (b)
-0.003 ~0.003
0.003
0.002
0.001
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
t
-0.001
~0.002
(c)
-0.003

RYs. 5.32. Doktadne i przyblizone wartosci ugie¢ w czasie w punkcie brzegowym (1;0,5) w przy-
padku wykorzystania T-funkcji do stopnia si6dmego dla (a) £= 0, (b) £= 0,05, (c) €=0,3
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W przypadku danych zaburzonych, do ich wygtadzenia uzywa sie takze T-funkgciji.
Zatozmy, ze dane w punktach wewnetrznych sg okreslone wzorem:

“1?1 =Uy (1 +Su ),

gdzie u, =u(l—&;(k-1)-0,1;(/-1)-0,1), za$ &, to zaburzenia wyrazajace sie
utamkiem nieprzekraczajacym, powiedzmy, wielkosci +0,02 (czyli zaburzenie miato
rozktad normalny N(O, 0,02)). W pracy [M09a] wykazano, ze wyniki otrzymane na
podstawie danych zaburzonych i niewygtadzonych sg praktycznie bezuzyteczne,
gdyz bledy rozwigzan przyblizonych sa rzedu tysiecy procent.

Wygtadzenie danych zaburzonych osigga sie, opisujac kombinacjg liniowg u,
T-funkcji zgodnie z formutg (5.28) i wyznaczajac wspotczynniki tej kombinaciji
z warunku minimum funkcjonatu:

3, (1= 85(k =1)- 0,131 =1)- 0,1)—uf; .

il

Wyniki otrzymane na podstawie danych wygtadzonych sg obarczone btedem
nieprzekraczajacym btedu danych wejsciowych.
Szczegdty analiz mozna znalez¢ w pracy [M09al.

5.4. ZAGADNIENIA SPREZYSTOSCI

Zagadnienia odwrotne sprezystosci (a takze termosprezystosci i innych przypad-
koéw pol, sprzezonych z polem naprezen i odksztatcen) sg gtdwnie wywotane ko-
niecznoscig pozyskania informacji dotyczacych witasnosci odksztatcalnych ciat lub
struktur. Matematyczne i numeryczne techniki identyfikacji danych natury geome-
trycznej, takich jak: szczeliny, ubytki kawitacyjne czy inkluzje byty przedmiotem ba-
dan wielu autoréw, np. [AHD99, ABB99, FOP04, K95, NK95, BD02, NG04] i in. Ba-
dano fale mechaniczne, [LOOa], wyznaczano parametry fizyczne, takie jak: modut
sprezystosci, gestos¢, predkos¢ fal w powigzaniu np. z badaniami sejsmicznymi,
[WO03], zajmowano sie identyfikacjg zrodet lub niedostepnych warunkéw na brzegach
(tzw. problem Cauchy’ego w sprezystosci), [CDJP01, KMF91, ML02, MLO3, HHS05]
i wieloma innymi. Szeroki przeglad takich artykutéw zawarto w pracy [BC05]. Nie
sygnalizowano jednak wykorzystania funkcji Trefftza do rozwigzywania zagadnienh
identyfikacji obcigzen brzegu, a ponadto zajmowano sie tylko zagadnieniami stacjo-
narnymi lub sprowadzonymi do postaci niezawierajgcej zmiennej czasowe;j.

Pierwsze prace, stosujgce metode Trefftza do zagadnien odwrotnych elastokine-
tyki, pojawity sie dopiero w pierwszej dekadzie XXI wieku. Na og6t byty one sprowa-
dzane do réwnanh niezawierajgcych explicite zmiennej czasowej, por. np. [JL99,
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BJKO5, MP05, GMO07]. Zagadnienia odwrotne identyfikacji obcigzenia brzegu,
uwzgledniajgce zmienng czasowa, sg nieliczne, [JMRY03, M09, M09a, GMMO09].
Jedno z takich zagadnien, rozwazane w pracy [M09a], przedstawiono ponizej.

B.15: Kwadrat, identyfikacja przemieszczen na czesci brzegu

Rozwazany jest ptaski stan odksztatcenia w kwadracie:
(x,y)eQ=(-1,1)x(~1,1).

Wzgledem réwnania (3.121a) stosuje sie podstawienie Lamégo, (3.122). Otrzymuje
sie réwnania falowe (3.123), opisujgace potencjat skalarny @ i potencjat wektorowy .
W przypadku ptaskiego stanu odksztatcenia potencjat wektorowy ma rézng od zera
tylko sktadowg l//(x, y,t) w kierunku osi 0z. Przemieszczenie wyraza sie przez po-

tencjaty wzorem:

w=lu, (x.y.0)u, (x..0)]= {a(p(;;y 1) + ayj(gy’y ’t), w(;,}y 1) ay/(;;y’t)}

a naprezenia przez przemieszczenia wyrazajg sie wzorami:

0 0
O'XX:(ZIU-}Z)OMX +ﬂ/&’ O-xy:/u %4_& :O-vx’
ox oy oy Ox |
0 0
O_yy:/ﬂt&ux+(2#+;t)ﬁ, .= %Jrﬂ .
ox Oy ox Oy

Réwnania (3.123) to dwa oddzielne réwnania falowe, lecz dla rozwazanego ob-
szaru sg one sprzezone poprzez warunki poczatkowe i brzegowe. Przyblizone
rozwigzania tych réwnan przyjmuje sie w postaci:

N N
oxp=D al,, wry=) a4V},
n=1 n=l1

gdzie V!

", i=12, sg T-funkcjami (wielomianami falowymi) dla réwnania falowego,
spetniajacymi réwnania falowe z roznymi predkosciami fali. Wspomniane T-funkcje
okreslone sg w czesci 3.4.1 dla bezwymiarowej postaci réwnania falowego.
W przypadku réwnan na potencjaly ¢ i v T-funkcje uzyskuje sie, kladac w miej-

sce zmiennej ¢ we wzorach z czeéci 3.4.1 zmienng ¢;t, i=1,2.
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Przemieszczenie ma woéwczas postac:

weio| 00bey.t) 0p(x.y.1) 09(x.y.t) 0y(x.y.1)
Ox o oy Ox '

W kwadracie Q= (—1, l)x(—l, 1) rozwaza sie nastepujace warunki poczatkowe
i brzegowe:

u,(x,,0)=u,(x,»,0)=0,

Ou, _aV2 sin x cos ou,| =5 i
— ¥, = cosxsiny,
0t |0y 50000 atkLLM 50000
u (~1,y,¢)=— sin(1) cosysin(cztﬁ),
* 50000

u (x,~1,0)=u,(x,1,1)= cos(1) sin x sin(cztﬁ),

50000

u, (1L y,t)=— cos(1) sinysin(czt\/i),

50000

u, (x,x1,1)= m%cos xsin(cztﬁ) .

Warunki dotyczace u, (1, y,t) oraz u, (1, y,t) nie sg znane. Zamiast tego znane sg

wartosci tych przemieszczen w zbiorze punktow postaci (x —e&,~1+(k/5),IA¢/10),
k,[=0,1,...,10 (sgto wewnetrzne odpowiedzi przemieszczeniowe). Dla ¢ =0 sg to
wartosci brzegowe — czyli dla € =0 problem staje sie zagadnieniem poczatkowo-
brzegowym. Dla ¢ >0 rozwaza sie zagadnienie odwrotne, identyfikacji przemiesz-
czen na brzegu.

Wewnetrzne odpowiedzi przemieszczeniowe generowane sg z rozwigzania do-
ktadnego:

u,(x,y,t)= 50(1)00 sinxcos y sin(czz\/z),

uy(x,y,t)z cosxsinysin(czt\/a).

50000

Warto doda¢, Zze rozwigzanie dokfadne zostato tak dobrane, aby réwnanie na
potencjat v miato rozwigzanie zerowe.
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Obliczenia przeprowadzono dla A =10""Pa, #=8-10'""Pa, p =8000kg/m’ oraz
At =16/100000s. Przy znanych wewnetrznych odpowiedziach przemieszczeniowych
w punktach na linii x =1-¢& poszukiwano rozwigzania w catym kwadracie, a w szcze-
golnosci na brzegu x =1. Na rysunku 5.33 przedstawiono — odniesiony do maksymal-
nej wartosci funkgji dla (x,y,t) € (— L, 1)>< (— L, 1)>< (O, At) — btad wzgledny E(y, t) iden-
tyfikacji przemieszczenia u, (1, y,t) przy wykorzystaniu T-funkgcji stopnia od 0 do 7.

Obliczono go ze wzoru

_ |ux(1,y,t)—ﬁx(l,y,t]

E(y, Z‘) - .
y,te<IoI,11?§o,At)|u"(l’y’ 2

Przypadek (a) dotyczy zagadnienia poczatkowo-brzegowego, gdy & =0, przypa-
dek (b) dotyczy zagadnienia odwrotnego, gdy £=0.,1, zas (c) opisuje zagadnienie
odwrotne, gdy £ =0,5. Jak wida¢ z rysunku, nawet dla £=0,5 btad aproksymaciji
warunku brzegowego na brzegu x =1 nie przekracza 0,7% w catym rozwazanym
przedziale czasu.

0.06
0.04
g 002
0
-0.02
-0.04
0

(I.()(J(]l(a 1 0.00016 1

8e—05 0
! 0.00012 | 0.5
0.00016 1

RYs. 5.33. Rdéznica pomiedzy rozwigzaniem doktadnym a przyblizonym T-funkcjami stopnia od
Odo7nabrzegux=1x=1dla(a) =0, (b) £=0,1,(c) €=0,5



194 5. Funkcje Trefftza w zagadnieniach identyfikacji warunkow brzegowych

Najwigkszy bfad na rysunku 5.33 wystepuje dla y =+1. W pracy [M09a] wyka-
zano, ze wraz ze zwiekszaniem stopnia T-funkcji wykorzystanych do aproksymaciji
rozwigzania btad wzgledny procentowy rozwigzania w punkcie (1, 1) maleje i przy
zastosowaniu T-funkcji do 7 stopnia stopnia wtacznie nawet dla £ =0,5 wynosi
tylko ok. 0,856%.

Przy zaburzeniu danych (wewnetrznych odpowiedzi przemieszczeniowych u,
oraz u, ) bledem przypadkowym o rozktadzie normalnym N(0; 0,04) btad obliczen

nieco sie zwieksza, ale nadal tylko nieznacznie przekracza 1%. Oznacza to, ze
w tym przypadku nie jest konieczne wygtadzanie danych.

Wiecej uwag na temat rozwazanego zagadnienia identyfikacji przemieszczen
mozna znalez¢ w pracy [M09a].

Przyktad zagadnienia odwrotnego elastokinetyki dotyczacego identyfikacji
przemieszczen brzegowych mozna takze znalez¢ w pracy [GMSO09]. Interesujacg
analize podobnych zagadnien odwrotnych elastostatyki zawarto w pracy [WZ06].



6. Funkcje Trefftza w zagadnieniach
identyfikacji wspotczynnikow

Zagadnienia identyfikacji wspoétczynnikow opisujacych cechy fizyczne badanych
osrodkéw (ciat statych, ptynoéw) to temat bardzo czesto poruszany w artykutach
naukowych. Znajomosé wspétczynnikow pozwala przewidywaé opisany modelem
matematycznym przebieg procesow w tych osrodkach lub ich standw.

Prace poswiecone identyfikacji parametréw dotyczg bardzo réznych dziedzin. Do-
tycza one identyfikacji parametrow termofizycznych ciat statych, [B57, M79, G823,
B95a, G99, L02, BBP03, KKK03, KLKKO03, K04, DKKC05, HTCO05, T07, S07, OILO08,
ABVDO08, HGMS09, S09], wspotczynnikdow termofizycznych w ptynach, [H99,
HGPP99, PPH05, PHHP06, HH09, HP09, HHPQ09, HPPQ9], sztywnosci w ciatach
statych, [SW02, SO91, SLG02, KSSB09, FMMO05], wspotczynnikow w zagadnieniach
dyfuzji, [LEI97], wspdtczynnika tarcia, [S199], wspotczynnikdw w materiatach sprezy-
sto-plastycznych, [HO7, HEOQ8], wspodiczynnika mocy turbiny wiatrowej, [MAQ09],
wspotczynnikow w réwnaniach rézniczkowych, [H03, HDP06, HDO8, HLOS], i innych.
Badano takze wplyw niedokfadnosci pomiaréw na wynik obliczeh poszukiwanych
wspotczynnikow, [B02, VO5].

Ponizej przedstawiono analize zagadnieh wspétczynnikowych wykonang przy
zastosowaniu metody Trefftza. Poszczegdlne przypadki numerowane sg jako
W1, W2 itd.

W.1: Wspobiczynnik przejmowania ciepta na powierzchni
Scianki dwuwarstwowej

Przedstawione ponizej zagadnienie identyfikacji wspoétczynnika przejmowania
ciepta na powierzchni scianki dwuwarstwowej byto elementem wiekszego zagadnie-
nia, ktérego pierwsza czes¢ oméwiono w przyktadzie B1, a ktére omdéwiono szczegoé-
towo w pracy [H99]. Dalsze wersje prac nad tym zagadnieniem byly przedstawiane
w wielu publikacjach, [HGPP99, PPHO05, PHHPO6, HP09, HHPQ09, HPPO9]. Na ry-
sunku 5.2 przedstawiono przekréj poprzeczny minikanatu z dwuwarstwowag $cianka.
Rozwaza sie uktad, sktadajacy sie z ptynu (freonu-11) wptywajacego do waskiego
kanatu z zadang predkoscig i temperaturg (nizszg od jej temperatury wrzenia) oraz
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przegréd, oddzielajgcych ten ptyn od otoczenia laboratoryjnego. Jedna z przegréd
jest jednoczesdnie zrodtem ciepta ogrzewajacym ptyn do temperatury wrzenia. Przy
pewnych mocach tego zrédia ciepta, temperatura wrzenia jest osiggana pomiedzy
punktem wlotu ptynu do kanatu a wylotem kanatu. Na wylocie kanatu jest mierzona
temperatura ptynu (moze to by¢ tym razem zaréwno ciecz, jak i mieszanina cieczy
i pary lub — w skrajnym przypadku — para). Poszukiwany jest wspoétczynnik przejmo-
wania ciepta na powierzchni oddzielajacej folie i ptyn (zarébwno w fazie cieklej, jak
i gazowej) jako funkcja temperatury tej powierzchni i temperatury freonu.

Poszukiwany wspétczynnik na czesci powierzchni scianki od wlotu do punktu
przemiany fazowej wyznaczono ze wzoru, [HGPP99]:

W )=,

h

gdzie Nu oznacza bezwymiarowg liczbe nazywana liczbg Nusselta, d), opisuje $rednice
hydrauliczng kanatu, za$ A jest wspétczynnikiem przewodzenia ciepta przez freon.
Niezbedny w kolejnym etapie obliczer punkt przemiany fazowej xrotrzymuje sie
jako rozwigzanie réwnania algebraicznego:
_ /1 a TF (X, J/)

F

= (T T )T (5,6 +57) ~ T, (%))

0 y y=05+0r

odpowiadajacego warunkowi brzegowemu na powierzchni wewnetrznej scianki (od
strony kanatu). Tutaj T, (x) opisuje temperature freonu-11 jako funkcje odlegtosci
od wlotu do kanatu. W réwnaniu tym Ay oraz T, (xf) (temperatura przemiany fa-

zowej freonu-11) sg z zatozenia znane, funkcja 7, oraz jej pochodna uprzednio
wyliczone (por. przyktad B1), niewiadoma zas jest x. Temperatura saturacji freonu-
11 wynosi Tgy = 323,15 K. Rozwigzania szukano numerycznie w przedziale
xe(0,L).

Powyzej punktu nasycenia xy wspétczynnik 4(Tx,T;) na powierzchni y = dg+0dr
wyznacza sie z warunku:

0T
y Y=0p+05
Tr (x,0p +65) =T (x) ’

W(T,.T,) = (6.1)

przyjmujac, ze temperatura freonu ma wartosc statg réwng temperaturze saturacji.
Jak wspomniano w przyktadzie B1, wszystkie dane temperaturowe obliczono
przy wykorzystaniu metody Trefftza. Dane do obliczen przedstawiono takze w tym
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przyktadzie. W pracy [HPGG99] wyliczono wartos¢ A(7}.,T,;) — otrzymano tam
Ty, T,)=4911607 . Warto$¢ te przyjeto jako statg na odcinku od x = 0 do punk-
tu saturacji x =x,. Na odcinku od punktu saturacji do wylotu kanatu wspotczynnik
h(TF,Tﬁ) obliczono na podstawie wzoru (6.1). Poniewaz pierwsze rezultaty,

otrzymane na podstawie danych zamieszczonych w tablicy 5.1, miaty niefizyczny
charakter (wartos¢ wspofczynnika ,falowata”, dane te wygtadzono, w sposéb
przedstawiony w przyktadzie B1. Zmienno$¢ wspotczynnika h(TF,Tﬁ) jako funkcje

od punktu saturacji do wylotu kanatu przedstawiono na rysunku 6.1.
Krzywa h(TF,Tf,) ma przebieg zgodny z oczekiwanym. Przy obliczaniu jej war-

tosci w pracy [H99] wykorzystywano rézne warianty aproksymacji temperatur kom-
binacja liniowag T-funkcji, uwzgledniajac od 20 do 30 funkcji. Wieksza liczba funkciji
Trefftza powodowata wygtadzanie wykresu i zblizanie go do przewidywanego
przez teorie ksztattu.
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2000 =
2000 -
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RYs. 6.1. Wspétczynnik wnikania ciepta & = h(T T;) na 01 02 03 04

odcinku od punktu saturacji do wylotu kanatu % [m]

W.2: Liczba Biota na powierzchni warstwy pfaskiej

W pracy [G82] rozwazano zagadnienie wyznaczenia liczby Biota (bezwymiaro-
wego wspotczynnika przejmowania ciepta) na gérnej powierzchni jednorodnej war-
stwy ptaskiej o grubosci %, przy zatozeniu, ze powierzchnia dolna jest cieplnie
izolowana, zas$ na powierzchni gérnej ma miejsce swobodna wymiana ciepta. Za-
ktadajac, ze warunek poczatkowy jest zerowy i po przyjeciu zmiennych bezwymia-
rowych E=x/h, t=atlh®, Bi=ahl A, gdzie a jest wspdtczynnikiem dyfuzyj-
nosci temperaturowej, a to wspotczynnik przejmowania ciepta, 4 opisuje wspot-
czynnik przewodnictwa cieplnego, zas Bi jest liczbg Biota, otrzymuje sie nastepu-
jacy bezwymiarowy model matematyczny tego zagadnienia:
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o° o
(g-gle(;r)ﬂ, £e(0,1), >0,

6(¢,0)=
a0,
o0&
20,
o0&

:O,

(0.7)

= -Bilo(7)-T,(z)),

(L)

gdzie T, (r) jest temperaturg otoczenia brzegu & =1.

O liczbie Biota zaktada sie, ze jest stata. Aby ja wyznaczy¢, przyjmuje sie, ze
znana jest zmienno$¢ w czasie temperatury w pewnym punkcie o wspotrzedne;j
& €(0,1). Moze to wiec byé w szczegéinosci temperatura jednego czy drugiego
brzegu warstwy, znana z pomiardw (wewnetrzna odpowiedz temperaturowa,

w skrocie WOT) lub antycypowana.
Rozwigzanie tego problemu ma postac, [G82]:

20(¢, r)*iexp(— 27)
Bi= n=l ) (6.2)

{1+ 22 cos(&2, exp(— ﬂflr) —n(r)*0(&,7)

gdzie 7(z) jest funkcjq Heaviside'a, zas A, =%(2n -1).

W szczegodlnosci, dla &=1, mozna — przeksztatcajgc warunek brzegowy —

otrzymac nastepujacy wzor, z ktérego mozna wyznaczy¢ liczbe Biota:

20
9 lur)
T.(0)-0Lr) (6.3)

WOT, jaki T (r) na ogot znane sg w postaci zbioréow danych dyskretnych, po-

Bi=

chodzacych z pomiaréw, rozpoczetych w tej samej chwili czasu i prowadzonych
z tym samym, statym krokiem czasowym.
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Pole temperatury w warstwie ptaskiej mozna bez trudu wyznaczy¢ w przyblizo-
nej postaci, wykorzystujgc WOT oraz warunek poczatkowy i warunek na brzegu
& =0. Aproksymuje sie wéwczas funkcje opisujaca temperature w warstwie kom-
binacjg liniowg T-funkcji przedstawionych wzorem (3.31) w sposdb, jaki wykorzy-
stano w przyktadzie B9. Poniewaz uzyskane w ten sposob rozwigzanie jest funkcjg
co najmniej klasy ct wzgledem obu zmiennych w przedziale czasu, dla ktérego
zostato wyznaczone, mozna na jego podstawie wyznaczy¢ zaréwno pochodng
wystepujacg w liczniku wzoru (6.3), jak i wartosc 49(1, r). Nastepnie na podstawie

tego wzoru tatwo mozna obliczy¢ liczbe Biota.
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RYs. 6.2. Estymacja statej liczby Biota na podstawie pomiaru temperatury w punkcie wewnetrz-
nym w zaleznosci od stopnia /N wielomianu aproksymujgcego temperature
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Mozna réowniez WOT opisa¢ w sposob przyblizony kombinacjg liniowg T-funkgciji
dobrang do danych przy zastosowaniu przykiadowo metody najmniejszych kwa-
dratéw. Temperature otoczenia Tf(r) brzegu £ =1 mozna aproksymowa¢ splaj-

nami lub wielomianami, takze dobranymi na przyktad metoda najmniejszych kwa-
dratow. Wowczas mozliwe jest zastosowanie bezposrednio wzoru (6.2).

Wzér (6.3) wykorzystano do obliczenia liczby Biota w pracy [H99], przy czym
przyjeto tam warunek poczatkowy niezerowy F(x) = 100 oraz réwng zero tempera-
ture otoczenia brzegu & =1, tzn. Tf(r):O. Identyfikowana warto$¢ liczby Biota

byta réwna jeden; na jej podstawie wygenerowano WOT dla & =0,9.

Do aproksymacji temperatury wykorzystano T-funkcje stopnia NV = 6, 12, oraz 18.
Wykresy przedstawione na rysunku 6.2 pokazujg przyblizenie liczby Biota wyraze-
niem (6.3) w pierwszych dwoch przedziatach czasowych (przyjeto krok czasowy
réowny jeden). Zafalowania na koncach przedziatu, szczegodlnie widoczne w prze-
dziale (0,1), wynikajg z opisu funkcji statej ilorazem wielomiandw.

W.3: Wspoiczynnik przejmowania ciepta na powierzchni
wewnetrznej fopatki turbiny

W przyktadzie B7 przedstawiono zagadnienie wyznaczenia rozktadu temperatu-
ry @ na zewnetrznym i wewnetrznym brzegu topatki turbiny. W pracy [CFGO7],
w ktérej analizowano to zagadnienie, wyznaczono takze wspotczynnik przejmowa-
nia ciepta na powierzchni wewnetrznej topatki turbiny.

Poniewaz temperatura otoczenia brzegdw zewnetrznego i wewnetrznego topat-
ki turbiny, Tf0 i Tf byly znane, a temperature obu brzegéw wyznaczono przy

wykorzystaniu funkcji Trefftza (rys. 5.12), do wyznaczenia wspotczynnikéw przej-
mowania ciepta na obu brzegach, a|r> , mozna wykorzysta¢ wzor:

266 on|
tr

f(SXr - H(Slr ,

gdzie I' to brzeg zewnetrzny I, albo brzeg wewnetrzny I';, n to normalna ze-

al_ =

wnetrzna, zas A jest wspodtczynnikiem przewodzenia ciepta przez materiat, z kto-

rego wykonano topatke. Oba wspodtczynniki przejmowania ciepta jako funkcje
znormalizowanej zmiennej s, parametryzujgcej brzeg wewnetrzny i zewnetrzny,

przedstawiono na rysunku 6.3. Na rysunku 6.4 pokazano srodkowg cze$¢ wykre-
su 6.3, dla se<0,3; 0,5>. Przesuniecie pikéw obu krzywych wynika z przyjecia
parametryzacji obu brzegéw w ten sposéb, ze tylko punkty s =0(s =1) odpowia-

dajg sobie na obu wykresach; pozostate sg wzgledem siebie nieco przesuniete,
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przy czym przesuniecie narasta do krawedzi natarcia i potem maleje, osiggajac
wartos¢ zero na krawedzi sptywu.
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RYs. 6.3. Rozktad wspétczynnikdw przejmowania ciepta na zewnetrznym (linia cienka) i we-

wnetrznym (linia gruba, kwadraciki) brzegu fopatki turbiny. Temperatura otoczenia brzegu ze-
wnetrznego T, = 1350°C, wewnetrznego T, =780°C
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RYS. 6.4. Rozkiad wspodtczynnikéw przejmowania ciepta na zewnetrznym (linia cienka, przerywa-
na) i wewnetrznym (linia gruba, kwadraciki) brzegu topatki turbiny dla s € (0,3;0,5)
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Na obu rysunkach zaznaczono takze zadane wartosci wspotczynnika przejmo-
wania ciepta na zewnetrznej powierzchni (linia cienka, ciagta, z kropeczkami). Wi-
doczna jest duza zgodnos¢ wartosci zadanych i obliczonych.

Widoczne na rysunku 6.4 przesuniecie pikdw wynosi ok. 0,2 i jest spowodowa-
ne parametryzacjg brzegow fopatki.

W.4: Wyznaczanie wspéfczynnika dyfuzyjnosci cieplnej

Wspdtczynnik dyfuzyjnosci cieplnej, nazywany takze wspoétczynnikiem wyréw-
nywania temperatury i oznaczany zwykle literg a, zdefiniowany jest wzorem:

a=—-,
pe,

gdzie A — wspoiczynnik przewodzenia ciepta, [Wm'K], p — gestosé, [kgm™], cp—
ciepto wiasciwe, [Jkg'K™.

Szybkosé, z jakg ciepto dociera do miejsc chtodniejszych i wywotuje tam efekt
ogrzania materii, jest tym wieksza, im lepiej to ciepto jest przewodzone (duze A)
i im mniej tego ciepfa jest akumulowane ,po drodze” (mata pojemnosc c,p).

Liczba znanych metod pomiarowych tego parametru jest bardzo duza (por. np.
[MES86]). W pracy [S07] zaproponowano metode opartg na wykorzystaniu T-funkc;ji.
Koncepcja tam przedstawiona polega na minimalizacji funkcjonatu btedu wynikaja-
cego ze Sredniokwadratowego dopasowania aproksymaty rozwigzania réwnania
przewodnictwa cieplnego do warunkéw poczatkowego i brzegowych rozwazanego
zagadnienia przewodzenia ciepta (metoda przeszukiwan z zawezaniem i jedno-
czesnym zageszczaniem obszaru przeszukiwan).

Rozwigzania przyblizonego zagadnienia przewodzenia ciepta, opisanego réow-
naniem (3.32), poszukiwano w postaci kombinacji liniowej T-funkcji, opisanych
w rozdziale 3.3 wzorami (3.39) i (3.42).

W celu wyznaczenia dyfuzyjnosci termicznej a, w wyrazeniu opisujgcym czas
bezwymiarowy (liczbe Fouriera) 7 =at/I? przyjmowano roézne wartosci dla tego
parametru i dla kazdej z nich rozwigzywano rozwazane zagadnienie przewodzenia
ciepta. Innymi stowy, dla kazdej wartosci a budowano bezwymiarowe réwnanie
przewodzenia ciepta we wspotrzednych walcowych (& =r/1, gdzie [ to grubosé
warstwy walcowej) z zadanymi warunkami dotyczacymi wewnetrznych odpowiedzi
temperaturowych, dla niego budowano funkcjonat celu i obliczano jego warto$¢. Za
poszukiwang wartos¢ tego wspotczynnika przyjeto takg wartos¢ a, dla ktoérej ten
funkcjonat, opisujacy réznice pomiedzy rozwigzaniem sScistym i przyblizonym, byt
najmniejszy.
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Przedstawiony sposéb postepowania zademonstrowano wykorzystujac dane
z przyktadu B10, w ktérych wspétczynnik wyréwnywania temperatury byt znany
i rowny 6,626-10° m%s, co pozwolito oceni¢ doktadnos$¢ uzyskanego wyniku. Prze-
kroj poprzeczny korpusu turbiny pokazany jest na rysunku 5.19. Funkcjonat celu
miat postac¢:

J= 4‘J‘f(@(éo)— To(&)f dé +T(@(fz, 7)-o(t)fdr +T(@(53, 7)-y(c)) dr,

gdzie To(é)z 100°C byto funkcjg opisujacg warunki poczatkowe, za$ funkcje (p(r)
i l//(T) opisywaty dane temperaturowe w punktach », =0,719m, 7 =0,875m

(por. rys. 5.19 i tablica 5.6). Poniewaz dane, przedstawione w tablicy 5.6 byty nie-
doktadne, estymowano je wielomianami stopnia trzeciego, podanymi w przyktadzie
B10 (przypadek 2).

Niestety, otrzymane wyniki nie byty zadowalajace, gdyz taki stopien wielomianu
estymujacego dane z tablicy 5.6 pozwolit na wykorzystanie tylko 12 funkcji Trefftza
pierwszego i drugiego rodzaju (przy wiekszej ich liczbie osiggane wyniki znacznie
sie pogarszaly). Najblizsza rzeczywistej otrzymana warto$¢ wspoétczynnika dyfuzyj-
nosci termicznej a byta réwna 7,17-10°, (dla 10 funkcji Trefftza), tzn. btad wzgledny
miat wartos$¢ 8,2%. Dla 12 T-funkcji (po 6 pierwszego i drugiego rodzaju) wynik byt
gorszy i wynosit 8,17-10° (btad wzgledny byt tu réwny 23,3%).

W nastepnym kroku estymowano zatem niedoktadne dane z tablicy 5.6 wielo-
mianami stopnia czwartego:

T,(t)=-71315¢* +1982,61° — 2008,5¢% + 947,861 + 295,79,
Ty(r)=—724,95:* + 2200,3:° — 2602,8¢2 +1450,4¢ + 86,896.

Taki opis wewnetrznych odpowiedzi temperaturowych pozwolit wykorzysta¢ do
opisu rozwigzania przyblizonego do 22 funkcji Trefftza (po 11 obu rodzajéw). Dla
wspotczynnika dyfuzyjnosci termicznej a otrzymano przy 22 T-funkcjach wartos$¢
6,39-10°°, czyli wynik obarczony btedem wzglednym 3,62%.

Na rysunku 6.5 przedstawiono aproksymacje temperatury, otrzymanej jako
przyblizone rozwigzanie metodg T-funkcji réwnania opisujgcego przewodzenie
ciepta réwnaniem (3.32), w punktach, w ktérych zadane byly wewnetrzne odpo-
wiedzi temperaturowe. W czedci A rysunku temperatury przyblizane funkcjami
cieplnymi zostaty obliczone wykorzystujac wartos¢ dyfuzyjnosci termicznej wynika-
jacej z podanych wiasnosci termofizycznych, czyli dla a = 6,626:10° m%s, nato-
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miast czes¢ B rysunku zawiera aproksymaty temperatur wyznaczone za pomocg
funkgiji cieplnych, gdy do obliczeh wykorzystano wyznaczong warto$¢ dyfuzyjnosci
a=6,39-10° m?s.
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RYs. 6.5. Aproksymacja temperatury w punktach r, i r3: A — aproksymata w przypadku gdy a =
6,626-10° m%s, B — aproksymata w przypadku gdy a = 6,39-10° m%s

Takze dla danych estymowanych wielomianami széstego stopnia otrzymano
a=16,39-10° m?s. By¢ moze otrzymano by lepsza doktadno$¢, opisujac tempera-
tury w punktach r; i r3 wielomianami cieplnymi. Jednak otrzymany takg, dos¢ nie-
wyszukang metodg, rezultat przy bardzo niedoktadnych danych wejsciowych nale-
zy uznac za bardzo dobry.

W.5: Wyznaczanie wspéiczynnika przewodnictwa cieplnego

W pracy [S07] rozwazano badanie temperatury osrodka sondg zaopatrzong
w 16 rezystorow, ktére mogty by¢ miernikami temperatury lub grzatkami. Rezystory
tworzyty serie szesnastu toroidalnych elementéw rozmieszczonych na diugosci
325 mm. Dla celéw obliczeniowych przyjeto — wobec matej srednicy sondy, maja-
cej ksztatt walca o $srednicy 10 mm — Zze osrodek ma ksztait walca o bardzo duzym
w poréwnaniu ze srednicg sondy promieniu 7. Przyjeto, ze oprécz warunku po-
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czatkowego (ktérego rola jest dyskusyjna — o tym dalej) znana jest temperatura na
zewnetrznym brzegu sondy na dtugosci grzejacego rezystora. Dla tak postawione-
go zagadnienia poczatkowo-brzegowego wyznaczano przyblizone rozwigzanie
Or,z,f) metoda Trefftza (Sredniokwadratowego przyblizania warunkéw poczatko-
wego i brzegowego lub tylko brzegowego). Oméwiony sposéb zastosowano do
identyfikowania gradientu temperatury na wspélnym brzegu osrodka i sondy, przez
co mozliwe byto wyznaczenie przewodnosci cieplnej osrodka.

Obliczenia byly oparte na danych doswiadczalnych, [S07].

Rozwazano proces nagrzewania k-tego rezystora sondy umieszczonej w jedno-
rodnym i izotropowym o$rodku o promieniu 7,4, promieniu wewnetrznym sondy 7,
zewnetrznym r,, jednorodnej temperaturze poczatkowej oraz temperaturze brzegu
T,, danej w postaci dyskretnej (z pomiaréw). Pole temperatury spetnia wowczas
rownanie przewodzenia:

*T(r,z,1) Llorirzy 0*T(rz1) _10T(rz1)
or? r or 0z° a Ot

t>0,r e(rz,r ,),z E(O,Zk)

os

wraz z warunkami brzegowym T'(r..zt,)=T1,, (gdzie k — numer rezystora,
w=12,...,.W , W to liczba pomiaréw temperatury) i poczatkowym T (r,z,0) =T,
gdzie: t,, — czas pomiaru, [s], 7,s — promien zewnetrzny osrodka, [m], », — promien
zewnetrzny sondy, [m], z; — dlugo$¢ k-tego rezystora, mierzona wzdtuz osi sondy
[m], Tk, — temperatura wyznaczona dla k-tego rezystora w kolejnych chwilach po-
miaru, [°C], T, — pierwsza temperatura wyznaczona dla k-tego rezystora od chwili
rozpoczecia eksperymentu, [°C]. Ostatnia dana miata charakter dyskusyjny,
w zwigzku z czym zbadano problem dla sytuacji, gdy byta ona uwzgledniana i gdy

sie te dang pomineto; wéwczas uwzgledniano tylko warunek brzegowy.
Wprowadzajac wspédtrzedne bezwymiarowe ¢=r/l, n=zII, I=r -r,,

o z

t =at/1?* sprowadzono réwnanie przewodzenia ciepta do postaci:

O*0ént), 100Ent) °AEnt)_ooEn)
ol £ 0& on? or

r>0¢e(&. &) ne0n,)

z warunkami brzegowym 6(&.,7,7,)=T, k. | POCZatkowym 0(5, n0)=T,, przy czym
funkciji H(é n, z') poszukiwano w postaci kombinacji liniowej T-funkcji (3.39) i (3.42).
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Nieznane wspotczynniki tej kombinaciji liniowej wyznaczono minimalizujac funkcjonat
btedu opisujacy dostosowanie aproksymaty:
— do warunkéw brzegowego i poczatkowego

Sos Mk
J= jZ & me)-T,, Fn+ [ [(0n0)-1Fdndé, (6.4)
s 0

o w=1

— lub tylko do warunku brzegowego

e w

J=[> (6. nt,)-1,,Fdn. (6.5)

o w=1

Otrzymane w ten sposoéb przyblizenie temperatury na brzegu & = £ pozwolito,
przy znajomosci mocy P pobieranej przez k-ty rezystor w czasie 7,, wyznaczyé
wspétczynnik przewodzenia ciepta badanego osrodka A z warunku drugiego rodza-
juna brzegu & = &,. W przypadku $cianki cylindrycznej przyjmuje on postac:

q; =—A2ar, 55 (&..n,7), (6.6)

P
gdzie g, =— to jednostkowa moc, generowana przez rezystor, [W/m].
Zk

Przyjeto réwnosé strumienia ciepta po obu stronach granicy os$rodek-sonda,

a poniewaz moc generowana na brzegu sondy jest znana, wzor (6.6) po prze-
ksztatceniu do postaci:

q;

00
2717‘2 %(éz W17, T)

~
IR
|

, (6.7)

pozwala wyznaczy¢ wspodtczynnik przewodnictwa cieplnego A badanego osrodka.

Wyznaczona formuta przedstawia wspétczynnik przewodzenia ciepta formalnie
zalezny od czasu. Przy zatozeniu, ze wspoétczynnik ten jest w rozpatrywanym za-
gadnieniu staty, przyjeto jako jego wielko$¢ wartos¢ srednig wyrazenia (6.7). Gdy
brano do obliczeA W danych pomiarowych, otrzymano:

1< q,

W3 2, ‘35(5 )

A= ——

(6.8)
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Obliczenia wykonano dla teflonu, gleby i lodu dla nastepujacych danych:
promien zewnetrzny sondy: 7, = 0,005 m,

— promien zewnetrzny osrodka: 7,5 = 0,05 m,

— dtugos¢ rezystoréow podano w tablicy 6.1,

— czas: od 10-tej do 900-tej sekundy,

— krok czasowy pomiaréw 10 s (trzy interwaty po 30 pomiaréow),

— wymiar charakterystyczny: / =r, —r, =0,045 m,

— moc grzania rezystoréw P = 0,55 W.

TABLICA 6.1. Dlugosc¢ rezystoréw sondy termicznej. Rezystory sondy
tworzyly seri¢ szesnastu toroidalnych elementéw rozmieszczonych
na dtugosci 325 mm

Nr L, mm Nr L, mm
1 9,13 9 18,90
2 9,75 10 21,03
3 11,01 11 23,20
4 12,29 12 26,47
5 13,03 13 27,98
6 15,01 14 29,98
7 16,19 15 34,10
8 17,42 16 39,17

Wyniki obliczeh dla obu przypadkéw (uwzglednienia i nieuwzglednienia warun-
ku brzegowego) przedstawiono dla teflonu dla przyblizenia rozktadu temperatury
w sondzie przy pomocy 20 wielomianéw (po 10 pierwszego i drugiego rodzaju) na
rysunku 6.6, a analize btedu wzglednego w tablicach 6.2 i 6.3, gdzie do wyznacze-
nia wspoétczynnika przewodzenia ciepta wykorzystano dane z trzech interwatéw
grzania os$rodka.

Przedstawione w tabelach 6.2 i 6.3 wyniki obliczen dla teflonu wykazaty, ze
przyjecie danych z pierwszego pomiaru jako warunku poczatkowego (funkcjonat
6.5) nie bylo prawidtowe, gdyz otrzymane wyniki byly mniej dokladne, bardziej
odbiegaty od wartosci teoretycznych i miaty raczej niefizyczny przebieg w porow-
naniu z tymi, ktére otrzymano w przypadku uwzglednienia tylko warunku brzego-
wego (funkcjonat 6.6).
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RYS. 6.6. Przewodnosc¢ cieplna teflonu. Do aproksymacji temperatury uzyto po 10 T-funkcji pierw-
szego i drugiego rodzaju. Po lewej stronie wyniki otrzymane przy uwzglednieniu tylko warunku

poczatkowego, po prawej — przy uwzglednieniu warunkow brzegowego i poczatkowego

TABLICA 6.2. Btad wzgledny identyfikacji przewodnosci cieplnej teflonu. Do konstrukcji aproksy-
maty rozwigzywanego zagadnienia uzyto po 10 T-funkcji pierwszego i drugiego rodzaju we wspot-

rzednych (7,z,{). Zatozono tylko warunek brzegowy | rodzaju dla 7, (funkcjonat (6.6))

| interwat grzania

Il interwat grzania

Il interwat grzania

max btad wzgledny

2,31%

2,66%

2,29%

min btad wzgledny

0,07%

0,12%

0,12%

TABLICA 6.3. Btad wzgledny identyfikacji przewodnosci cieplnej teflonu. Do konstrukcji aproksy-
maty rozwigzywanego zagadnienia uzyto po 10 T-funkcji pierwszego i drugiego rodzaju we wspot-
rzednych (7,z,{). Przyjeto warunki brzegowy i poczatkowy (funkcjonat (6.5))

| interwat grzania

Il interwat grzania

Il interwat grzania

max btad wzgledny

4,59%

5,44%

5,80%

min btad wzgledny

0,10%

0,29%

0,41%

Dla lodu i gleby otrzymano wyniki obarczone podobnym btedem. Wartosci
wspotczynnika przewodzenia ciepta dla lodu i zmiane btedu wzglednego w Il in-
terwale grzania w zalezno$ci od rezystora, z ktérego pochodzity dane doswiad-
czalne, przedstawiono w tablicy 6.4.
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Wyznaczony btad zawiera sie miedzy 2,51% a 0,00%, przy czym warto zwrdcic
uwage na fakt, ze najwieksze wartosci btedu wystgpity dla rezystoréw potozonych
najblizej brzegéw badanej probki.

TABLICA 6.4. Wspdtczynnik przewodzenia ciepta lodu i blfad wzgledny wyznaczony na podstawie
przebiegu temperatury rezystora grzanego (drugi interwat grzania)

Numer rezystora, dla ktérego Do aproksymaciji rozwigzania uzyto
wykonano obliczenia po 10 T-funkcji pierwszego i drugiego rodzaju
5 2,99331 0,50%
6 2,76268 0,01%
7 2,67122 0,02%
8 2,64852 0,03%
9 2,59550 0,10%
10 2,76942 0,02%
11 2,61678 0,07%
12 2,71329 0,00%
13 2,55152 0,19%
14 2,54536 0,21%
15 2,29565 1,22%
16 2,11266 2,49%







7. Funkcje Trefftza
w zagadnieniach identyfikac

i zrodet

Zagadnienia identyfikacji zrédet gtéwnie skupiajg sie wokét probleméw wyzna-
czania zrédet ciepta, np. [DHS97, AJO1, WMMO06, JMO07, YDYLOQ9], ale takze doty-
cza np. lokalizacji zrédet dzwiekow, [HRG98], czy niejednorodnosci w réwnaniu
Poissona, [LHY05]. Wykorzystanie funkcji Trefftza do identyfikacji zrodia ciepta
w zagadnieniach niestacjonarnych przedstawiono w dwdch pracach, [M06a, GM09].
Ponizej przedstawiono rozwazania zawarte w drugiej z tych prac.

W pracy [GMO09] identyfikowano gestos¢ strumienia ciepta wywotanego dziata-
niem ruchomego zrodta ciepta poruszajacego sie wzdtuz brzegu obszaru. Danymi
wejsciowymi byly symulowane pomiary temperatury w punktach wewnetrznych
obszaru. Zagadnienie rozwigzane jest w sposob przyblizony metodg elementéw
skofczonych z wykorzystaniem funkgji Trefftza jako funkcji bazowych.

Przyjeto dwukierunkowe rozchodzenia sie ciepta w obszarze o ksztatcie prostoka-
ta o dtugosci ] [m] i szerokosci b [m]. Zatozono, Ze zrddto ciepta porusza sie po jed-
nym z bokéw prostokata ze statg predkoscig v [m/s] w sposob periodyczny (rys. 7.1).

Punkty pomiarowe

o _,
T(x,y,00=0 oy
y
y r ; v
| e —
L O
X
or|  _or g
0X|y=0 O0X|yz/ T0,y,0)=T(,y,t)

RYs. 7.1. Uktad modelowy do identyfikacji warunku brzegowego w procesie
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W poblizu tego brzegu prostokata, po ktérym porusza sie zrédto ciepta, doko-
nano pomiaréw temperatury. Potozenie prostokata w uktadzie wspoétrzednych,
punktéw pomiarowych i dziatajacego zrédta pokazane jest na rysunku 7.1.

Otrzymano nastepujaca posta¢ zagadnienia we wspoétrzednych bezwymiarowych:

o°T 90°T oT _

+—-——=0, 71
ox®  0y* ot (71)

da (x,y)eQ, t>0, Q={(x,y):0<x<[,0< y<b} zwarunkami poczatkowym

i brzegowymi:
T(xyyuo)zor a—T(x,O,t)zo,
oy
oT oT
T(0,y,6)=T(l,y,1), —(0,y,8)=—(,y,1).
ox ox

Ponadto znane byly pomiary temperatury w punktach wewnetrznych ciata blisko
powierzchni dziatania ruchomego zrédta ciepta w wybranych chwilach czasowych:

T(xp,yp,tp)sz, da p=12..P

gdzie Wp oznacza temperature wygenerowang numerycznie z rozwigzania do-

ktadnego zagadnienia prostego opisanego réwnaniem (7.1), warunkami poczatko-
wym i brzegowymi podanymi wyzej i warunkiem (7.2):

T bty =gl =
Oy

0 . da x—vt<0 (72)
= Q(Ej ((x—v)mod! —w)?((x—v)mod/)®> dla 0<x—vt<w
w

0 dla w<x-wvt<]

gdzie (x—vt)mod!/ oznacza reszte z dzielenia (x—vt) przez I, w=§ to bez-
wymiarowa szeroko$¢ zrodta, w— szeroko$¢ zrodita, m, d — charakterystyczny
wymiar liniowy, m.

Wykres funkcji wykorzystanej w warunku brzegowym (7.1) w ustalonej chwili
czasowej przedstawia rysunek 7.2.
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q(x,2,)

q(x.1,)
x0 . TR !‘QWW"’
s
A

il
I
AN 7o

\

RYs. 7.2. Po lewej: rozktad gestosci strumienia ciepta (bezwymiarowo) na brzegu y = b w ustalo-
nej chwili czasowej; po prawej: rozktad gestosci strumienia ciepta (bezwymiarowo) na brzegu y = b
w czasie przejscia zrodta przez dtugosc¢ catego ciata

Analityczne rozwigzanie problemu prostego jest nastepujace, [CJ59]:

t 2 & (-Dfg,cosa a?
T(x,y,[)qu—ol-{-ﬁz()qo—k'y(l_e At)_j’_
=

+%Z%(Cos(ﬂn (x=vt)+7,0)— e cos(4,x+ 7/n0))+

n=1 n

4 <5 (1) g,0 0087, cOS@y
+—ZZ 2 2 X
bl =33 A +a,

x (cos(/ln (—vt) 47, ) —e % 4 cos(d x+ 7, ))

gdzie:
ak2 + /1n2

\/vzﬂ,nz +(a, 2 +24°)?

Cosy,, =

A =@, n=1.2,..,

n

ak:kjﬂ-l k=0,l,.., qOZSQ—WI

80 COSnﬂ(3WZn7TCOSW’;” + (w2n27r2 - 312)sin W’;”]

qnl == 4
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Obszar Q podzielono na prostokaty Q; dla j = 1,2,...J. Przedziat czasowy <0,7 >
podzielono na podprzedziaty (r At, (r+1)At) dia r = 0,1,,... ,R. W kazdym elemen-

cie Q; =Q, x (15,1, + At), gdzie dia ustalonego r jest t, = rAt , rozwiazanie przybli-

zone réwnania (7.1) przyjeto w postaci kombinacji liniowej funkgiji Trefftza:
i~ N ~
Ty (1) = 3 Ay, (3. 5:0),
n=1

gdzie: X=x-xo,, P=y—yo,; [ =t—1,, (xoj ,yoj,toj) — dowolny, ale ustalony punkt
nalezacy do Q; (najczesciej srodek elementu Q.), v (%, 7,7) - funkcje Trefftza (wie-
lomiany cieplne) opisane wzorami (3.35), 4 1 —Wspotczynniki, ktére nalezy wyznaczyc.
Sposob rozwigzania zagadnienia jest uogdlnieniem metody zaprezentowanej
w pracy [A85] i sprowadza sie do sekwencyjnego rozwigzywania tego zagadnienia

w kolejnych przedziatach czasowych.
W elemencie Qj ustala sie liczbe odpowiednio utozonych weztéw. Kazdemu

weztowi przyporzadkowuje sie trzy wspotrzedne (x,y,.t,). W celu wyznaczenia
statych Ajn, przy zatozeniu, ze znane sg temperatury w weztach elementu skon-

czonego ﬁj, rozwigzuje sie uktad rownan:

~ N A
T, (xp v ty) =Ty =ZAjnvn(xk,yk,tk) , k=12,...,.
=

ktéry w postaci macierzowej mozna zapisac nastepujgco:

Vl()’él’j}lizl) Vz()AClaJA’litAl) VN()AClaJA’l,fl) Ajl le
V(X Vouty)  va(Xpu Voity) o vy (X 0anty) || 42 _ T,
vl()’eN'j}N’?N) Vz()ACN’JA’NYtAN) VN()%N’)’;N’ZN) A,iN T]N
lub
bIl4]=[T].

Po odwrdceniu macierzy [v] otrzymuije sie:

[4] = DI [7] = [ [1], A, = DV Ty

k=1
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Stad uzyskuje sie funkcje bazowe ¢; charakterystyczne dla elementu ﬁj:

~ N (N R N
Tj<x,y,r)=Z(2Vnk7}kan(x,y,z) =D 0u (X 0.0 Ty,
k=1

n=1\_ k=1

N
gdZie @jk (-xuyvt) = ankvl’l ()’é’j}’t) .

n=1
Funkcje bazowe majg nastepujace wtasnosci:
o> 0 0
l. | —+——-—|@,\x,yt) =0.
(6)62 0,7 at]%"( »)
1 k=m
2' q)jk(xm’ym’tm):
0 k=m

gdzie (xm,ym,tm) — wezty elementu ﬁj, km=1,.,N.

N
3. Zgojk (x,y,1)=1.

k=1
W celu przyblizonego rozwigzania zagadnienia identyfikacji zrédia, zostata w ob-
szarze Q=Qx(1y,6,+Ar) wprowadzona siatka prostokatna réwnolegta do osi

uktadu wspétrzednych, powstata z podziatu odcinka osi OX na L1 czesci, a odcinka
osi OY na L2 czesci. W kazdym prostopadiosciennym elemencie Q ; obrany zostat

przedstawiony na rysunku 7.3 uktad o$miu wezidw potozonych w wierzchotkach
elementow. W catym obszarze Q jest wigc 2(L1+1)(L2+1) weziéw.

t
}5 )
|

7] 8 y
|
|
|

e
3 4

RYs. 7.3. Utozenie o$miu weziéw w elemencie
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Temperatura w kazdym o$Smioweztowym elemencie wyraza sie zaleznoscia:
T (x,,0) = Zgojk(x »)Ty, dla j=1.2,.L1x 2.

Funkcje bazowe ¢y spetniajg réwnanie (7.1) w sposéb $cisty. Nalezato zatem do-
pasowac rozwigzanie przyblizone do warunkéw poczatkowo-brzegowych oraz zmini-
malizowac réznice pomiedzy strumieniem ciepta wyptywajacym z elementu a wptywa-
jacym do sasiedniego elementu. Zadano przy tym zgodno$ci temperatury w weztach
i zgodnosci strumieni ciepta (w sensie sredniokwadratowym) wzdtuz wspdéinych we-
wnetrznych brzegéw pomiedzy elementami. Zagadnienie to rozwigzywano sekwen-
cyjnie w kolejnych przedziatach czasowych (r At, (r +1)At) dlar =0,1,,....R

Funkcjonat celu ma postac:

J= Zﬂ T, (v, t0) ~ T, ) dxdy+2”(—(x0 t)j dxdi +

i DV . pJ

+Z”(f, (©,».0) _fk‘. (l,y,t))zdde

i D
Z” —(Oy t)__(l » t)] dydt +
i Dl
~ 2
GT oT,
Zl: ZJ:Z)”: —(x ’yt)_a_;’(xj’ylt) dydt +
o ~ 2
oT, oT,
Zl: Z/:b[.[ a;}t (x,yj,t)—a—;’(x,yj,t) dxdt +

+Z(f(xp,yp,tp)—Wp)2 .

gdzie:

Di={x,y,t,)eR®: 0<x<l, 0<y<by,
Uoi =it
=1

Ubp; ={(x,0,z)eR3: 0<x<l, ¢ St£t0+At},
i=1
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UDi:{(O,y,t)eR3: 0<y<b, t0£t£to+At},

J J

UUDi’jZU{(X_,-,yJ)eR?’: 0<y<p, ZOSZStO+At},

UUDi=U{(x,yj,t)eR3: 0<x</, tOSt£t0+At}.
joi

J

Sktadniki funkcjonatu (ktérego minimalizacja pozwolita wyznaczy¢ przyblizony
rozktad temperatury w obszarze), odpowiadajg kolejno warunkom poczatkowemu
i brzegowym w kazdym przedziale czasowym. Ostatnie dwa sktadniki odpowiadajg
tzw. warunkom zszycia na powierzchniach pomiedzy elementami.

Po znalezieniu rozktadu temperatury w rozwazanym obszarze wyznacza sie
strumien ciepta na brzegu y = b liczbowo réwny wartosci pochodnej temperatury

oT
po zmiennej y na tym brzegu, tzn. — , pomnozonej przez jedynke o wymia-
y (x,b,t)

rze [W/mK]. Jednostka tak otrzymanego strumienia ciepta jest [W/m2].
Do obliczeh przyjeto nastepujace dane liczbowe:
A=45WImK, a =0,119-10* m%s, 7 =0,5m, b =0,05 m,
w=0,15m, v=0,01m/s, 6,=293K, O0=300.

Punkty pomiarowe umieszczono w weztach elementow skorficzonych na
dwdch poziomach, w odlegtosci 0,005 m i 0,01 m od brzegu, na ktérym dziatato
zrédta ciepta. Liczba punktéw pomiarowych zalezata od liczby elementéw skon-
czonych. W przyktadzie numerycznym rozpatrzono dwa warianty, gdy obszar
podzielony zostat na 400 czasoprzestrzennych elementéw osmioweztowych oraz
na 800 elementéw osmioweztowych. Przy podziale obszaru na 400 elementéw
skonczonych liczba punktéw pomiarowych wynosita 82, za$ przy podziale na 800
elementdéw skonczonych — punktéw pomiarowych byto 162. Obliczenia wykonane
zostaty dla pierwszych szesciu przedziatdw czasowych ze statym krokiem cza-
sowym wynoszacym Atr=1,05s. Wartosci temperatury wygenerowane z rozwia-

zania dokfadnego zaburzone zostaty btedem losowym o rozktadzie normalnym
N(0; 0,01).

Poréwnano rozwigzania doktadne i przyblizone na powierzchni y = b w chwi-
lach kohczacych przedzialy czasowe poprzez obliczenie btedu wzglednego, zgod-
nie ze wzorem:
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2

—q(x,t,) | dx
o= S , (7.3)

[aCet, ) ax
0

w ktérym T oznacza aproksymate temperatury otrzymang metodg elementéow
skonczonych, zas ¢ ma takie znaczenie, jak we wzorze (7.2).

Na rysunkach od 7.4a do 7.4d oraz od 7.5a do 7.5d przedstawiono przyblizone
i doktadne rozktady gestosci strumienia na brzegu y = b w chwilach konczacych
pierwszy, drugi, trzeci i szésty przedziat czasowy. Rozktady przyblizone otrzymane
zostaty metodg elementéw skohczonych przy podziale obszaru na 400 elementéw
(rysunki od 7.4a do 7.4d) oraz przy podziale na 800 elementéw (rysunki od 7.5a do
7.5d). Rozktady doktadne okreslone sg wzorem (7.2). Na wszystkich rysunkach
linig ciagtq naszkicowano przyblizony rozkfad gestosci strumienia ciepta, natomiast
linig przerywang zaznaczono wykres dokfadny.

W tablicy 7.1 przedstawiono zestawienie bledow identyfikacji gestosci strumie-
nia ciepta na brzegu obszaru powstatego pod wptywem dziatania ruchomego zr6-
dta ciepta. Btedy wzgledne obliczone zostatly ze wzoru (7.3) w chwilach koncza-
cych kolejne przedziaty czasowe.

— aproksymacija — aproksymacja

rozwigzarde 0000 aenfb 0 4} e roZWigEatie
""" 200

20 doldadne doltadne
150 150

100 100 b:]

a) 30

350 350
300 —  aproksymacia 300 .
— aproksymacia
250 i ) 250
00 & T FOTIATEILE toTwgzatie
dokt o0 0V
oldadae doldadne
150 150
100 o) 100 d)
50 50
i} 0

RYS. 7.4. Rozkiad gestosci strumienia ciepta na brzegu y = b w chwili t rdwnej: a) 1,05 s, b) 2,1 s,
c) 3,15 s, d) 6,3 s przy podziale obszaru na 400 elementéw
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q q
350 — aproksymacja 350 .
=00 _ . 300 — aproksymacia
_____ rozwigzatie
230 doktadne EX A I TOZWigzanie
200 200 dokdadne
150 150
100 a) 100 b
50 50
0 0
1 g
300 aproksymacia 300 f \ —  aproksymacja
250 L 250 ff \
rozwigzatie tomwiazanie
200 dokdadne 200 ’t' VT doktadne
150 150 .-'a". |
100 c) loo /i \\ d)
o N \
0 o v,

RYs. 7.5. Rozktad gestosci strumienia ciepta na brzegu y = b w chwili t réwnej: a) 1,05 s, b) 3,15 s,
c) 4,2 s,d) 6,3 s przy podziale obszaru na 800 elementow

TABLICA 7.1. Warto$ci btedu wzglednego gestosci strumienia ciepta na brzegu y = b w chwilach
konczacych kolejny przedziat czasowy

Czas Podziat obszaru na 400 elementow Podziat obszaru na 800 elementéw
t=1,05s c=16% o =26%
t=21s c=15% c=11%
t=3,15s o =14% c=7%
t=42s c=18% c=6%
t=525s 6=12% c=7%
t=6,3s c=13% c=9%

Przedstawiony przyktad pokazuje, ze funkcje Trefftza (wielomiany cieplne) na-
dajg sie do konstruowania czasoprzestrzennych funkcji ksztalttu w metodzie ele-
mentoéw skonczonych w celu identyfikacji gestosci strumienia ciepta powstatego na
skutek nagrzewanie ciata ruchomym zrédtem ciepta. Najgorsze wyniki otrzymuje
sie dla pierwszego przedziatu czasowego, z czego wynika, ze powinien on by¢
krétszy od pozostatych.
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Po wykonaniu wielu eksperymentéw numerycznych polegajacych na réznych
podziatach obszaru Qx(0,7), przedstawiony w rozwiazaniu podziat obszaru na

800 elementéw daje wyniki nie réznigce sie znacznie od dokfadnych. Dla zrédta
poruszajgcego sie z wiekszg predkoscig konieczne jest dalsze rozdrobnienie ob-
szaru. Podobnie, jesli poruszajace sie zrédto ma mniejsze rozmiary, to siatka ele-
mentéw skohczonych musi by¢ gestsza. Przedstawione rozwigzanie dotyczy ob-
szaru prostokatnego, lecz oczywiste jest, ze mozna je skonstruowac¢ dla obszaréw
0 bardziej ztozonych ksztattach.



8. Uwagi koncowe

Pierwsze 10 lat badan zastosowania metody Trefftza dla niestacjonarnych za-
gadnieh odwrotnych wskazato kilka waznych kierunkéw badawczych.

Wydaije sie, ze — podobnie jak to sie stato z metoda Trefftza dla zagadnien sta-
cjonarnych — konieczne jest przeprowadzenie szeroko zakrojonych badan doty-
czacych metody elementéw skonczonych z funkcjami Trefftza jako funkcjami ba-
zowymi. Jest to szczegdlnie wazne przy zastosowaniach MEST do zagadnien od-
wrotnych, co pokazuje zaréwno przyktad przedstawiony w rozdziale siédmym, jak
i badania przeprowadzone w pracy [M06a]. Problem elementéw skonczonych cza-
soprzestrzennych trzeba — jak sie wydaje — powigzac¢ z rodzajem réwnan niesta-
cjonarnych, dla ktérych bedg budowane, i z funkcjami Trefftza dla tych réwnah.
Zagadnienie wielkosci kroku czasowego (dtugosci ,boku” mierzonej na osi bezwy-
miarowego czasu) jest kluczowe szczegolnie dla zagadnien dotyczacych réwnan
falowych, co bardzo wyraznie uwidocznito sie w pracach Macigga [M09, M09a].

W zakresie zastosowan dla niestacjonarnych zagadnien odwrotnych dotych-
czas gtéwnie rozwijana byta jedna z metod posrednich Trefftza, a mianowicie po-
dejscie wykorzystujgce metode najmniejszych kwadratéw, czesto w potgczeniu
z metodg elementdéw skonczonych. Byta ona uzupetniana cztonami regularyzuja-
cymi, wynikajagcymi — jak to miato miejsce w przypadku rozwazan zagadnieh od-
wrotnych przewodzenia ciepta — z fizyki zagadnienia. Stosowano tez z powodze-
niem bezweztowg metode elementdw skoriczonych z cztonami minimalizujgcymi
skok poszukiwanego przyblizonego rozwigzania na granicy elementéw. Okazato
sie, ze odejscie od koniecznosci przyjmowania w weztach elementéw takich sa-
mych wartosci przez rozwigzania w poszczegoélnych elementach i zastgpienie tego
wymogu warunkiem minimalizacji skoku wartosci funkcji i ewentualnie wartosci jej
pochodnej normalnej na granicach pomiedzy elementami, pozwolito zmniejszy¢
btad rozwigzania, przy czym same nieciggtosci wynikajace z zastosowanej metody
okazaly sie bardzo nieznaczne. Réwnie obiecujgca okazata sie metoda bezwezto-
wa, w ktorej takze warunek réwnosci wartodci poszukiwanej funkcji w weztach
(ktérych w tej metodzie nie ma) zastgpiono warunkiem minimalizacji skoku wartosci
funkcji i jej pochodnych normalnych na granicach pomiedzy elementami. Przy oka-
Zji pojawit sie bardzo wazny i wymagajacy gruntownych badan problem ztego uwa-
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runkowania macierzy ukfadu réwnan, wynikajacego z warunku minimalizacji funk-
cjonatu celu — jest to wiec kolejny obszar badawczy, zwigzany z zastosowaniem
funkcji Trefftza w rozwigzywaniu zagadnien niestacjonarnych.

Niewiele jest prac badajacych wykorzystanie metody Trefftza w przypadku za-
gadnieh niestacjonarnych w obszarach wielospdjnych. Mozna tu wymieni¢ tylko
kilka prac Ciatkowskiego i wspotautoréw.

W chwili obecnej brak jest zupetnie artykutdéw o charakterze podstawowym, teo-
retycznym, napisanych przez matematykéw. W zakresie zagadnien stricte niesta-
cjonarnych nie wystepuje jeszcze, zauwazalny w odniesieniu do metody Trefftza
dla zagadnien stacjonarnych, podziat autoréw na ,inzynierow” i ,matematykéw”
(por. [KK95a, L98, CCO05, LLHCOQ7]) czy tez raczej podziat artykutdow na aplikacyjne
i teoretyczne. Wynika to zapewne takze z szybkosci ,dyfuzji” nowych idei do umy-
stow badaczy. Pomyst Trefftza z 1926 roku potrzebowat, nie liczac pracy Rosen-
blooma i Widdera z 1956 roku, okoto 50 lat, aby spowodowaé lawine artykutow,
rozwijajacych go. Wydaje sie jednak, ze koniecznos¢ coraz doktadniejszego roz-
wigzywania zagadnief opisanych réwnaniami zawierajacymi czas spowoduje za-
réwno odejscie od metod sprowadzajgcych zagadnienia niestacjonarne do pseudo-
ustalonych (metodami réznic skonczonych, zatozenia rozwigzania w postaci sze-
regu Fouriera lub w postaci funkcji periodycznych, wykorzystania reprezentaciji
zawierajgcych zmienng czasowa w wyktadniku funkcji eksponencjalnej i innych),
jak i dalsze rozwiniecie metody elementéw skonczonych z funkcjami Trefftza i ele-
mentami czasoprzestrzennymi, co moze przyczyni¢ sie do powstania nowych me-
tod rozwigzywania zagadnien opisanych réwnaniami nieliniowymi.

Cykliczne konferencje i spotkania poswiecone rozwojowi metody Trefftza odby-
wajq sie od roku 1997. Bardzo wiele artykutow poswieconych réznym aspektom tej
metody mozna wiec co dwa lata przedyskutowaé w gronie oséb, ktére majg doro-
bek i doswiadczenie w tym zakresie. Dalszy rozwdj tej metody, miedzy innymi w
odniesieniu do zagadnien niestacjonarnych, w tym do zagadnien odwrotnych, jest
wiec tylko kwestig czasu, potrzeb i rozwoju metod numerycznych.
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